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LINITE DIRECTO DE UN SISTEMA DIRECTO
DE ESPACIOS METRICOS

Gilma R. de V.ilLamarin

El objetivo del presente articulo es el de
mostrar la completez de la Categoria de los
Espacios Métricos presentando la construccidn
del Limite Directo de un Sistema Directo de

Espacios Métricos segiin un conjunto dirigido.

Se ilustra esta situacidn en el caso de
un Prehaz de espacios métricos, considerando
como conjunto dirigido al conjunto de abier-

tos de un espacio topoldgico T.

§1. CATEGORIA DE ESPACIOS METRICOS.

Se considerard la Categoria C de los Es-

pacios Mé&tricos cuya coleccidn de Objetos 0bC
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es 1 le todos los espacios métricos X,VY, Z...y
douuc, para cada par de objetos X,Y € 0b (C, los
mor fismos Hom(X,Y) son las aplicaciones con-
tractivas entre los espacios métricos X,Y, o
sea, las aplicaciones §:X » Y tales que
d(g(x),§(y)) < d(x,y), para todo par de puntos
X,y € X. Por ley de composicidn de morfismos

se considera la composicidn usual de funciones:

Hom(X,Y)xHom(Y,Z) -+ Hom(X,Z)
(6’9) X 906

La aplicacidén compuesta es contractiva pues pa

ra todo x,y €« X se tiene que:

d((gog)(x),(go§)(y))
= d(g(§(x)),g(§(y))) <d(§(x),4C(y)) < d(x,y)

El morfismo identidad es la aplicacidn idénti

Cas

§2. CONJUNTO PREORDENADO

2.1 DEFINICION. Un conjunto preordenado A, es
un conjunto en el cual se ha definido una re-

lacidn binaria §, reflexiva y transitiva.

Todo conjunto preordenado A, determina una

categoria I, para la cual la coleccidn de Obje
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tos Ob1 es el conjunto A, y para cada par d
objetos u,v &« 0b 1, Hom(u,v) = {a} donde el

morfismo a:#4 > vV estd determinado por la rela

cidn u & v y Hom(u,v) = @ si u § v. La compo-
5icidn de morfismos estd determinad por 1la
transitividad de la relacidn y el mortismo

identidad por la reflexividad.

2.2 EJEMPLO: E1 conjunto T de ahiertos de un
espacio topoldgico T es un conjunto precrdena-
do con la relacidn: u < v<>u <« v, para

u,v  T.

La categoria I determinada por el conjunto
preordenado T esta constituida por 0b I =T y
para u,v €T Hom(u,v) = {a:u » v} si u y v son

[}
=

abiertos de T tales que u <« v y Hom(u,v)

si u y v son abiertos de T tales que u & v

§3. PREHAZ DE ESPACIOS METRICOS.

3.1 DEFINICION. Dado T espacio topoldgico, un
prehaz de espacios métricos sobre T es un func
tor contravariante F entre la categoria I de-
terminada por el conjunto de los abiertos de
T y la categoria C de los espacios métricos,

donde:
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a) la aplicacidn F:0b1 » 0bC 1le hace correspon
der a cada abierto U de T, un espacio métrico
Fauy s

b) para cada par de abiertos U y V de T tales
que V = U, se determina wun morfismo de espa-
cios métricos pg e Hom(F(U),F(V)); es decir,pg
es una aplicacidn contractiva entre los espa-
cios métricos F(U) y F(V), py:F(U) > F(V) 1la

mada morfismo restrice¢idn tal que:
b1) para todo abierto U de T, pﬁ = idF(U)

b2) dados U,V y W abiertos de T, si W =V < U,

entonces pg = pgopg; es decir, el diagrama si-
guiente conmuta:
pU
Fu) . > F (W)
u v
Py Pw
F(V)

3.2 EJEMPLO. Dados T espacio topoldgico y G un

espacio métrico cualquiera, se llama Prehaz Cons

tante sobre T al prehaz F:1 + C donde:

a) para cada abierto U de T, F(U) = G.

b) para cada par de abiertos U, V de T tales

que V= u , pg = idG
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3.3 EJEMPLO. Sea T un espacio topoldgico cual
Quiera. E1 functor contravariante F:I + C defi
nido a continuacidn es un ejemplo de :n prehaz

de espacios métricos sobre T,

a) Para cada abierto U de T, F(U) es el espa-
cio métrico F(U) = {AulézT + IR es continua vy
acotada} con la métrica d(éu,gu) = sup{|§(s8) -
g(s)]|:54  U}. .

Notacidn. Se nota 6U a la restriccidn de la

aplicacidn § sobre el abierto U.

b) Para cada par de abiertos U, V de T tales
que V< U, el morfismo restriccidn pg:F(U) >

F(V) es l1la funcidn restriccidn 6UN+ Og(ﬁu) :6V'

La funcidn pg es un morfismo de espacios
métricos pues: d(Og(ﬂu),pg(gu)) < d(éu,gu)-

En efecto, para V = U, se tiene que

d(6V’gV) = sup{|§(s)-g(8)]|:4 = V}
< suP {|§(s)-g(s)|:s=U} = d(f.9,)-

Se cumple ademds que
b1) para todc abierto U de T, pﬁ = idF(U)'
u
En efecto pu(ﬂu) = 6U’
b2) para U, V y W abiertos de T tales que
W=V <=U, el diagrama siguiente es conmuta-

. u u
1902 pw = pwopu.
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En efecto, ps(éu) = 5w= 05(05(6U)) = pz(ﬁv).

§4. CONJUNTO DIRIGIDO.

4.1 DEFINICION. Un conjunto dirigido A, es un
conjunto preordenado con una relacidn binaria
<, reflexiva y transitiva que satisface ademis

la siguiente propiedad: para todo o, B € A,

existe vy e« A tal que o £ vy y B < Y.

Notacidn. Se notard por A1 el conjunto

A, = {(a,B) = AxA:a < B}.

Como en el caso de un conjunto preordenado, un
conjunto-dirigido A determina una categoria I
donde 0b T es el conjunto A y para cada par de
objetos u,v € 0b 1, Hom(u,v) = {a} donde el
morfismo a:u -+ v esta determinado por ia rela-

cidn u € v y Hom(u,v) = g, si u ¢ v. La compo-



icidn de morfismos estd determinada por la
transitividad de la relacidn y el morfismo

identidad por la reflexividad.

4.2 EJEMPLO. E1 conjunto T de abiertos de un
espacio topoldgico T es un conjunto dirigido
con la relacidn: U < V<V < U, para V,U 1.
Ademds de tenerse las propiedades reflexiva y
transitiva, se cumple que para U y V abiertos,
UNV es un conjunto abierto contenido tanto en

U como en V.

4.3 EJEMPLO. Dado T espacio topoldgico y Lt & T
elemento fijo de T, el conjunto V(T) de 1las ve
cindades abiertas de £ es un conjunto dirigido

con la misma relacidn anterior.

§5. SISTEMA DIRECTO DE ESPACIOS METRICOS.

5.1 DEFINICION. Un sistema directo de espacios
métricos estd constituido por una familia de

espacios métricos (X ) con subindices en un

a‘as A
conjunto dirigido A y una familia de morfismos
de espacios métricos (pGB)(a,B)erAl’ donde'pa_
ra cada a < B, paB:Xa 3 X8 y donde se satisfa

ce ademis:

a) para todo a = A, P idx
o
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b) para todo a,f8, Y & A con o < P <X Y se cumple
que = . Bs decir, el diagrama siguien
] OGY pBYOOGR e s 4 g 3¢

te conmuta:

Pag PRy

Un sistema directo de espacios métricos es un
functor covariante F entre una categoria I de-
terminada por un conjunto dirigido A y la cate

goria C de los espacios métricos.

F:0b1 » 0b C

3
Y
>

5.2 EJEMPLO. Dado T espacio topoldgico, un pre

haz de espacios métricos sobre T determina el
siguiente sistema directo de espacios métricos

donde la familia de espacios métricos estd da-
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da por (F(U)hje

espacios métricos por (pUV)

41

t Yy 1la familia de morfismos de
donde p = pu
usv uv v

para U,V abiertos de T con V < U.

F:0b1

> 0b C

-

> F(“D Puu” e

Puy

¥
:

A

> F(Y)
oVwJ'
> F(w)

Puw

Ar-

5.3 EJEMPLO.

Dado T espacio topoldgico y t e« T

un elemento fijo, un prehaz F de espacios mé-

tricos sobre T determina el siguiente sistema

directo de espacios métricos: (F(u))ue:VTt)’

y (pUV)Us y para u,v e vt).

§6. CONO

DE ESPACIOS

6.1 DEFINICION.

tema directo de

(Pap)(a,p)eA,”

de espacios métricos,

INDUCTIVO DE UN SISTEMA DIRECTO

METRICOS.

Un cono inductivo para un sis-
% e n
espacios métricos, (X )
p s a’a A’ Ys
es un elemento de la categoria

es decir, un espacio mé

trico Y junto con una coleccidn de morfismos
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el . mét (0 : X > Y) que satis-
X 94 o ;—‘_/\

facen la siguiente condicidn de compatibilidad:
ara todo B = A tal que o < . = 0x0 . Es
p q B o 8 Pag
lecir, el diagrama siguiente conmuta:

v Pa

X & —— B — o X

o B -

X \ L? X = (X )

a B paB o

Oq ag

\

oa(xd) :OB(QQB(XG))

La condicidn de compatibilidad afirma que:
< =
VB) a B> Oa(xu) OB(XB)

En un cono Y, fLas Aimdgenes de Las hres
thicedlones porn Los mongismos se Lden-
tigican.

§7. LIMITE DIRECTO DE UN SISTEMA DIRECTO
DE ESPACIOS METRICOS.

7.1 DEFINICION. Un limite directo para un sis-

tema directo de espacios métricos:
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(X'II.)OLGIA y (”wP

)( L,EQ') (= A\l

es un cono inductivo Z (1 : X > 7) que Ssa-
2 a o ‘o e A 11T EE

tisface la siguiente condicidn universal: para

todo cono inductivo Y, (da:Xa > ¥) exis-

o e A
te un Gnico morfismo de espacios métricos

$:Z » Y tal que para todo o & A, o = poT,

Es decir, el diagrama siguiente es conmutativo.

paB 13

B

< €------

Un Limite directo es un cono
{nductivo "optimo".

7.2 EJEMPLO. Sea T un espacio topoldgico cual-
quiera y £ € T un elemento fijo. Consideremos

el siguiente sistema directo de espacios métri

coSs:

donde:

a) para cada U vecindad abierta de t, F(U) es
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el espacio métrico F(U) = {6U | §:7 » R es conti

nua y acotadal} con la métrica:
d(éu,gu) = sup{|§(4)-g(s)]|:4 = U}

b) para cada par de vecindades abiertas de ft,
U,V « ¥(t) tales que U < V, pUV:F(U) > F(V) es

el morfismo restriccidn: 6u~+ puv(ﬂu) - 6V'

Para este sistema directo de espacios métri
cos, un limite directo lo constituye el espacio
métrico IR con la métrica usual, junto con 1los
morfismos de espacios métricos (TU:F(U) >

ini . > =
]R)UEV(I) definidos por: 6U Tu(ﬂu) ().

Cada Ty s un morfismo de espacios métricos,

pues:

d(t, (§,)st,(a,)) = |§()-g()]

< sup{|§(s)-g(8)]|:5 U} < d(éu,gu).

Se mostrarad primero que IR, (TUMJEVTI) es un
cono inductivo, para este sistema directo de
espacios métricos. Es decir, se demostrard que
se satisface la condicidn de compatibilidad de
que, para toda vecindad abierta V € V(t) tal
que U <V, Ty = Tyepyy: En efecto, dada
&1 = F(U) se cumple que

Tu(ﬂu) = () = TV(OuU(6U)) = Tv(ﬂv).



N

aportes

Se vera enseguida que R, (TU)UE'V([} cum-
ple tambi&n la condicidn universal, o sea, pa
ra todo cono inductivo E, (UU:F(U)+ E)U€3VTI)
del sistema directo de espacios métricos, exis
te un Ginico morfismo ¢ R + E de espacios métri
cos tal que para toda vecindad abierta de &,
UueWt), Oy = ¢oty. En efecto, dado X & R,
sea 6U e F(U) tal que x = §(&£) = Tu(ﬂu).
(Existe al menos la funcidn constante §(48) = X,

para todo 4 € U = W(t)).

Entonces se define, ¢:IR - E de la manera
siguiente: ¢(x) = ¢(f(L£)) = Ou(ﬁu). Con esta de
finicidn, se tiene la conmutatividad del diagra
ma pues ¢(Tu(6u)) = Ou(ﬁu) y de alli la unici-
dad de la funcidn ¢.

Veamos que ¢ estd bien definida; es decir,
que dadas g, & F(V) donde Ve V(L) v g:T * R
otra funcidn continua y acotada tal que #(£) =
x = g(t) = Tv(gv), entonces Ou(ﬁu) = Uv(gv)-
Ahora bien, por la condicidn de compatibilidad

para el cono inductivo E, (OU:F(U)'*E)Ue:VXI)’
se tiene que para toda vecindad abierta W de £,

WeV(t) tal que W= Uy W=V, Ou(ﬂu) =Ow(6w),
v, oylgy) =o,(gy)-

Por el diagrama siguiente,

ow(ﬂw) = ou(ﬂu), ow(gw) = ov(gv).
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Cyw

p
. STl 4

,//;Bg//’//////// 6W’9w

Luego: d(Ou(ﬂu),Ov(gV)) = d(Ow(ﬂw),Ow(gw))
< d(ﬂw,gw) = sup{|§(8)-g(8)|:4 = W}.

En virtud de la continuidad de § y g en f,
dado € > 0, existe una vecindad abierta wo de

£ 1 wo c UNV tal que si 8 « wo entonces
| §(8)-(t)| < €/2 v |g(s)- g()]| < /2.

Luego

[6(8)-g(8)] < [§8)-6(O)| +|f(tr-act)| + |g(t)

-9(8)| s e+]g(t)-g()|
y por lo tanto

d(éwo,gwo) = sup{lﬂ(b)-g(A)l:b - wo} <
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con leb cual

do, (4,),0,(g9,)) = dCoy_ (fy.) 0w, (ay, ))
< dfy -9y, < e+|§(t)-g(t)].

Puesto que §(£) = x = g(t), entonces
d(ou(ﬂu),ov(gv)) £ €3 y como ¢ > 0 es arbitra-
e, d(Ou(ﬁu),OV(gv)) = 0, Jo cual implica que

ouley) = ov(gv) como se queria demostrar.

Se demostrarda ahora que ¢:R > E es un mor-
fismo de espacios métricos, es decir, que da-
dos x,y €« R tales que x = {(&) = Tu(ﬁu),
by < F(U) v y = g(t) = tylay)s a,=FWV), se
tiene que: d(¢(§(£)),p(g(£))) < |§(t)-g(t)].

Fn efecto
d(p(§(£)),9(g(2))) = d(¢(x (§,)),6(t,(g,)))

= d(ou(ﬂu),ov(gv)) = dloy,(§y),04(g,))

IN

d(ﬁw,gw)
para toda vecindad abierta W de t, tal que

Weulv

Una vez mAs, por la continuidad de § y g en £,

dado € > 0, existe una vecindad abierta de £,

W, = unv, tal que d(ﬂwo,gwo) < et ) g(t)],
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ual

d($(§(),¢ (gt = d(oy_(fw_)>%w, 9y ))
< d(fw_ -8y ) < € +|f(t)-gC)].

Siendo € > 0 arbitrario, d(d(4(£)),d(g(L)))
< | §()-g(£t)]|, con lo cual queda demostrado

que R, (TU)UGfV(t) es un limite directo para

el sistema directo de espacios métricos dado.

7.3 PROPOSICION. Dos limites directos

'
2 3 FUNPINS SCF 411 13 TN

de espacios métricos son naturalmente isomor-

A de un sistema directo

fos, es decir, existe entre ellos un morfismo

biyectivo de espacios métricos compatible con
1

los morfismos T_ y T_ .
o a

Demostracidn. Por la condicidn universal para
el limite directo Z, y siendo Z' cono inducti-
vo, existe un finico morfismo de espacios métri
cos ¢:Z > Z' tal que para todo o € A,

L}

' = o,
a PoTy

Q
t~

©

N B -



Por la condicidn universal para el limite di-
recto Z', siendo Z cono inductivo, existe un

Gnico morfismo de espacios métricos Y:2' » Z

tal que para todo aed, LT o T
77 Z
] 1]
Ta ' Tu/////'
"y "¢
v ' \
T
a Ta
Xa > % Xa ?
] 1
'¢ Iw
T ' )
o T
v o ¥
7' \z

De lo anterior se deduce que1&=(¢ow)oT& y

L (Yo9)oT, . Por otro lado, la condicidn
de universalidad para Z y ' tomados en su ca
lidad de limite directo y de cono inductivo
implica que idZ:Z % X oa¥s idz,:Z' + 1' son los
finicos morfismos tales que para todo a = A,
ar Yo Tyr T idZ'oT& es decir, los
diagramas siguientes conmutan:

/
\

T(X = idZoT

~N

&

e
(aV

>
~N

f/\

id

MN<e---—===-

v
Z



i u , Poy = L ;Z' y ' ':’ 'Z.
7.4 NOTA. La anterior proposicidn da una justi
ficacidn para hablar del l1limite directo de un
sistem lirecto de espacios métricos: (X )

‘ pac ‘ (Xe)a ea o

(

) 1 arlo:
QOLB'((L,B)EAl y notarlc

lim{(x(x)ote‘.A’(pOLB)(O.,B)eAl} = [Z’(TG)QEA].

8. CONSTRUCCION DEL LIMITE DIRECTO DE UN
SISTEMA DIRECTO DE ESPACI0S METRICOS.

Dado un sistema directo de espacios métri
cos (Xa}aE:A’ (OGB)(G,B)EIAl’ se puede ahora
construir un limite directo para el sistema.

8.1 DEFINICION. Sea X = angxa la unidn disyun

ta de todos los espacios métricos Xa' Sobre X
se define la relacidn v como sigue:
u v v si para cada € > 0, si U<« Xa y v & XB’
existe Y€ A tal que o £ Y , B S Y Yy

d(paY(u)’pBY(V)) 7 EQ

8.2 LEMA. La relacidn v define una relacidn de

i i onjunto X = X .
equivalencia en el conjun Y %

Demostracidbn. Veamos que la relacidn v satis-

face las propiedades:
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i) Reflexiva: Para todo u < X, u t . bku efec
to, dado € 0, d\yli(u),l”,(u‘i = od(u ., uw) 0
5 En efecto
ii) Simétrica: Para todo u,v € X, unvv=vyu.
En efecto, si U4 v v, entonces parae cada
£ > 0. s94l e Xa y Ve XB’ existe Y « A tal

0

que o £ Y, B € Y, ¥y d(OaY(U),NBY(U))

d(p, (v),p (u)) < €, lo cual significa que
By ay

v vou.

iii) Transitiva: Para todo u,v,w = X, u v v,
Vyuw o>y ow
En efecto, si u vwv, vy, vVvw, u-es Xa’
== XB’ we X , entonces existe ¢ tal que
T
5, B < (S-; Y s d(pué(u),ﬁ\,gé(\')) < E/? Yy
xiste 8', tal que B < 6', vy € &', y,
(w < €f2
d(pBG.(v),pyé. )) /




Yy < £, veamos que:
d(OaE(u),OYg(w)) < e
[ efecto:
J(pd{(u),oya(w)) < d(oug(u),oeg(v))

+ d(peg(v),ng(w)).

Teniendo en cuenta que o € 8§ < £, ¥, B € 6 <

y por tanto que pag = pagopué, Y DBF

Qﬁpuoga, se tiene
d(pag(u)’OBF(V)) = d(o6£(pa6(u))’
0645(086(\)))) < d(pas(u),OBG(U)) X £/2.

Asi mismo, puesto que: B < 8'< £, y, Y€ 68'K

tiene

°Bg T P g®PBsre Yo Pyg T PsrgPygr o
con lo cual

(p (w))) < d(pBG'(V)’pyé'( w)) < g/2.

Y$!

Finalmente, d(pag(u),pYE(w)) SERZ + e/ D =

£,

€.

8.3. LEMA. Sea I = X/v = {[ua]:a « A} La si-
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gulente corr: ondencia define una funcidn d

de ZxZ &n IR:

d: IxZ7 — 1R

([ua]. [”8])”‘* d( [ua],[vB]) —-(Xijlyf [d(paY(“a)’OBY(”e))]
<Y

I N\

™

Demostracibn. La correspondencia d es una fun-
cibén, si se puede garantizar la unicidad de 1la
imagen, es decir, si d es independiente de los

representantes escogidos.

Dados u' ., V'B, e X tales que w'e v ,y
U'B, 4Y UB se mostrara que:
info [dlp . (4" ) Pny (05 ))]
are v Pary®ar ) Pery Vg
B'\< Y = 1
égi[d(paY(“a)’pBY(VB))]'
B<Ly

Dado € > 0, existe Ye & A, o < Ye ¥ B < Ye

tal que:

d(DOLYE(UO‘)’pBYE(UB)) < ;25 [d(paY(uu)’OBY(VB))]+E

B<y

Para v, Ye < Y se cumple que o < Ye Y ¥

B\<Y€<Y.

Entonces, teniendo en cuenta que paY =

= 5 tiene
pYeYO pa-YE s Y DBY ngYO pB-YE se
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o By e}

d(p  (u ),p, (v,)) dlp_ _(p (i ))sp Slpa (v Y1)
| vy Porr e d Rt Pt

)) < inf [d(py(u_ ),p, (v ))] +€
agy ay o’ "By B
Bgy

J\quE(uu),pBYe(v8

Por otru parte, puesto que U'p, v U, ¥y V'R,’\/U[) 5

para € > 0 existen Y, < Ay vy, = A, con
a' < Yy, @ < Yl’ B' < Yy o B < Y, tales que:
' <
d(pu'Yl(u a')’Dle(ua)) £ Y

d(pB'YQ(U'B')’OBY2(VB)) &g

Consideremos y_ < A tal que Ve s Hie Y, %,

o o
{/ < Y, . Por lo tanto, para todo Yy > Yo se cum
ple que
\J
d(pa,y(u a')’pay(ua)) v v,
d(¢ VA v i
(pBlY( B'),OBY( B))

Por otra parte, para y > Yo también se cumple

que

d(Da, (u'a'),pB'Y(uvB')) < d(pa'y(uv ),

Y a'

oay(“a)) + d(pav(“a)’psy(vﬁ)) + d(pgy(vB),
OB'Y(U'B')) < 2¢ + d(pay(ua),pBY(vB))_< 3€

+ inf [d(o. (u ),pa (vy)].
o t ay o By "B
B<y
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Luego:
inf [d(ﬂa.y(“' 1)sPg F'))] e+ 1rlf[d(p (u,),
a’ <y : a<y Sl
B' <y B <Y )
h (v,))].
PBy B) ]
Puesto que € > 0 es cualquiera, entonces:

1’11» [d(pw"{(’“'u')"][""y’(\";’41' ))] £ inf ‘L(l(“x{(“u)’
a<y as y

. Y o v

De manera similar se demuestra la otra desigual-

dad

inf [d(p  (u ),p, (v ,))] < inf [d(o , (u' ),
igv [ oy o) "By 8 ] uf;Y L((qa'y Car!
By R’ <y .

Pgry (Vg )]

Por lo tanto, d estid bien definida, en conse-

cuencia de la igualdad

inf [d(p (u YiPs(v,))].= 1nff [d(p s

s oy By B &' <y Y a

E<Y : %'<Y '
Ppry(V'ge))]

8.4 LEMA. Dado I = X/v = {[ua]: a A}, la
funcidn d:ZxZ -+ R definida por
d([ua] [v 1= &2$ [d(paY(ua)’pBY(UB))]

B<y
es una métrica sobre Z.
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no st { 2 ¥ ) ¢ { te ‘{(l“ ]’[\‘BJ) >/O
i) d(fu,],[vg]) = 0 = [u ]= [v,]

d( [u ], [v,]D = inf [d(p_(u ),p5, (v ))] =0,
o B A ay o By B
By
entonces dado € > 0, existe Y, a <Y y B £ ¥y

tal que d(de(ua)’DBY(vB)) < €, lo cual signifi

ca que uu v UB, O sea [ua] = [VB].

iii) [u,] = [vg] = d([ua],[ue]) &,

En efecto, si [ua] B [UB] entonces para cada

€ >0, e¥kiste vy, a £ ¥y ¥y B £ y tal que

d(oaY(ua)’pBY(vB)) < £

Luego

inf <

&QY [d(paY(ua))pBY(VB))] £
BLy

para todo € > 0, lo cual implica que

inf [dlei ta)yea €020)]1 % Qg
asy ay "o’ ’TBy "B
B<y

En conclusidn d([ua]’[vs]) = 0.

iv) d([uy].[vg]) = d([vg],[u D).

E ;i = i =
n efecto d( [ua] . [VB] ) ;zi [d(de(ua)’pBY(vB))] =
B<y
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inf [d M/f\-l\j,s”(uu;>] = d( [\18],{%])

sy

By
v) d([ua],[wé]) 3 d([ua],[ve])+d([vb],[wg]).
Demostrar la anterior propiedad es equivalente

a mostrar que:

inf [d(paY(ua),ng(wE))] < inf [d(pay,<ua>,p8Y,(uB>x

a<y a<y’
E<y B<Y'
+ inf [d(p w(Va)sPpron (W ))].
BS'Y" By B £y £
29

Para todo y', a < Yy' y B < Yy' y todo y",
B< Y" y &< ylexiste y €A, y' £y y Y'Y
tal que

d(pay(uu)’pBY(UB)) < d(paY,(ua), OBY'(UB))’
Y, ’
d(pBY(VB)’pgy(WE)) < d(oBY”(veﬁ,oEY”(Wg)).

Entonces

01;<an [d(paY(ua),ogY(wg))] € dlpy Cuy)pp, (wp))
B<y

£ d(oaY(ua),pBY(vB)) + d(pBY(VB)’pEY(WE))

S dl0y () o0 (Vg)) + dlpg (V) (W),



y esto es cierto paratodo Y'. a € y' y B < y » ¥ pa

ra *odo y", B £ y" € € y". Luego
y g

ﬁZL[d(”uY(“a)‘péY(W€))]
ELY
int [d«PLY,(uq),oBY,(UB))+d(OBY"(v8),o€Y”(wg))]

asg (' , BLY ¥
By, Esy"

/A

inf [d(p ,(u ),p, ,(v))]+ inf [d(p,_, (V,),pp. . (W )]
agy! ad = By B B<y" By 8 gy £
B<y! E<y"

8.5. LEMA. Sea I = X/nv = {[ua} ae A}. Para todo
a « A, la funcidn Ta:xa + Z definida por

Uy ~ Ta(ua) = [ua] es un morfismo de espacios
métricos.

Demostracibn. Se mostrard que para todo w, >

v & X se cumple que:
o o P q

d(Ta(ua)’Ta(va)) < d(ua,va).
En efecto:
d(t (u ), (v )) = d([ua],[va])
= ijuf[d(paY(ua),pay(va))] < d(pay(ua)’oay(ua))

asy
< d(ua,va).
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8.67 LEMA. L1 pacio métrico Z = X/n
{[u]: a=A} junto con los morfismos (t:
X A

o ae A
tema directo de espacios métricos:

es un cono inductivo para el sis-

(X )

oo A?

(ﬁmB)(u,B)E:Al'

Demostracidn. Se mostrara que Z, (1)
a’aeA

tisface la condicidn de compatiblidad: para to

sa-

do B« A, tal que aa £ B, T o sea,

a  'B°Pap’
ooed u =

Ta(ua) TB(DGB( a)) TB(uB) para todo

ua L= Xa. Esto equivale a demostrar que para to

do B= A, o £ B, se cumple que [ua] = [uB]

donde : B
ionde uB paB( a)
En efecto, dado € > 0 para Y = B se cumple que

oF Ty IR SNy L Ty d(paB(“a)’OBB(“B)') = d(uB’uB) =0<¢g

8.7. LEMA. E1 espacio métrico Z = X/n =
{{ua] :a € A} junto con los morfismos

{1 /s X _3¥L)
a a asA
sistema directo de espacios métricos:

es un limite directo para el

(X ) )

o adikt CPyg (a,B)e A,

Demostracidn. Se mostrard que Z, (Ta) sa-

aeA
tisface la condicidn universal: para todo co

no inductivo Y, (Oa:Xu > V)aG:A del sistema
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livect le ‘espacios métricos, existe un fGnico
morfismo ¢:2Z + Y de espacios métricos tal que
para todo a &€ A, ik ¢ora.
En efecto, dado u €7 = X/v = {[L;OL]:OL < A},
ea u, = X“ tal que

u = [ua] =oq L )e

e define ¢:Z » Y de la manera siguiente:

¢(u) = ¢([u ]) = o (u),

v 5 c i w =
con lo cual se imple que ¢(Ta( 0L)) Oa(ua)
y se tiene por lo tanto la unicidad de la fun-

cidn ¢.

Veamos que estd bien definida, es decir, que
1 s

si v,& X, es otro representante de la clase

8 B

de equivalencia u = [UB] = TB(VB), entonces

o,(u,) = OB(UB).
En efecto, si [ua] = u = [VB] entonces Uy v VB

lo cual significa que para todo € > 0, existe

Y, o<y y, B<L y tal que

d(paY(ua)’pBY(VB)) LIE.
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Teniendo en cuenta la condicidn de compatibili

dad para el cono inductivo Y se tiene que:

d(o, (uy) 0, (vg)) = d(o (p . (u)),

OY(OBY(UB)))-S d(pay(ua)’pBY(UB)) %! €5
para todo € > 0.

Luego d(oa(ua)’OB(UB)) = 0 y por lo tanto
ca(ua) = g,(v,) 1lo cual demuestra que ¢ estd

B B

bien definida.
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Se demostrard enseguida que ¢:Z + Y es un mor
fismo de espacios métricos, o sea que para to-
do u, veZ, d(¢(u),¢(v)) < d(u,v). En efec-
to:

d(o(u),0(v)) = d(d[u ],0[vgD = d(o (u),0 (v

2 d(oY(oaY(ua)),oY(pBY(vB)))

< d(paY(ua),pYB(vB)),

para todo y, & £ Y, B £ Y . Luego

d(¢(u),9(v)) < 325 (d(paY(ua),pBY(vB))=d(u,vL
B<y

Se ha demostrado el siguiente teorema.

8.8. TEOREMA. Todo sistema directo de espacios

métricos tiene un limite directo.

Demostracion. Dado un sistema directo de espa-
cios métricos (xa)aG:A’ (p“B)(a’B)‘:A1’ el co-
no inductivo Z, (Ta)aﬁiA de la construccidn es

un limite directo del sistema.

BIBLIOGRAFIA

[1] Bourgin, D.€., Modern AlLgebraic Topology,

Mag Millan, 19



aportes 63

[2] Bourbaki, N., General Topology, Hermann-

Addison Wesley, 1968.
[3 ., Theony of§ Sets, Hermann-

Addison Wesley, 197u4.

[u] Dauns, J. y Hofmann, K.H., "Representations

of Rings by Sections'", Memoirs of the
American Mathematical Society, N2 83.
1968.

[5] Dowcker, C.H., Lectures on Sheaf Theory,
Stevens & Co. 1956.

[6] Hofmann, K.H., "Representations of Algebras
by Continuous Sections'", Bulletin Ame-
rican Mathematical Society, N2 78,
pp.291-373, 1972.

[7] ., Sheaves and Bundfes of Ba-

nach Spaces, Tulane University, pre-
print,, 1975.

[8] Hofmann, K.H. y Keimel Klaus, "Sheaf Theo-
retical Concepts in Analysis: Bundles
and Sheaves of Banach Spaces, Banach
C(X)-Modules", Lecture Notes in Mathe-
matics, ‘N 753, Applications of Sheaves,
Procee¢dings, Durham, Springer-Verlag,
1977.

[9] Schwartz, Laurent, Analyse. Deuxi@me Pan-
tie. Topologie Générale et analyse fonc

tionelle, Hermann, 1970.



64 aportes

[10] Tennison, B.R., Sheaf Theory, London Mathe
matical Society, Note Series 20.

[11] Varela, J., "Sobre la existencia de Campos
Uniformes". Scientiae, Vol. 1 N2 1,

pPp. 53-62. 1979.

[12] —————., "Existencia de Campos Uniformes"
Primer Simposium de Andlisis Funcional,

Medellin, 1981.



