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§ 3. ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS MONOIDES Y GRUPOS ORDENADOS.

Consideremos el monoide de los nimeros naturales (respecto de la multiplicacién)
y la relacién de divisibilidad. E| elemento neutro de este monoide es el nimero 1, y

decir que 4 es el maximo comdn divisor de @ y b es lo misme que decir que
d=inf(a,b) paraeste orden. Decimos también que @ y & son primos entre si si
y solo si

(3(1) d=inf(a,b)=1,

o lo que es lo mismo

(3(2) xjla,x|b => x=1.

Consideremos ahora un monoide preordenado cualquiera, notado aditivamente y.
con elemento neutro 0. Estamos tentados de decirque @ y & son primos entre

si, si

i) 0L ab

/N

(3 (3)
i) 0\<x\<a,b = x=0,

como en (2), y que, ademds estas condiciones ‘‘son’’ equivalentes a

(3 (4) existe inf(a,b) =0 dnico

Sin embargo, P.JAFFARD [4] ha mostrado la existencia de un monoide pre-ordena_
do en el cual dos elementos satisfacen (3) perono (4). Esto es de esperar, pues

i) y ii) pueden satisfacerse sin que exista inf(a,b). En consecuencia, ponemos



la siguiente definicion :
DEFINICION 3.1. Dos elementos a@,b de un mencide precrdenado G se dirdn
extraios siy solo si 0 = inf(a,b), Unico. Se |lamardn primos entre si, siy sclo

Si

xSab => x=0.

PROPOSICION 3, 1. Sea G un monoide preordenado. Si ¢,6C G son extra-

fios, entonces @ y b son primos entre si.

Demostracicn. De ia relacién 0=inf(a,b)< x < a,b, concluimos 0/
-
luego x€ 0, pues x es una cota inferior de {a,b}. Como inf(a,b) es inico,

resulta que x=inf(a,b) = 0. m
Sin embargo,

PROPOSICION 3.2. Sea G un grupo pre-reticulado. Entonces @ y & son

primos entre si si ysolosi @ y b son extrafios.

Demostracion. Sea ¥ = inf(&:Z) > 0. Entonces para todo x € X 0&xLab=>
x =0 (por hipétesis @ y b son primos entre si); luego, ¥ = {0}. Reciprocamen-
te, si ¢ es una cota inferior de {a,b } (la cual existe pues G es pre-reticulado).
tenemos ?6 ;l.,;. v, por lo tanto, E\< x = inf(a,b) ; por consiguiente, c$x =0,

es decir, 0 = inf(a,b). &

"TEOREMA 3.1 (GAUSS). Sea G un grupo pre-ordenado. Si c&G es tal que

inf(a,c) = inf(b, c)=0, entonces inf(b +a,c) = 0.

Demostracion. Como inf(a,c) = inf(b,c) =0, tenemos 0< 4, 0E b, en conse-
cuencia, 05 b+ a; luego 0 es una cota inferior de {a+b, cl. Sea ahora
0 x$b+ac; como 0L a, tenemos xS a+b, a+c; de aqui resulta que
x-agh,c,; ycomo inf(bc)=0, tenemos x-ag 0. Ahorabien, de xg 4, c,

resulta x& 0 yaque inf(a,c) = 0. Por lo tanto, 0 = inf(a+b, c). ®

TEOREMA 3.2 (Lema de EUCLIDES), Sea G un grupo pre-ordenado ; sean

a,b,ce G_ tales que inf(a,c) =0, cSa+ b Entonces cSb.



Demostracién. En efecto, c-bga. c implica c-bg 0 porque 0=inf(a,c). m

Los dos teoremas anteriores son generalizaciones de hechos harto conocidos en

el caso del monoide multiplicativo N y la relacién de divisibilidad :

a) Si (a,c) = (b,c) =1 entonces (ba,c) = 1.,
b) Si a,b,cCN, (ac) =1, clab, entonces c|b. (cfr. [5], pdg.5 ).

Por otra parte, la idea de nimero natural primo se generaliza asi :

DEFINICION 3,2. Sea G un grupo ordenado ; p& G sedice minimal sij

i) 0<p ;
(3(5)
ii) 0<xg&p (x€G)=>x=p,

PROPOSICION 3.3. Sea G un grupo reticulado; si 296G, p #4, son mini-

males, entonces

a) P y q son extrafios.

b) mp y nq son extrafios, para todo m,ne Z.

Demostracién. En efecto, como G es un grupo reticulado, existe a=inf(p,q30;
si ¢ # 0, entonces 0<agp,q=>a=p,q (porque p y ¢q son minimales), lo
cual contradice la hipétesis p #¢. Luego inf(p,q)=0, i.e., p y g son extrafios.

Esto demuestra a). Por otra parte, inf(p, g)=0 implica
inf(p,29) = ... =inf(p, nq) =0
por aplicacién recurrente del teorema 3.1 ; en la misma forma, inf(p,nq) implica
0=1inf(2p,nq) =... =inf(mp,ng) =0 =

PKOPOSICION 3.4. Sea G un grupo reticulado; x€G se puede representar

de una y solo una manera en la forma
X =qa ‘oot a
12] n by
donde los b; son elementos minimales distintos y los a; son nimeros enteros.

Demostracion. Supongamos que tenemos una igualdad de | a forma



(3 (6) Ay ly+oeeetaydy, =Brlr+eec+PBpby -

Podemos siempre suponer que 0&a;, B; (i =1,..., n), trasponiendo, si es el caso,

los sumandos a; p; ,» B; p;» Supongamos ahora que a; > B+ entonces

(@p-Bp) by+azpp+-eatayty =Baby+.eetBy2”.
El segundo miembro es extrafio para p,; (teorema 3.1, proposicién 3.3); luego el prt-
mer miembro es extrafio para b - Sea a =ap Pp+.-e+ay P, y supongamcs
ay # B/ entonces p;<(ay-B1) py+ @, por consiguiente, inf(p;, (ay-B)p;+a)
=P; =0, contradiccién. Luego a;=p8;. El mismo raciocinio se hace para cade

par (a;, B;), completando asi la demostracion. w

PROPOSICION 3,5, Sea G un grupo ordenado ; sean. A, B dos partes de G
extremadas superiormente (resp. inferiormente) ; entonces A +B también estd extre-

mada superiormente (resp. inferiormente) y
(3(7) sup (A +B) = sup A + sup B

(resp.,

inf(A+B) =infA + inf B),

Demostracion. En efecto, sean a=sup A y b=sup B ; entonces supA+supB
es una cota superiorde A + B, Sea ahora x una cota superior de A+B ; enton -
ces x> c+d paratodo c€A ytodo d€ B ; por consiguiente, x-c>d, es
decir, x-c> b =sup B, paratedo c€A; luego x> sup By+sup A, La otra rela-

cién se demuestra semejantemente. ®

COROLARIO 1. Sea G un grupo ordenado. Si sup(a,b) (resp. inf (a,b)) existe
para a,b€ G, entonces
(3(8), suplaax; &+x)asap(ab)+.x

(resp., inf(a+x, b + x) = inf(a,b) + x ).

Demostracion. En la proposicién témese A ={ab}, B={x}. u



COROLARIO 2, Sea G un grupo ordenado. Entonces G es reticulado <=>

G es un reticulo .
Demostracion. Resulta de las definiciones y el corolario anterior .

TEOREMA 3. 3. En un grupo ordenado G se tienen las siguientes igualdades

_en la medida que tengan sentido :

(3 (9) inf(a,b) = - sup(-a, -b)
(3 (10) sup (a,b) + inf(a,b) =a + b

Si el primer miembro de (9) existe, también existe el segundo. Si existe sup(a,b) ,

también existe inf(a,b), y reciprocamente .

Demostracion. Demostramos (3 (9) : sea x=inf(a,b); entonces xS ab, e,
-a,-bE-x, es decir, -x es una cota superior de { -a,-b}. Sea ahora z una
cota superiorde {-a,-b} , y supongamos que z < - x, esto implica que x<-z<a,b,
es decir, x # inf(a,b); luego -x =-inf(a,b)=sup(-a,-b). Demostramos (3(10)¢
*b+ sup(a,b)-a =sup(a-b,0)-a=sup(-b,-a)= -inf(a,b), donde hemos usade (3(9)

y el corolario 1 de la proposicién 3.5.

PROPOSICION 3.6. Sea G un grupo pre-ordenado. Entonces G es prefiltrante

<=> G estd engendrado por el conjunto de sus elementos positivos.
Demostracion. (=>). Sean G prefiltrante y x€G ; entonces existe a&€G
tal que @ x,0,; sea b=a-x. Es claro ahora que x=a-b, donde a4, beG™t.
(<=). Sean x=a-b, y=c-d, donde ab,c,de G n. Entonces, a-x=5,
c-y=d, x+b=a,y+d=c implican a3 x,cy, x>-b,y>-d, y por tanto,

“(b+d) x,yS a+ci es decir, G es prefiltrante. ®

PROPOSICION 3.7. Para que un grupo filtrante G sea reticulade es necesario
v suficiente que verifique una de ias dos condiciones siguientes :

a) para toda pareja #,6CG_ existe sup(a,b).

b) Para toda pareja 4,6C G existe inf(a,b).



Demostracion. E| teorema 3.3 muestra que a) y b) son condiciones equivalentes
ademds ellas son evidentemente necesarias. Reciprocamente, sean 4, b&G y sea
c<ab (untal c existe puestc que G es fiitrante). Luego a-c, b-ce€G_ y, por

consiguiente existen inf(a,b) y sup(a,b), en virtud de (7). ®

DEFINICION 3.3. Sea G un grupo ordenado ; si para x€G exise sup (x, 0)
(y por lo tanto existe inf(x,0)), decimos que x*=sup(x,0) (resp. x" =-inf(x,0))

es la parte positiva (resp., negativa) de «x.

PROPOSICION 3,8. Sean G un grupo ordenado y x€G. Para que existan x*
y x~ es necesario y suficiente que exista una pareja (4,5)€G xG de elementos ex-

trafios entre si y tales que x=a-b, en este caso, xt =a,x"=b.

Demostracion. (=>). Usando (10): x* «x" = sup(x,0+ in f(x,0)=x +0 = x, Vea-
mos que x* y x° son extrafios; en efecto : inf(x,0) =-x" implica inf{xT-x", 0) =-

X" =inf(xt-x", x"-x)=inf(xT, x")-x", es decir, inf(xt,x") = 0.

(<=) Si x=a-b y inf(a,b)=0. entonces -x=inf(x,0)=inf(a-b,0) =inf(a,b)
-b=-b; por otra parte, existe sup(a-b,0)=x", luego sup(a,b)=xtib=xt4x";

pero sup(a,b) = sup(a,b)+ inf(a,b) = a+b=a + x°, en consecuencia, a=x* m

COROLARIO. Sea G un grupo ordenado. G es reticulado <=> todo elemento

de G es la diferencia de dos elementos positivos extrafios entre si .

Demostracion. l.a necesidad resulta de la anterior proposicion. Supongamos
ahora que todo elemento x& G es la diferencia de dos elementos positivos extrafios
entre si. La proposicién nos dice que existen x*y x°. Por consiguiente, si
x, y€G, existe (x-y)* = sup(x-y,0), luego existe sup(x,y), y por consiguiente

existe inf(x,y). ®

EJERCICIOS

1. En un grupo reticulado, demuestre las siguientes afirmaciones :
a)  inf(x-z,y-2) = 0<=> inf(x,y) =z

b) inf(x,y) =0 y 220 => inf(x,z)=inf(x,y + 2)



c) inf(x,y) =0 y 2320 ~y xLy+2 =>x£2z,
En un monoide semi-reticulado muestre que
i;lf(xiﬁ— y,-) > 1:‘/ (xi) + in/(y,-)
para todas las sucesiones finitas de » términos (x;), (y;).
Muestre que un monoide semi-reticulado inferiormente se tiene
n. inf(x,y) + inf(nx,ny) = 2n. inf(x,y),

donde ne& Z. Deducir que inf(nx,ny) = n. inf(x,y) si inf(x,y) es unele-
mento regular del monoide (i.e., si se puede cancelar).

Sea G=zlxz conel orden : (mn) < (pg) <=> m<p y ng g+ Muestre que

G es filtrante y reticulado. Muestre que el subgrupo H={m,n) ; m+n=0} con

el orden inducido no es reticulado ni filtrante.

Sea G un grupo reticulado. Para todo x € G, definimos |x| =sup(x,-x). Mues-

tre que
a) %l =%
b) x| =xt+x" >0

c) Ix+yl<Ixl+1]¥l, x,y€G

5
d x; 1 &
) L=1 o

M=

| x.
i X

il 'xiGG

I
e) |lxl-lylls]*+yl

f) (mx)T=nxt;(mx)=nx", para ncZ, xcG
g) |nx|=|n|+|x|, para neZ, x€G,

hy Si in/(xi,xi) =0 para i#¥j (i,j=1,...,n), entonces
7

) .sup(xl, & e § xn) =,21 X
1':
Sea G un grupo reticulado. Usando el ejercicio 3, muestre que :

e+t < &t + yh, ix""-yﬂ L|x-y| para x,yeG,

r

Muestre que en un grupo reticulado |x7-y"| + |x7-y|= |x-y



§ 4. GRUPOS FACTORIALES .

Sean I' un grupo aditivoy ! un cenjunto arbitrario. El grupo aditive G =TT de
las aplicaciones de I en I' estd ordenado por ia relacién : f< g <=> f(i)<g(i) po-
ra todo 7&l, Esta relacién es claramente compatibie con la estructura de grupo de G
y por lo tanto (G, +, &) es un grupo ordencdo. Asi mismo ¢ =1 grupo de las a -
plicaciones de I en G con soporte finito (i.e, f€ G <=> f(i) =0 salvo un nimero
finito de indices i es un grupo ordenado para la mismao relacién de orden. La siguien-
te proposicién nos muestra que G (resp. G') y I comparten ciertas propiedades si-

multéneamente :

PROPOSICION 4.1. G es filtrante (resp. reticuiado) <=> I es filtrante (resp.

reticulado). G es filtrante (resp., reticulado) <=>I" es filtrante {resp. reticulado ).

Demostracién. Hacemos Gnicamente la de : G es filtrante <=> I'" es filtrante .
Las otras afirmaciones se demuestran de manera semejante. Si G es filtrante, y si
x,yel . definamos para i€l x.; = (x(j)jcy donde x(y)=0 si iFiy x(i)=x.

Andlogamente, y(,-)=(y(j))]~@l, donde y(7)=0 si i#j y y(i)=y. Entonces existe
/g€ G, tales que f& Xy Yi)<&» yporlotanto, fli) x, y< gli), es decir, r
es filtrante. Reciprocamente, si I' es filtrante y f, g€G, entonces para cada 7€,
existen x(i), y({)€ " tales que x(i)< f(i), g(i)L y(i) , es decir, & /<y, donde
x=(x(i)) y y=((y;). Luego G es filtrante. m

DEFINICION 4.1. Sean G,G  dos monoides ordenados. Un isomorfismo de gru-
pos n:G - G' se dice un isomorfismo de grupos ordenados si : xy <=>n(x) uly).

’
En tal caso G y G se dicen isomorfos. como grupos ordenados.

DEFINICION 4.2, Un grupo ordenado isomorfo a un grupo de la forma z o

dice un grupo factorial.

PROPOSICION 4.1. E| subgrupo H engendrado por los elementos minimales de

un grupo reticulado G es factorial.



Demostracion. Sea (P;);c1 el conjunto de los elementos minimales de G ; la
proposicion 3.4 muestra que todo elemento x&H puede escribirse de una manera y

de uvna solaen la forma x = ;, a; p; donde los a; € Z son todos nulos salvo pa-
S

ra un nimero finito de indices 7. Es claro ahora que x - (a;) define un isomorfis-
mode H sobre Z(1), a

PROPOSICION 4.2. Sea G un grupo reticulado. Entonces G es factorial <=>
toda sucesion estrictamente decreciente de elementos de G* tiene sélo un nimero

finito de términos.

Demostracion. (=>) Sean G factorial y (xk)k\l una sucesién de elementos
z

positivos ; ahora bien, por el isomorfismo que identificaa G con un conjunto de la
forma Z(), o x; corresponde (a})i‘e—, donde a,j' = 0, salvo para un ndmero finito
de indices y af > 0 para todo i€l. Como el nimero de los a} 7 0 es finito y ade-
mas 0g a?.‘< a,l , para todo i€1I, el nimero de los af # 0 es menor que el de los
atl#O ; etc.. Por lo tanto, existe N tal que a':- = 0 para todo i€l, si n>N.
Luego (xz) es finita,

(<=) Parc mostrar que la condicién es suficiente, pasta, en virtud de la proposi-
cién 4.1, mostrar que G engendrado por el conjunto de sus elementos minimales. Pe
ro por la prop. 3.8, basta mostrar que todo elemento de G, es una suma de elemen-

tos minimales de G, ya que siendo G reticulado él esté engendrado por sus elemen

tos positivos,

Sec enfonces x & G, ;si x#0, existe unelemento minimal menor que x ;
en efecto,si x noes minimal (si x es minimal, la afirmacién es trivial), existe
¥;€6G_ talque x>x;>0 si x; es minimal la demostracién se completa; sino
existe ¥,€ G, talque x>x;>x,/... Enestaforma vamos construyendo una su-
cesién estrictamente decreciente de elementos positivos, la cual debe tener solo un
ngmero finito de términos. Sea N = maxin; x,> 0}. Es claro que xy es minimal,
y x} xN .

Definamos ahora Yo = ¥/ existe entonces x, minimal tal que x=y,% z;.
D . - - £ azs . "

efinamos y =x -z =y, -z;. Si y;> 0 podemos encontrar z, minimal tal

que  y;>z,. Tdmese Y2 = Y1~ %3, 0.



I Recurrenfememe, si y,>0, existe x,. ; minimal tal que n 2% 1 y definimos
Ynel = Vp*Zpy1> 0. Si y, =0 detenemos la sucesién. Por hipotesis , existe N,

tal que y,=0 si n2N,. Luego x=y1+zl=y2+z1+22=...=y~o+zNo+...+z1

=¥:+...+ 2y . Lo cual demuestra el teorema. o
1 No

§ 5. GRUPO DE DIVISIBILIDAD DE UN DOMINIO DE INTEGRIDAD,

DEFINICION 5.1. Sea K un cuerpo conmutativo. Llamamos un orden de K
a todo subanillo A de K que contiene el elemento unidad de K y tal que K es

el cuerpo de fracciones de A.

Asi todo dominio de integridad con elemento unidad es un orden de su cuerpo de

fracciones.
Dado un orden A de un cuerpo con mutativo, podemos pre-ordenar el grupo conmy
tativo K* =K-{0} definiendo (K.)+ =K'Nn A=A", En efecio,
a) 1€A°
b) x€A", yeA® => xye A’
Los elementos de A* son entonces los element os positivos (llamados ahora enteros)
del grupo pre-ordenado K*. La relacién de preorden yx'IGA. se escribe x|4y y

la leemos x divide @ y médulos A (x|y mod. 4).Si no, no hay de confusién del

orden A al cual nos estamos refirien do, escribimos sencillamente x|y.

Por ejemplo, si A es un dominio de integridad con elemento unidad y K su cuer-

- * *
po de fracciones, entonces la resfriccién del preorden yx Iea® o A puede expre -

sarse diciendo :

x, y€A", x|y <=> 3 ¢€A” tal que y=gx,

lo cual corresponde exactamente a la nocién de divisibilidad en un anillo tal como

la estudian los diversos textos de dlgebra moderna. Observamos entonces que

U={xeK' ;1 |x,x|1}={x€A”; 1| x,x|1}

10



no es otra cosa que el grupo de las unidades de A, el cual se sigue |lamando agn

el grupo de las upidades de K,
DEFINICION 5.2. Sea A un orden de K.

a) Si x';e A", x se dice un divisor de y (mod. 4), é y un mdltiplo de x
(mod. A).

b) Si yxleA®, xylea®, x €y sedicen asociados; los asociados de
xeK’ y las unidades se dicen los divisores impropios de x en K'. Los

otros divisores de x, si los hay, se dicen propios.

c) Unelemento p€A° que noes una unidad y cuyos (nicos divisores son los

impropios, se dice un elemento irreducible de A.

DEFINICION 5,3, Sea A unordende K y | la relacién de preorden definida
por A en K°, El grupo ordenado D asociadoa K' se llama el grupo de divisibi-

lidad de K con respecto a A & grupo de divisibilidad de A.

PROPOSICION 5.1 p=K'/U

5 * : . .
Demostracion. D:K - D es un epimorfismo de grupos ordenados cuyo hicleo

es precisamente U=1, =

DEFINICION 5.4. Un dominio de A se dice factorial si su grupo de divisibili-
dad D es factorial, i.e., si D es isomorfo como grupo ordenado a un grupo de la for-

ma Z(N,

Por ejemplo, Z es un anillo factorial : su cuerpo de fracciones Q es el cuerpo
de los nimeros racionales. Desi gnemos por P = (?;) ;e1 el conjunto de los nimeros
primos positivos. Sabemos que todo elemento de @ se escribe de una y solo una ma-

nera en la forma

donde q;€Z y a;=0 salvo para un nimero finito de indices i. Por otra parte,

11



U={+1,-1} y %={x,-x}eD. Laaplicacién: D oz que a ¥ hace correspon-

o :
der (a;);c1€ Z(M &5 un isomorfismo de grupos ordenados puesto que 11/ T "

<=> a;<B; » para todo i€l

PROPOSICION 5.2, Sean A un dominio de integridad con elemento unidad y

p€A un elemento irreducible. Entonces p&D es minimal.

Demostracion. a) p#1 puestoque p noes um unidad. b) si X #1 y x|p

entonces X = ) puestoque x| p => x = p, sinoes una unidad. ®

TEOREMA 5.1. Un dominio de integridad A con elemento unidad es factorial
<=> todo elemento x€A”, x es distinto de una unidad, y (#;);eq una fomilia de
representantes de las clases ﬁi de elementos irreducibles de A, puede escribirse

de manera (nica salvo unidades en la forma

donde p;€A es irreducible, (a;)€ Zi') , uelU,

Demostracion. Sea A un anillo factorial, La imagen de p, donde elemento irre-
ducible p€A, por el isomorfismo D - Z(M es un elemento minimal de  Z(N) , pues-
to que 7 es minimal (prop. 5.2). Ahora bien, los elementos minimales de 1) son
los elementos biyy=(b(j)) con b(j)=0 si j#i y b(i)= 1 Por lo tanto, existe
una correspendencia biunivoca entre los (b(j) y las clases de elementos irreducibles:

(rj);je1- Por otra parte, todo elemento de Z) e expresa de manera (nica asj :

'EEI a; by, donde a;€ I y ;=0 salvo para un ngmero finito de indices i. Por lo
7
tanto, si '62’ a;b(;) es la imagen de x€D, podemos escribir

2

Iai
z

(5.1) x=TC p . a)e 2

i€l

Sea ahora, x&€A®, x distinto a una unidad. En este caso, (a,-)eZ+(') y, por lo tanto,

(5.2) x=uTp ", (apezW
el '

12



En efecto: si x€A”, es claro que x es enteroen D y fa;) debe ser entonces po-
sitivoen Z(D), Fijaaa una familia (2;);c1 de representantes de b, la representa-

cion (5.2) es gnica salvo unidades.
Reciprocamente, si todo x€K® puede escribirse de manera ¢nica en la forma
a,
x=uT[Pti’ r(ai)éz(’)r u'GUi
i€l

la aplicacién : x - (a;) establece el isomorfismo deseado. ®

PROPOSICION 5.3. Sea A un dominio de integridad factorial. Si p&eA es
irreducible y plab, entonces pla & p|b. )a, beA®).

Demostracion. Como pj]ab , entonces existe c€A  tal que ab = pjc. Ahora
bien, 4 y & noson a la vez unidades; |uego podemos suponer en primer lugar que
uno de los dos, e.g., @, es una unidad. En tal case p| 4. En segundo lugar, si a

y & no son unidades, tenemos

- = (ot Bi)
p X bi# = Tp;
donde r s
;s T=WEH P T=f
S odah et b
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Luego pl- divide por lo menos a uno de a y 3, puesto que ﬁ’v+al-= 'j+130 y

B,-.‘r',-.aj;o. Por lo tanto, p,-la, é pl-lb.u

Reciprocamente
PROPOSICION 5.4, Sea A un dominio de integridad. Si todo x*l = U puede
expresarse come un producto de elementos irreducibles en ngmero finito y si p|ab

implica pla 6 p|b , para p irreducible, entonces A es factorial.



Demostracion. Se deja como ejercicio. ®

Sea A factorial y sea a€K' .U, Si able A (b|a), entonces cada factor
irreducible de 4 divide a @ en K, y, pasandoa D, tenemos que los divisores de
a se obtienen como productos de los factores irreducibles de 4. Claro estd que es-
tos divisores son (nicos salvo unidades; asi
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Si a, beA”, es claroque 0 B;a;, para todo i€l Si a,b}! U, podemos encon

trar los divisores comunes (salvo unidades)de @ y &, asi:

Bi

- (.(; - -—-.—ai - -
d=Tl_]'J'. divide a = 1l b; y b"—‘TIpi <=>
el "t iel lel

6;¢ min (a;, B;) para todo i€l.

-
Si 0;=min(a;, 3; ), es claro que el correspondiente divisor 4 es divisible por to-
dos los otros divisores comunes de @ y b, se le llama el maximo comin divisor de

@y b, ysenota (@,b). Enlaandloga forma podemos definir el minimo comin mgl-

tiplo: <a,b>. Tenemos entonces :

PROPOSICION 5.5. Sea A un dominio factorial. Entonces

a) A"/U es unreticulo.
b) A” es un pre-reticulo.

¢) K'/U =D es ungruporeticulado. =

Observacion. Existen dominios que no son factoriales. Por ejemplo,
A={a+by-5, abel} noloes. (Cfr.[6], pdg. 147).
DEFINICION 5,5, Sea A un dominio factorial con elemento unidad. Decimos

-
que @ y b son primos entre si (extranos entre si)si @ y b son extranos (primos)

entre si en el grupo reticulado D. Eso significa que (a,6) = 1, salvo unidades.



4.

5.

6.

EJERCICIOS

Demuestre la relacion : (7,b) < a,b> = ab (Use min(ayB) + max(a;B) =a+p)

Muestre que el grupo de divisibilidad de un dominio de integridad con elemento

unidad es siempre filtrante.

(Continuard)
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