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APORTES

usn DEL VAIVEN EN LA OBTENCION DE
ISOMORFISMOS DE CONJUNTOS ORDENADOS

DENSOS Y SUPERDENSOS

J o s « Munoz Q..

§o. RESUMEN.
El proposito principal del presente artlc~

10 es divulgar las pruebas directasde tres re-
sultados fundament ales en el estudio de los nG-
meros reales no estandar:

- Todos los conjuntos totalmente orden ados den
sos sin extremos, de cardinal ~ , son isomoro
fos.

- Todo conjunto superdense contiene una copia
de OR,<).

- Todos los conjuntos ordenados superdensos de
cardinal W1, son isomorfos.
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En las demostraciones hacemos expllcitas
algunas ideas de Cantor (ver [1]), Hausdorff
(ver [3]) Y Guillman y Jerinson (ver [2]).

Utilizamos los resultados anteriores como
motivacion para introducir un concepto mas gen~
ral llamado metodo delvaiven, con el fin de es-
tablecer isomorfismos entre estructuras del mlS-
mo tipo de cardinal ??o

Finalmente proponemos y demostramos una
generalizacion debil en este metoda para estruc
t ura s de un m ism 0 car din a1 c ua1qui era.

§1. NOCIONES PRELIMINARES.
Diremos que un ~onjunt.o (X,<) es un no-

conjunto si es totalmente ordenado y tal que d~
dos subconjuntos finitos cualesquiera A,B, de
X, si A < B (0 sea si todo elemento de A es me-
nor que todo elemento de B), entonces existe
~ E X tal que A < {~} < B.

Es facil ver que un n -conjunto es 10 miso
mo que un conjunto totalrnente ordenado d~n~o

(entre dos elementos distintos siempre hay otro~
sin primero ni ultimo elementos (ya que en la
definicion A y B pueden ser vaclos).
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Llamaremos a un conjunto ordenado (X,<)

.6upe.JLde.n.6o, 0 un n1-conjunto, si es totalmente
ordenado y tal que dados subconjuntos contables
arbitrarios A y B de X, con A < B, existe c. E:: X
tal que A < {c.} < B.

Cuando B = 0, la condicion implica que
todo subconjunto contable A posee una cota su-
perior estricta, que no esta en A.

Analogamente, cuando A = 0 se deduce que
cualquier conjunto contable B posee una cota
inferior estricta.

~':
TKOREMA 1. El conjunto m de los reales no es-
tandar can su orden usual es superdenso.

Una demostracion del teorema 1 con algunos
detalles omitidos, puede verse en [5J, pp.26-32.

Otros ejemplos de conjuntos superdensos
son el de los infinitesimales, el de los infini
tesimales positivos, el de los reales no est an-
dar infinitos positivos. No son superdensos m,
F ni el conjunto de los reales no estandar fi-
nitos.
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§2. ISOMORFISMOS ENTRE no-CONJUNTOS.

TEORE~ 2. (m,<) puede sumergirse inyectivamen-
te en cualquier n -conjunto.o .

Demostraei6n. Sea (E,<) un n -conjunto; como mo
es contable infinito, sea (lti)iE:JN una enurnera-
cion inyectiva de m; vamos a contruir una fun-
cion O:(m,<) + (E,<) inyectiva que preserve el
orden; 10 haremos inductivamente:

1t1 Ito
J ,. ,. ,, ,,,

E i \
t1 to

i) Para Ito e: CI), tomemos cualquier to e: E y defi
namos 00 = {(lto,to)};

ii) Consideremos 1t1 en m; si 1t1 < Ito' tomernos en
E un elemento t1 menor que to (existe puesto que
E not ien e m 1n irn0) y de fin am 0 sOl = 0 a U {( 1t1,t1) }

Si fuese 1t1 > Ito' se tomar1a t1 > to y se defini
r1a 6

1
de la misma forma.

iii) Supongamos que ya se ha definido 0 ,n.

6 :{It ,lti,.··,1t } + {t ,ti,···,t }n. 0 n. 0 n.

siendo un isomorfismo de orden del primer conju~
to sabre el segundo. Consideremos 1tn.+1 ; siendo
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biyectiva la en um era c Ld n de 0), del dominiode 6 quedan
dividido en dos conj untos complementarios:

A = {II. . 11.. < II.n+1, ..i. = O,l, •.. ,n} .
.{. .c

B = {II. . 11.. > II. c = O,l, ••• ,nL
.{. .{. n+l'

Como A < By leisdos son finitos, t arnbLe n 0n(A) y
0n(B) son finitos y 0n(A) < 0n(B) por ser On un
isomorfismo de orden; siendo E un n -conjunto,o
existe al menos un elemento t 1 de E con 0 (A)n+ n

Definamos< It } < 1n(B).-,n+l u

entonces 0 1 es un isomorfismo de orden den+ ,
{II. ,11.1".' ,11. ,11. 1} sobre {t , ... ,t ,t lLo n n+ 0 n n+
El principio de induccion nos permite concluir
que para 'todo m natural, existen {t ,t

1
, ••• ,t }

o m
y Om tales que Om es un isomorfismo de orden
de {lI.o,lI.l,... ,lI.m} f.,obll.e. {to"'. ,tm} y en for
ma tal que ° c 0 c ° c··, c6 C:: 6 c ...o 1 2 n n+1

Sea 6 = n~On; es facil ver que 0 es una
f un c Lo n inyectiva (ver p.ej. [4J p.140) Y tiene
por dominio V( 0) = n~V(On) = '0, quedando demos
trado el teorema; como consecuencia inmediata
tenemos el siguiente resultado:
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TEORE~ J. El conjunto (m,<) de los numeros rea-
les ordenados, puede sumergirse inyectivamente
en cualquier conjunto superdenso.

Demostraci6n. Sea (E,<) un conjunto superdenso;
siendo en particular un n -conjunto, contiene una

o
copia:t <:t1 < ... <:t <:t 1< ... de ((Q,<), es

o n n+
decir, existe 6:({Q,<) ~ (E,<) inyectiva que pre-
serva el orden; extendamosla a una funci6n n de
(F,<) en (E,<) que sea isomorfismo de orden: Sea
X E F-{Q Y consideremos la cortadura que define
a X:

A = {J1.E(QI J1.< x l

Como A y B son contables y A < B, entonces
6(A) y 6(B) son contables y6(A) < 6(B) por ser
6 un isomorfismo de orden, l~ego por la superde~
sidad de E, existe :t en E :tal que 6(A) < CO < 6(B).
Si definimos b(X) = :t (y b(J1.) = 6(J1.) para J1.en
(Q), entonces b sera el isomorfismo de orden bus-
cado.

COROLARIO: Si (E,<) es superdenso, entonces su
cardinal,
c. (= IIR I ) .

I E I , sera mayor 0 igual que

Despues de las ideas anteriores que entr~
lazan los conceptos introducidos e ilustran una
forma de construir isomorfismos no necesariamen
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te sobreyectivos, presentamos el primer resulta-
do fundamental, debido a Cantor (ver [1J):

TEOREMA 4. Todos los n -conjuntos de cardinal ~a a
son isomorfos.

Demo8tra~i6n. Sean (S,<) y (T,<) dos n -conjun-a
tos de cardinal X ; debemos demostrar la exis-

a
tencia de un isomorfismo de orden 15: (S,<) -+- (T ,<)

sobreyectivo. La construiremos inductivamente
usando la tecnica del vaiven.

Sean (-6,0 i€lli' (tj) j€lli enumeraciones biyec-
tivas de S y T respectivamente.

Mostraremos que pa~a todo n natu~at exis-
ten subconjuntos {-6',-61', ... ,-6'} de S, {t',t1'a n a
...,t~} de T, y una funcion 15n que es un iso-
morfismo de orden de Sn = {-6

0
'''' ,-6n'~~'''' ,~~}

sabre Tn = {t ,... ,t ,t', ... ,t'} y en forma tala non
que 6n-1 ~ 6n.

S-----t~--r------f----t----

, I
.00 -60 .01 ~1, , r ,

Ij \ I ,• \ , ,
• \ I· \ .· I

tt '\ t
to t't

,
a 1 t1

T------f-----~-~-- -----

i) Consideremos.o £ S; tomemos en T un puntaa ,
cualquiera y llamemoslo t ; consideremos t €a 0

T·,
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S;t --t' ,... definamos .6' = .6 . si t < t , tome-o 0' 0 ,0' 0 0
mos en S un punto.6 con.6 <.6 (si t' < t ,

00000
S ' ,se escoge en un punto.6 con.6 <.6). Sea

000
6 = {(.6 ,t'),(.6',t )}; este es un isomorfismo
00000 ,

de orden de S = {.6 ,.6'} sobre T = {t ,t } tal
000 000

que 6 (.6.) = t:' y 6 (.6') = t .o 0 000 0

En el siguiente paso se construye n1,
ilustramos en el grafico adjunto (p.1S?),

{ " , ,61:S1 = .6 ,.61'.6 ,.6 } -+ T = {t ,t1,t , t1}000 000,
que no c 61 y 61(.6i) = ti, 61(.61) = ti para
o , 1.

como

tal
i =

ii) Supongamos que se han construido {.6' , ••• ,.6'},o n
{t', ... ,t'} y 6: S = {.6 , ... ,.6 ,.6', ... ,.6'}-I-o n n non 0 n
T = {t , ... ,t .e.. ... ,t'} siendo 6 un isomorfisnon 0 n n -
mo de orden que ext iende a 6 1 Y tal que n (.6.)n- n ~
= t '., n (.6 '.) = x . para to do i = 0,1, ••• ,n .~ n ~ ~

Consideremos .6n+1; si .6n+1 E Sn' definimos
t~+l = nn(.6n+1)· Si .6n+1 ~ Sn' formamos

Como AS < {.6n+1} < BS y son finitos, al ser
nn un isomorfismo de orden se tiene que nn(AS) <

6n(BS); siendo estos dos subconjuntos de T fini-,
tos y T un no-conjunto, existe tn+1 E T tal que

nn(As) < {t~+l} < 6n(BS>'
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Sea On = On U {(-6n+l,t~+l)}; es evidente que
~ es un isomorfismode orden que extiende ~ 6 •, n
Corisideremos ahora t 1 § si t . e:: T U {t }

.. ,n+ -1 n+l .n n+l_= ; , de f ~n ~mo s -6 .1 = ~ ( t 1). S .i. t do T ,n n+ n n+ n+l I n
sean

-= {te::T n BT = {t e::T I t < t}n+l

Como AT < {tn+1}

y siendo finitos,
-6 e: S tal que

n+.:1

Definimos 6 1 = b U{(-6' 1,t 1)} Y segunn+ n n+ n+
10 anterior 0 1 extiende a 6 .n+ n

El principio de induccion nos permite con-
cluir que existe una s uc esi Sn creciente de f'unc io
nes (6 ) = que son isomorfismos parciales (den n€.Jl. .
subconjuntos de S sobre subconjuntos de T) de or
den. Sea 6 = II 6 ; igual que en el Teorema 2n~ n6 es un isomorfismo de orden que extiende todas
la s 6 n' con .v (6) = n~JN.v ( 0 n) = S y

~(6) = II ~(O ) = T.nE:m n

§3. ISOMORFISMOS E~TRE nl-CONJUNTOS.

La tecnica empleada en la demostracion,ll~
mada delvaiven por ir pasando de SaT y de T a
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S en la construccion, puede adaptarse para cons-
trulr isomorfismos entre estructuras no contable~
para 10 cual recordaremos algunas propiedades ele
mentales de la teor1a de conjuntos.

Un numero ordinal es un conjunto transiti-
vo (todos sus elementos son subconjuntos de el)
que es bien ordenado por 1a pertenencia, es de-
cir, cuyo orden "<" coincide con" e:::". Por ej em
plo<p, {<p}, {~ {~}} son numeros ordinales no'1', 'I' ,

tados 0,1,2, respectivamente. Con esta defini-
cion de n um er o natural (n.+l = {0,1, ... ,n.}) los
naturales seran los ordinales finitos. 5e acos-
tumbra notar por w al primer ordinal infinito
(w = {0,1,2, ... } = IN)y por w1 al primer ordinal
no contable; esto significa en par~icular que si
a es un ordinal y a < w1 (0 sea a e::: w1), enton-
ces a es un ordinal contabLe. Hay muchos ordina
les contables, como w, w+l, w+2, w+3, ... ,w+w, ...
Todo ordinal a tiene sucesor inmediato notado
a+l perc no todo ordinal tiene predecesor inme-
diato (por ejemplo w y w1 no 10 tienen).

Un numero cardinal es un ordinal que no es
equipotente con ningun ordinal menor; por ejem-
plo 0,1,2, ... ,w Y w1 son cardinales pero w+l,

w+2, w+w, W1+l, no 10 son. 5e acostumbra notar
por ~o y ~1 a w y w1 respectivamente cuando se
les considera como cardinales. As1 X sera elo
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primer cardinal infinitoy Xl ser& el segundo,
el cardinal que Le sigue a X . Como C. = IIRI =
2Ho > Xo (ver [4J p.259) se ~educe que c. ~ Xl.
El corolario del Teorema 3 anterior significa
entonces que si E es superdenso, I E I ~ c. ~ Xl.

Debido a que todos los numeros ordinales
(yen particular los cardinales) son bien orde
na do s , en todos ellos vale el principio de' in-
duccion transfinita:

Un ~$ubconjunto A de un conjunto bien ordenado
(X "<) tal que (l.J.-u e:X) ( {X e:X I X < ul S A -+ U e;:: A ) ,
necesariamente es todo X fA = X).

Es decir, si cualquiera sea u, del hecho
de que todos los predecesores estrictos de u
est&n en A se deduce que tambien U est& en A,
se concluye que A es todo X.

La demostracion de este principio es muy
simple (ver [4J p.166), 10 usaremos en la pru~
ba del siguiente resultado, debido a Hausdorff
(v e r- [3]).

TEORENA 5. 'lod o s los conj untos superdensos de
cardinal ~1 son isomorfos.

Demostracibn. Sean (5,<) y (T,<) conjuntos su-
perdensos de cardinal Hl; debemos demostrar que
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existe una biyeccion entre elIas que conserva el
orden.

Decir que tienen cardinal R1 significa que
son equipotentes can wi' de manera que exist en
bdyecciones h1:w1 + S, h2:W1 + T. Si h1(a) = ¢a
y h2(a) = ta, entonces

S = {~ ,41'~2,···,¢,4 1' ... }o W w+

Sea A el conjunto de los B de wi para los
c uale sex isten fa mil ia s {4 '.}t » Q , { t '.}t > Q Y una

..{. ..{.::::IJ ..{. ..{."':I-'

b Ly ec c Lc n 6 s de S S = {4,(},[~s U {4i} ,[~s sobre
T Q = {t.}. "Q U {t '.} '" Q tal que 6 Q (4 .) = t '. ,
I-' ..{. ..{.::::I-' ..{. ..{.""IJ IJ..(...{.

68(41) = ti y 6(3 extiende todas las 6y con y < s.

Queremos demostrar que A = wi para 10 cual
es suficiente ver que A satisface la hipotesis
del principio de induce ion transfinita. Supong~
mos entonces que para a fijo cualquiera de wi'

{S e:: wi I 6 < a} s:: A y probemos que a e: A. En
efecto: la hipotesis significa que VB < a, tanto
{" , } { , ,}4

0
,41, ... ,48 como to, ••• ,t8 estan definidos

y se tienen funciones 66 que son ismorfismos de
orden entre Ss y T6· Sea "f = B~a6S la union de
todos estos isomorfismos; tambien ~ es un iso-
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morfismo de orden entre su dominic,

u So = {-6.}. U {-6'.}.<(3<ex ~ ~ ~<ex ~ ~ ex
y su recorrido

U T 0 = {t.}. U {t'.} '. ;
IJ ~ ~<ex ~ ~<ex(3<ex

adem&s ~ extiende todas las 6(3 y en conscuencia
\f(.6 .) = t '. y ~(-6 '.) = t., IJi < ex. Ve am 0 s que s e~ ~ ~ ~
pueden definir -6~, t~ y 6ex de manera que se cum-
pla~ las condiciones exigidas:

a) S i -6 E: {-6 '.}, , p 0 r e j ernp1 0 -6ex ~ ~<ex ex
m0 s t:' = If ( -6 " ) •ex j

b) Si -6 ¢ {.6 '.} '< ' descomponemos {.6'}'< Uex ~ ~ ex· ~ ~ ex
{.6 '.} '< en dos subconjuntos complementarios AS'~ ~ ex
BS en forma tal que AS < {.6ex} < BS• Como ~ es un
isomorfismo de orden, 'f( AS) < ':f( BS). Pero
{.6.} , = {.6.} . es contable ya que siendo~ ~<ex ~ ~E:ex
ex E wi' 0 sea ex < wi' y siendo Wi el primer or
dinal no contable, se debera tener ex contable.
An aLo gam ent e {.6 .,iJcc« ' {t.(J i<ex y {t~} L-:« son co.:::
tab 1es yen con sec u encia {.6.}. < U {.6 '.} . y sus.t ~ ex ~ .t<ex
subconjuntos AS y BS son contables. Se deduce
que 'f(AS) y 'f(BS) son c ont ab Les , luego por la

T ~'superdensidad de , existe un elemento ~ex' tal

,
.6 "

j
defini

que 'f(AS)<{t~} < :)'(BS).

Tomemos 'f = 'fU {(-6ex'.t~)}.
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c ) Sit E: {t'.} .< U {t' }, de fin im 0 s -6I com 0ex ~ ~ ex ex ex
~-l(ta)·

,
d) Si t f/:. {t.}.< ' descomponemos {t.}.< Uex ~ ~,ex ~ ~ a
{t~}i~a en dos subconjuntos complementarios AT'
BT, tales que AT < {tal < BT.

De 10 dicho en b) se deduce que tambien AT
y BT son contables y como ~ es un isomorfismo de
orden, ~-1(AT) < ~-1CBT). Por la superdensidad
de S, existe -6' e:: S tal que 'f-1(AT) < {-6'} <, a ~ a
~-1(BT)· Definamos 6 = 'f U {C-6' t )}; en esta. a ex a
forma tambien a esta err A, luego A = w

1
' es de-

cir, para todo a en W1 existen 6a y los conjun-
tos S ,T que satisfacen las condiciones pedi-a a
das .

mo de
.Sea 6 = U 6 ; entonces n es un isomorfisaEW 1 a -
orden deVCn) = U :0(6) = {-6.}.< = SaEWl a ~ ~ WI
T = U 'R(6 ) quedando demostrado 10 pro-

ae::w 1 a
sobre
puesto.

COBOLARIO 1. Bajo la hipotesis del continuo
(e = Xl)' todos los conjuntos superdensos de car
dinal e son isomorfos.

COROLARIO 2. Bajo la hipotesis del continuo, t£
dos los conjuntos superdensos de cardinal C son
isomorfos a (W*,<).
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Basta ver que Im*1 = e; su demostraci6n es
simple y puede verse por ejemplo en [5J, p.35.

F. Haus dorff (ver [3 J) genera liz 6 las ideas'
anteriores con la introducci6n de los n -conjuna -
t08 Y la prueba de los dos resultados siguien-
t es:

- Dos n -conjuntos de cardinal ~ , son isomorfo&a a
- Todo conjunto totalmente ordenado de cardinal

~ ~a' puede sumergirse inyectivamente en un
n·-conjunto de cardinal g .a a

En una direcci6n similar perc mas comple-
ja, se tiene el siguiente

TEOREMA 6. Todos los eue~po~ o~denado~ su~erden-
sos de cardinal Xl' son isomorfos.

Su demostraci6n tambien se hace por induc-
ci6n transfiriita, usando bases de F trascenden-
tes sobre m y densas. El lector interesado puede
consultar [2].

§4. EL METODO DEL VAIVEN.
La situaci6n planteada y resuelta en los

teoremas 4 y 5, ha sido en line as generales la
siguiente: Se desea construir un isomorfismo de
una estructura (S,<) sobre otra (T;<), las dos
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con el mismo cardinal. Para lograrlo se constru-
ye una familia (OS)S<~a de isomorfismos parcia-
les con las caracter1sticas siguientes:

a) Si S < S' entonces Os S OS'

y c) U ~ ( 08) = T
8

'Se concluye que en tal caso ~ Os es el isomorfi~
mo pedido. Vamos a tratar de plant ear una situa-
cion similar cuando se poseen familias de isomor
fismos parciales entre estructuras mas generales.

Sean A y ~ estructuras del mism~ tipo, es
decir adecuadas para el m±smo lenguaje logico; in-
tuitivamente esto significa que poseen 10. misma can
tidad de relaciones unarias, binarias, ... , el
mismo nfimer o de operaciones un ar i as , binarias, ...
e igual cantidad de constantes. Si

). = (A,<,+,·,e., ... )

Decimos que A y B son los universos de A y ~
respectivamente. Notese que 10 anterior no sig-
nifica que las dos estructuras posean las mis-
mas propiedades.

Diremos que -S es una subestructura de A Sl

siendo una estructura del mismo tipo que A, 0


