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APUNTES

ALGUNOS CRITERIOS PARA DETERMINAR
POLINOMIOS NO SOLUBLES POR RADICALES

Ivan Casrno Ch.

En alguna ocasion tuvimos que enfrentarnos
con el siguiente ejerclcio: hallar la solucion
general de la ecuacion diferencial

Al tomar la ecuacion de 1ndices 6(z) = 0 con

5 4 3 2
6(z) = z +5z +10z +10z -4z-5

fracasamos er. los intentos p orr h a L'l.ar- sus -r a i ces ,
Alg6n tiempo despu~s comprendimos que era impo-
sible encontrar formulas en las cuales apareci~
ran como 6nicas operaciones la suma. la resta,
la multiplicaci6n, la division y la elevacion
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a exponentes racionales que, relacionando los
coeficientes de 6(z), permitieran expresar las
raices de este polinomio, ya que 6(z) = (Z+1)5

- 9(Z+1) + 3 Y el po Lri n om i o 6(z) = z5 - s z + 3 no
es soluble por radicales.

Situaciones similares se presentan mas a
menudo de 10 que usualmente creemos; por est a
razon es importante que conozcamos unos crite-
rios que nos permitan determinar si ciertos po-
linomios son 0 no solubles por radicales. £1
proposito de este articulo es difundir algunos
de ellos. Recordemos que un grupo G con modulo
e., es soluble, si existen Go = G;:;> G12 ...~

G~ ;:;> G~+1 = {e} una secuencia finita de subgr~
pos de G tales que

1) Gn ~ Gn_1
IJn -= I~+1

(Gn es subgrupo normal de Gn_
1

)

(I>

La secuencia {G}o /t 1 tambienn ~n"",.> +
soluble de G.

se deno
mina una secuencia
Algunas de las propiedades importantes de los
grupos solubles son:

(1) Notamos In = {1,2, ...,n} y Sn el n-esimo grupo si-
metrico.
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PROPOSICION 1. Todo grupo abeliano es soluble.

PROPOSICION 2. Todo isomorfismo envla secuencias
solubles en secuenciassolubles.

PROPOSICION 3. Si 6(z) es un polinomio sobre un
cuerpo K, E su cuerpo de descomposicion (c.d.d.)
y G(E;K) el grupo de automorfismos de E que de-
jan fijo a K, entonces: 6(z) es soluble por ra
dicales, si y solo si, G(E;K) es soluble.

PROPOSICION 4. Si G es un grupo finito y H 6 G
entonces: G es soluble, si y solo si, H y GIH
son solubles.

Se pueden encontrar las demostraciones de
est a s propiedades en los textos [2] y [3J.

DEFINICION 1. Sea G un subgrupo de S». Definimos
la relacion <5 sobre I de la siguiente manera:»
Sean X,Y ~ I», entonces X<5Y si y solo si existe
a ~ G tal que a(X) = Y.

LENA 1. La relacion presentada en la definicion
1 es de equivalencia.

demostraei6n. 1) Como id E: G entonces X<5X
VX E: I y por 10 tanto <5 es reflexiva.

n
2) Sean X,Ye:: I tales que X<5Y. Existe a e:: G tal

n -1que o(X) = Y . Como G es un grupo, a ~ G; ade
m~s X -1 Yo X.= o (Y). De donde
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3) Sean X,Y,Z ~ In tales que X8Y y Y8Z . Exis-
ten a y T en G tales que a(X) = Y y T(Y) = Z.
Como G es un grupo ToO E G; ademas (ToO)(X) = Z.
De donde X8Z

No1;acitJn. Si X E I notaremosn

DEFINICION 2. Si X E In' [X]G se denomina la cIa
se transitiva de X determinada por G.

DEFINICION J. Un subgrupo G de S es transitivon
si VX,Y ~ In existe a E G tal que a(X) = Y.

LEMA 2. Sean G un grupo transitivo y H un sub-
grupo normal de G, entonces

Demostracibn. Sean X,Z E I . Como G es transi-n
tivo, existe a E G tal que o(X) = Z. Si
U E [X]H' existe T E H tal que T(X) = u. Luego
(Ta-1)(Z) -1 a(u).= u. Por 10 tanto Co r o )(Z) =

Pero H !J G, -1 H. Luego o(u) [Z J H'como aTa E E

por consiguiente # [X] H ~ #[Z]w

En forma similar podemos demostrar que
#[Z]H ~ #[XJH" De 10 anterior se desprende que
H[Z]H = #[X]H que era 10 que querlamos demos-
trar.
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LEMA 3. Sean P > 0 primo y G un subgrupo transi-
tivo de Sp. Si H 6 G y #H ~ 2, entonces H tambien
es transitivo.

Demostracit>n. Sean [X1]H, ... ,[\JH las
determinadas por H.

11
V-i "I j', y U [X ]

i=l i H

dis t intas
clases transitivas Entonces

Pero par el Lema 2 tene-

e:: I . De donde
11

11#[X1JH = p. Como p es primo, entonces n = 1

6 # [Xl] H =: 1.

Por hip6tesis tenemos que #H ? 2; esto es,
exist en X e:: Ip y a,T e:: H tales que a(X) i T(X).
Es claro que a(X) y T(X) e st a n en [XJW De don-
de # [X] H ? 2, Y por 10 -tanto # [X1J ? 2. Luego
#[X1JH i 1. Lo anterior nos permite afirmar que
n = 1, 10 cual significa que [X1JH = Ip. ASl
si Z,W e:: I entonces ZoX y WoX . Por consi-v 1 1
guiente, ZoW; es decir, existe ~ e:: H tal que
~(Z) = W, luego H es transitivo.

DEFINICION 4. Una permutaci6n ae: S es lineal,
q

si existen b,~ e:: X tales que

a ( X) b x ec mod q V-x e:: I .
q

DEFINICION 5. Un subgrupo G de Sq as lineal,
si Va E G, a es lineal.
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LEMA 4. Si q es primo y a e:: S es tal que
q

a ., id y a(x) - bx+c. modq para algunos b y c. en
Z; y Vx E I

q '
entonces a( x ) t- X, V X e: I«: si y so

10 si b - 1 mod q.

Demostraci6n. ~) Supongamos que exista t e: Io q
t - bt + C. mod qo 0

pero como qlb-1, entonces
tal que oCt ) = t , entonces

o 0
Luego qlt (b-1)+C.,

o
qlc., por 10 tanto aCt) == bt modq, Vte: Iq
por ser b :: 1 mod q , entonces bt :: t mod q

Vt e: I De donde aCt) == t mod q , Vt e: I y porq q
consiguiente qlo(t)-t Vte: Iq. Esto es impos~
ble, si aCt) ., t para algun t e: Iq, ya que
o < I¢ ( t) - t I < o . Po r tal ra z 6n a ( t) = t., Vt e: I q ,

pero esto implica que a = id, 10 cual es una can
tradiccion.

=9) Como q es primo (::R;q; +,0) es un
b "f; 1 mod q, entonces, [b-1J t [0].
e c u a c i c n [b-1] [X] -- - [c.]

[xJ =

cuerpo. Si

tiene una unica
Luego la

solu-
cion en::R; (esta es

q
de la congruencia bx+c.

- [b-1J -1 [c] ) , De don-
_ X mod q tiene solu-

cion en Z .
q

bx'+c. :: x ' mad q.
Por 10 tanto existe X' e:: I tal queq

Luegoa(x') == X' modq. Enton-
ces q!a(x') - X'. Pero es imposible ya que
o c l o t x ") - x "] < q.

OBSERVACION. S a E un cuerpo de descomposici6n
de un polinomio 6(z) sobre un cuerpo F. En los
cursos de Teorla de Cuerpos apr ndemos que si
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d
1

, ... ,dm son las ralces de 6( z ) en E y

a ~ G(E;K), entonces a envla ralces de 6(z)

ralces de 6(z) por 10 tanto existe 06 ~ Sm
Vi ~ 1 .

m

en
tal

No tae ion , Notaremos H6 = {o6!Oe:G(E;K)}.

TEOREMA. Sea 6(z) un polinomio irreducible de
grade q primo sobre un cuerpo F, de caracterls-
tica cero. 6(z) es soluble, si y solo si, pre-
via una conveniente numeracion de las ralces de
6(i'), H

6
es un grupo de permutaciones lineales

modulo q y Ve E 1 , existe a E HI tal queq c n
a Cx ) == x+e mod q ~ VX E I .c q

Iremo e t r ao i.on , =;» Sean E un c.d.d. de 6(z) sobre
F. Como 6(z) es soluble entonces G(E;F) es solu
ble, luego existe una secuencia soluble:
Go = G(E;F)=:J ... =:JG,6=:J G,6+1 = {id}. Como
G,6 ~ G~/{id} Y G~/G~+l es abeliano, entonces,
G,6 es abeliano. Si G,6 no es clclico, escogemos
a E G -{id} y extendemos esta cadena agregandos
el subgrupo <0> entre G y G l' Y esta nueva,6 ,6+
cadena descendente de subgrupos, sigue siendo
una secuencia soluble. De tal forma que pode-
mos suponer sin perdida de generalidad que G~
as un grupo clclico.

S aand 1 ' d 2 '... ,d q 1as ra1c es -da 6 ( z ) an f
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y ':j'e:G(E;F).

En la ob ser-va ci Sn anterior vimos que, exis
te '1 -= Sq tal que

H6 :: { 1)'6 e: S I ~ e: G(E;F)}. Es facil ver
q

que H6 ~ S ademas siq

df: G(E;F) - H6
'f ~ Jf( 'f) :: <g6

entonces Jf es un isomorfismo.

Como siempre que tomemos dos ralces de
6(z) en E, es posible encontrar un elemento de
G(E;F) que envia la una enla otra, entopces
H6 es un grupo transitivo~ Ademas H6 es sol~
ble y si G ::HCG) Vn:: O, ... ,~t1, entoncesn n
por la Proposicion 2 podemos decir que

una secuencia soluble de

Veamos que_G~ es transitivo. En efecto;
como G1 ~ H6, #G

1
~ #G~ ~ 2 y H6 es transiti-

vo, aplicando el Lema 3 podemos afirmar que
G1 es transitivo.

Sea n e: I l' Supongamos que Gn es tran-~-
sitivo. Como G 1 ~ G y #G 1 ~ #G, ~ 2, nuen-t - n n+ -o
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vamente el Lema 3 nos permite concluir que Gn+1
es transitivo.

'i( d .) = d .
..(. j

'J e:: G.6 tal que \f( d 1) = d].
existe T ~ G.6 tal que G.6 =

De 10 anterior se desprende que Gn es tran
sitivo ~n ~ 1.6' De donde G.6 es transitivo. Lue-
go »c., ~ 1Q' ex ist e '-% € G.6 tal que 'fn ( i..) = ] •

Por 10 tanto Vi..,] E: 1 existe 'f e:G tal que
q .6

. En particular ~j e:: 1 , existe
q

Como G.6 es ciclico,
<T>.

Sea n ] ~ I Q y If e: G.6 tal es que ~(d 1) = d];
e x i st e I<. e:::z; tal que 'f = TI<., asi

+

{I<. ~ :z;
+ d.} =f. ¢

j

Sea 1<..= min{1<.e::
j

Si T~(dl) =

d ,} .
j

enton
ces

con a < ~+I<., - ~ ~ 1<." 10 cual es una contradic
j j

cion. Luego

V] -= 1q

1<., ~Por '0tra parte, si ~ q+l, Y como T (d1) es
j

una raiz de O(z) VR- ~ 1I<." entonces o ( z) tiene
j

mas de q ra1cest 10 cual es Lmp o sLb le ya que el
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grado de 6 es q.
\Jj £: 1 .

q

Par 10 tanto 1 ~ a . ~ q
J

En un cuerpo de caracterlstica cero un po-
linomio irreducible tiene todas sus ralces sim-
pIes, de 10 anterior se desprende que

{k1,k2, ••• ,k } = 1q . q

y par consiguiente {T(dl),T2(dl), ... ,Tq(dl)}

es el conjunto de ralces de 6(z). Sean

C q

Sin perdida de generalidad podemos suponer que
C1 = d2, c2 = d3,· •• 'Cq_1 = dq Y C

q
= d

1
Cy a

que desde el principia hubieramos podido esco-
gerlas de esta forma). Entonces

Par 10 tanto T 6 = (1, 2 ,3 , . . . ,q ) .

Por otra parte, como T genera a G~ enton-
- -ces G~ es generado por T6; es decir G~ = «1,2,

... ,q». Ad ernas es claro que T6(X) ::: x+l mod q
IIx E:: Iq. Por otra parte

2 2
T6(l) = 3, T6 (2)

y
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2esto es li( X) - x+2 mod q Vx e: 1 y en general
U m q

\1m e:: ~+' l6(x)::: x+m mod q Vxc lq De donde,
todos los elementos de G~ son permutaciones li-
neales de la forma a (x) ::: x+m mod q \Ix e:: 1 ym q
G = {01'02' ... '0 1,0 = id}. Como #G = q~ q- q ~
(primo) entonces todos los elementos de G~ dis
tintos de id son de orden q y por 10 tanto ge-
neran a G~.

Si existiera R. e: r tal que O~ no fueraq-l r<-

un'ciclo de orden q, entonces, OR. serla un pro-
duc~o de ciclos disyuntos; luego, si i est& en
uno de estos ciclos y j est& en otro, ninguna
potencia de OR. envla a i en j, 10 cual es falso
ya que G~ es transitivo. Por 10 tanto, todos los
elementos de G~ son ciclos de orden q.

Veamos par induccion que G~_n es un grupo
de permutaciones lineales \In e: 1~ y que todos
los ciclos de orden q de G son los que estan

~-11

en G,6.
En efecto, sea <5 e::G l' como,6-

-1 -entonces Ol60 e:: G,6. Luego existe
-1 R.que Ol60 = T[. Por 10 tanto

-1(OlO )(x.) - x+P mod q

GJ.l ~ GJ.l_l'
P e:l talq

Vx

Calculando esta ecuacion en O(x.) obtenemos
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Pero si x I- q entonces 0(X+1) :: O(X)+P modq,
Luego 0(2) :: O(l)+p mod q , 0(3) :: 0(2)+p mod q
y por 10 tanto 0(3) :: 0(l)+2P mod o : 6(4) -
0(3)+p mod q , £nt:onces 0(4) :: 0(1)+3p mod q y

en general <S(x) :: 0(1)+(x-1)P mod o \Ix E: 1 1q-
Esto es <S(x) :: pX-t(<S(l)-p)mod q Vx e::: 1 I'q-
Si X = q se tiene que <S(T6(q» - <S(q)+p mod q

reemplazando 1"6(q) por 1, 0(1) - o(q)+p mod q

Luego <S(q) :: pq+(o(l)-p) mod q, Por consiguien---
te <S(x) :: pX+(<S(l)-p) mod q Vx e= l

q
. Lo cual

qui ere decir, que 0 es una permutaci6n lineal,
Si <S fuera un cicIo de orden q, entonces,

son los de G . Sea P
1>

G 1 entonces V~
I.> - n-

<S(x) I- X Vx e::: 1 . Aplicando el Lema 4~ tenemos
mod q ~ nton c e s , <S(x ) :: T ~ (l)-. p ( x ) mod q

J: <S(l)-pde donde u = T6 ' por 10 tanto
<1"6>' Es decir, hemos probado que_ los

unicos ciclos de orden q que pertenecen a G_ 1>-1

son precisam nte los que estan en G , Suponga-
.6

mas que para n ~ 1 (n < .6) se tenga que G-6_n

es un grupo de permutaciones lineales y que los
unicos ciclos de orden q que pertenecen a G

.6 - n
E G.6-Vl-1' Como G-6-n 6
- -1 -

E G.6-Vl' P ~p E GI.>_n·

que p :: 1
v « E Iq'
<S €:: G

I.>

En particular tomando ~ =
-1 -

P TiP ~ G , pero
n .6-Vl

1" 6 t n em o s que

- 1 -1P T P = P (1,2, ... ,q)pn
:: (p(1),p(2), ... ,p(q»,
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-1luego P l6P es un ciclo
sis de induce ion tenemos

de orden q, par hipote-
-1 -que P L6P e: G,6'

En forma similar a como 10 hicimos con 6,
podemos probar que P es una permutacion lineal
y ad ema s que si fuese un ciclo de orden q enton-
ces P E:: G,6.

De 10 anterior se desprende que G es un.6-Yl
grupo de permutaoiones lineales VYl E 1,6 y que
todos los cielos de orden q de G son los que.6-Yl
esti1n en G.6'

En particular, Go = H6 es un grupo de per-
mutaciones lineales y los eiclos de orden q de
H6 son los que estan en G , es decir todas las_ .6
permutaciones lineales de la forma o~, en don-
de c e: 1 y 0 (x) ::: x-rc mod q Vx E: 1q ~ q

*") El conj unto N de todas las permutaciones
lineales de la forma o~(x)::: x-ec modq Vx~lq

donde ~ -= 1 , es un subgrupo de S . Ademas, enq q
forma similar a como 10 hicimos al iniciar la
demostracion, podemos ver que

N = «1,2, ... ,q» = <0 >.
1

-1 -1Si Y ~ Hn, eotonces y 0lY = Y (1,/, ... ,q)y

(y(1),y(2), ... ,y(q)).
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-1Luego y a
1
y no deja ningun elemento fijo.

P'e r-o por el lema 4 tenemos que las fm i ca s permu-
taciones lineales que no dejan ningun elemento

-1precisamente las de N. Luego y a1ye=N.fijo son

Pero como N es un subgrupo de H6 entonces

IJIl e: "'"

De donde, Vy e:: H 6 ' 1J].l e: N, -1Y wy e: N, es de-
cir

Par demos r r que 6(z) es soluble, basta
probar que G(E;F) es soluble. Pero como G(E;F)
es isomorfo a H6 entonces nos limitaremos a de-
mostrar que H6 es soluble; la pro osici6n 4 nos
garantiza que esto puede logr rse, si demostra-
mos que N y H6/N son solubles.

En efecto, sean T y ].l e= H6. Existen
a,b,c.,d e: '.% tales que T(X) - o x- c modq y u r x ) -
ax+d mod q IJ.x e: r q

Supongamos que TN = ].IN. Como N ~ H6, ten~
mos que TN = NT y ].IN = N].l . Luego NT = N].l. Sea
a e: N tal que a( x ) == x- c mod q. Como N ~ H6,-1 -1a e: N. Luego exis e h e: '.% tal que a Cx ) ==

x+h mod q \Jx E r . Pero X = a(a-1( x)) -
q

Luego h == -c. mod q ypor 10 tan
-1mod q . Como aTE 'NT, entonces

( X + h ) '+ C mod q .

to a - 1 (x ) :: x-c.
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-1a T ~ N~. Luego existe -1e 'i: N tal que aT::: e~

Sea e Cx ) :: x+o mod q IJx E: I . Entonces
Q

(OlJ)(x) :: jJ(X)+O mod Q ::: ax+d+6 mod q
y (a-1T)(X) =: T(X)-C. mod q :: bx mod q

Luego b x. :: ax+d1-n mod Q 'lJx e:: Iq_

En particular si X ::: Q, entonces

0 - d+6 mod q Par 10 tanto bx - ax mod q Vx E:I((

Si tomamos X ::: 1, obtenemos b - a mod q

nterior nos permite const:rui ' la 8i-

gUlent:e funcion:

--~ 2Z
Q

.-- f(TN) ::: [b],

si Y s""Jrv s I T( X) _ b x-rc mod Q , para algG.n c.e::: fl.

eamos qu r eS un homomorfismo. En efecto

sean TN Y ~N en H6/N con T ( x ) - b x+c. mod q y

u ( x ) - ax+d mod Q \/x 'i: I - f( NjJN) '" f(TJ,J.N).
Q

Pero (l~)(X) - 6ax+bd+c. mod Q Vx E:: Xq. POl' 10

tanto r( ~N) ::: [ ba] ::: [bJ[a] =: f(TN)f(J,J.N

De 10 11 t rioX' se desprend que r es un ho-

momorfi mo. r $ uno a no ya qu s1 T{ -
b +c. mo Q Vx e:: X y r{T ) ::: [1] _ Entonc s [6]

q
[1] . pOl' consi uiente b - 1 mod Q D do d

T E:: N, 10 eu 1 implica que TN "" N. La n'terial'
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nos permite concluir que H6/N es isomorfo a un
subgrupo del grupo multiplicativo de los eleme~
tos invertibles de ~ con el produato, pero co-q
mo (~q;.) es conmutativo, entonces H6/N es abe-
liano y por 10 tanto soluble (Proposicion 4).

Por otra parte; como N es ciclico, entonces
es abeliano y as1 soluble.

COROLARIO 1. Sea 6(z) un polinomio de grade q

primo, irreducible y soluble sobre un cuerpo F
de caracteristica cero. Entonces la unica per-
mutacion de H6 que deja por 10 menos dos elemen
tos fijos, es la identica.

Demo8traci6n. Por el teorema anterior tenemos
que, previa una conveniente numeraci6n de las
ra1ces de 6(z), H

6
es un grupo de permutaciones

lineales modulo q y en H 6 est an todas las perm~
taciones lineales de la forma a( x ) _ x+e. mod q

lie. E 1q" Sea a E: H 6' existen b, e. E:: 11.: tales que
a(x) ~ bx+e. modq Vx E Iq. Si podemos encontrar
de:::lq tal que o Cd ) := d, entonces por el Lerna 4,
tenemos que b "f. 1 mod o . En este caso la ecua-
cion

x - o x-e c mod q

tiene una unica soluci6n en el cuerpo Z y estaq
es
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Es decir, cualquier permutacion en H6 distinta de
la id~ntica, deja fijo a 10 mAs un elemento y por
10 tanto, la unica permutacion de H6 que deja mas
de un elemento fijo es la identica.

COROLARIO 2. Sea O(z) un polinomio de gradoq pri.
mo impar, irreducible y soluble sobre un subcuer
po F de lli. Entonces, 6(z) tiene una unica ralz
real 0 todas sus ralces son reales.

Demoatraci6n. Sea E un c.d.d. de 6(z) sobre F.
Sab~mos por el Corolario 1 que la unica permut~
cion de H6 qu deja fijos por 10 menos dos ele-
mentos, es la id~ntica.

Por otra parte, como q es impar, 6(z) tie-
ne por 10 menos una ralz real. Si tuviese dos 0

mas, el automorfismo a e:: G(E;F) tal que a(z) = Z

dejarla fijas a por 10 menos dos ralces de 6(z);

luego la permutacion a6 £ H6, deja por 10 menos
dos elementos fijos. 10 cual implica por el co-
rolario anterior, que a6 es la permutaci6n id~~
tica. De esto se desprende que a = ~d y por 10
tanto, todas las ralces de 6(z) son reales.

COROLARIO J. Sea 6(z) un polinomio de grade
q ~ 5 primo, irreducible sobr un subcuerpo F
de m. Si 6(x) tiene xactamente n ralces r ales,
con 2 < n < q,

cales sabre F.
ntonc s no es soluble por radi-
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DemoBtraci6n. Si 6(z) fuese solubl par radica-
les sabre F, entonces tendrla una ralz real, 0,

todas sus ralces serlan reales, 10 cual es una
contradicci6n.

OBSERVACION. Can el fin de tener suficiente cIa
ridad sobre 1 porque se tom6 n > 2 Y no n ~ 2,
vale la pena recordarle al lector, que todo po-
linomio de grade impar sabre un subcuerpo de m
que tenga por 10 menos dos ra1ces reales, tiene
par 10 menos tres ra1c s reales.

EclERCLCIO 1. Sean Q primo Q ~ 5 Y a,b e: z tales
que 1 < b < a -1 < bQ-1, si 6(z) = zq-azTb es
irreducible sobre m, entonces no es solubl par
radicales.

Desarrollo. Como 6(0) = b > 0, 6(1) = l-aTb < 0

y 6(b) = bq-ab+b = b(bQ-1 -a+1) 0 Y 6(z) es
una funci6n continua, entonces par el teorema
de Balzano su grafica carta por 10 menos dos ve
ces al eje real; s decir 6(z) tiene par 10 me
nos do ralces reAl s. 10 cual implica que 6(z)

or 10 menos tr s ralc s reales.t iene

o otr art 6' ( z)
q-l

== qz -a
6 ( z )

i n 610
dos ra~ces reales; asto eSt iene a 10 mas
dos puntos crlticos Y por tal raz6n corta al

je real en 1 major de los casos en tres pun-
tos dis'tintos.


