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GEOMETRI..S NO EUCLlDEANAS EN EL PLAN INEM

por

AGUSTIN PEREZ HEPIZ 0

IN rHODUCCION 0

En el amplto panorama que se ha plante ada en el desarrollo de la matema-

tica para los InstitutosNacionales de Ensenanza Media Iliverstftcada, encon-

tramos a la altura del dec imo eeme stre, con el nombre de Matematice 10 el

conrenido del programa e specif'ico que a In letra dice:

Concepto., Trata de las ideas bastc ae sobre Espacios Vectoriales de dos

y tres dtmens ionesq el plano euc l ideano, el espacio euclideano de tres dimen-

s iones.j la ecuacion general de segundo grado con dos variable~<41 producto

vectorial y geometries no eucltdeanas,

Como estas tees ultimas F-w'~§ constituyen un lema hastante extenso,

muy controvert ido pol' mas de dos mil afios y como no aparecieran en los temas

los topicos que deberian tratazse a este respecto, se convino en que debia dar-

se a los estudia res una informacion general de ti po hlstor ico, para lIevar a

SU conocimiento el contenido Jel problema y ver en que condicioncsse podrian

dar algunas sofucioncs., Es es e el s ent ido de la corta charla -mal Ilamada

conferene ia- que vamos a tenet ahora.

CONOCIMIENTO EMPJRICO

EI comun senti; de los comentar istas actuale s e s el de que la Geometria
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de Euclldes s e obtuvo re [a experte ne ia y est a af irmac ion es en parte

veedadera, Los ge6me ras hclenlcos oma on como Iuentes de informa ion

las experienc ias cgipcias, muv importantce 'cspecto a la medida, pueslo

que el Rio Nilo borraba pertodtcamente sus poseaiones q:JC ehi n cons <-

truir y Pitagoras lleg6 hasta ha c ee eacerdote egipcio para ar rancar les

sus secretos clen if icos , al par que 'I'halcs de M'lelo no sol ameut c cap"

to sus conocimientos sino que dealumbro a los egipcios con sus glandes

descubrtmientos, Pero Euelides que recopilo toda la geometria de su 1 iere-

po, [a sistematizo y creo [a e iene ia axi oma, lea, fue mucho mas alia de

las aprebensiones empirtcaa, eomp--pu~dc verse en dos de sus postulados

que son de naturaleza muy -dtsunta de los otros tres,

Los enunciados son los siguientes

"Toda recta puedc prolongarse indefinidamente por ambos ext re.os:"

(es decir, es inf inita en su ext~n8ionl. y eI famoso 5Uopostulado que pre.•

sento en la forma .. si una recta, que corta a otras dos, forma del mis~

lado lingulos internos cuya suma sea menor que dos rec~ las dos ulf»;

mas rectas prolongadas indefinidamente, se corlan del htdo en flue la 51!'>

rna de angulos sea menor que d08 rectos W

A :;stos enunciados se observa ~

10 Que ambos incluyen Ull eoneepto del inI inito y que por consigliiente cs-

tan fuera de loda expcl"ienciao

20, Que Euclides elude el enuneiar~l1postu'ado de las paralelas en la for

ma que se conoce eornunmenle a saber, " P. _ p.to exteri.r a lInar,eeta,
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se puede trazar .una y solo unci paralela '",

30,"' Que el enuneiado original es laborioso ~ aunque mueho men os que otros

multiples axiomas modernos- y que esro impliea cierra difieultad en la

formulae ion de los terrninos de los que podria no estar muy seguro,

Es de notar rarnbien que en el desarrollo de su teoria no ut ilizo su postula-

do sino muy avanzada su obra y mas bien forzado por las c ircunstancias ,

Todas estas eonsideraeiones indujeron a los primeros investigado es a Pe..!!

sat que se trataba mas bien de un teorerna y principiaron los intentos par de --

mostrarlo, Es decir , se pen so que el posrulado no era independiente de los

otros y que por tanto pod ria deducirse de los cuatro primeros,

Uno de los comentarisras que hizo probar el teorema f~Proc1o (Sig lo V

de nuestra era); quien interne hacer caso orni so del axioma de las paralelas,

definiendo estas como lugares geornetricos situados a una distancia dada, P~

ro esto es 10 misrno que reemplazar un axioma por otro equivalenre y par tan -

to, vino el primer fracazo, Y siguieron los de otros muchos que quisieron in-

tentarlo hasta que se abandono la idea de considerar lo como teorerna.

Solamente en el Siglo XVII el jesuita .iraliano Saccheri, tratando de ha

cerle la defensa a Euclides , quiso no ya demostrar el 50, postulado , sino ne-

gada de plano para llegar a una conrradiccion en los reorenas y as i esrable-

cer la verdad de I mismo,

Para esto dernostro primero roda la Geometria de Euclides que no necesira

el 50, postulado, luego afiadio otras consideraci ones 16gicas a 10 expuesto

pa- Euc lides y por ultimo quiso probar que las adiciones eran falsas ,pero al

intenrar esto , iban resultando te oremas tras teoremas y la contradiccion no

aparecia .

En realidad estaba construyendo una Geometria completamente 16gica con

un axioma opuesto alSo, de Euclides



89

La obra de Sacheri que titulo" Euclides librado de toda culpa", no logro

del todo liberarlo, pero sin proponerse lo realize el primer intento serio de una

geometria Euclideana,

Por esrar fuera de moda el trabajo se Saccheri quedo en el olvido hasta

que un siglo mas tarde, Beltrami otro maremarico italiano, revalue el conteni-

do cienrifico de la obra.

Uno de los metodos de Saccher i consisrio en romar un cuadr ilatero birrec ..

tanguloisosceles ABCD con angulos A y B rectos y lados

Be iguales,

AD y

Supuso primero que los angulos e y D eran obtusos y probe que el

axioma de las paralelas era una consecuencia de est a suposicion, Pero segun

Euclides los angulos e y D, debian ser rectos y entonces se llegaba a

una contradiccion.

Supuso luego que los angulos en Dye fueran agudos y espero He "

gar a una conrradiccion pero no logro alcanzarla y arguyo en forma tal, que sus

razones no fueron convincentes , y desde luego, no podian ser lo, Pero el pro ~

blema estaba planteado y las investigaciones siguieron por parte del ya men'

cionado Beltrami, del aleman Gauss, del hiingaro Bolyai y del ruso Lobachevs

ki, todos los cuales rrabajaron separadarnente, pero todos concibieron la i:deB
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de reernplazar el axioma de Euc ides pOl' e de q e pot' un punro exterior a

una recta, puede trazarse mas de una parale la ,

Los trabajos de estes investigadores desernbocaron enla creacion de 1a

Geometria hiperb61ica 0 Iooachevskiana , llarrada asi en honor de su mas proll

fico ~,<y en e Siglo XIX. pue to que Bo ai fue muy parco en sus pu -

blicaciones y Gauss muy cauto en la pres entacion de sus resultados, por e l

temor de perder su gran prestigio a canzado.

Una vez que la geometria hiperbo .ca alcanzo su madurez , aparecieron

otras geornetrias no euc ideanas. entre as cua es se encuentra a geomerria

eliptica desarrollada por Riemann a rrediados del Siglo XIX. quien rornpio no

solamenre con el postulal de las paralelas, sino con el de inf inirud de la rec-

ta" afirrnando quetoda linea tiene extremes y longitud finita,

Posteriormente .en los albores del Siglo XX, e l alernis Felix Klein, hizo

avances en e l mismo sentido y creo otra geometria eliptica con ciertas pectl .

Iiaridades distintivas de las de Riemann.

De los estudios anreriores resulro tambien una georrerria parab61ica en

la cual dos rectas siernpre .se cortan aunque sean parale1as,

Una vez enunciadas las caracteristicas en forma muy global de las -geolne

triasrlo,eud ideanas obtenembs: la geometria hiperb61iea resu.lta euando en

··una linea hay dos puntos infini amente distantes llamados punt os ide ales y

por co~siguiente dos paralelas a una misma linea par un punto exteria- a ella~

la geometria parab61ica se obtiene euando solamente hay en una linea un

punto infinitamente distance y a geometriaeliptiea se presenta cuando no e"

xisten en una inea puntos infinita'mente distanres y pOI'eoosigu'en e no hay

paralelaso De las tres geometrias resulta una euarta que las coord\na a todas

Hamada proyeetiva: ,queta deeir de Klein., e~ toda 1a geometria,

Y de todo 10 anterior, hay que decirlo con toda franqueza; resulta una c0E.
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fusion de padre y senor mio pOfqu~ inmediatamente surge el inrerrogaute

P(~r que cuando y como se tienen esLOS aspectos rotal mente conuadicrorios?

Si un caso de estes es va lido no se.an Ialsos los dermis? La respue sta sjL

.isfacroria no puede serinmediara porque parriendo de los reorernas de Mene

lao Ceva y Desargues , con rodas sus consecuenc ias hay que esrablecer to

da la teoria de puntas y Iineas arrnonicas en e l plano y en e' circulo las 24

razones dobles posibles entre elementos armonicos., la reoria complera de la

inversion: Ids axiomas bas icos de a provectiva de las ccnicas ; la geome -

tria pr oyectiva coordenada yIa teoria de la transforrnacion Es decir y rodo un

trarado de topicos modern os que no se encuen ra a alcance de Ia ensefianza

media por Ia siempre dominante urania del tiernpo.

No obstante, puede rnosrrarse algunH.)(leiQ~p,a,ra poneI' de presente los ar-

tificios de que se han va lido los ge6metr _s para establecer sus nuevas teo .

rias - Uno de el los puede ser el modelo de Klein para el plano hiperbolico re .

al Este plano cuenta de los puntos interiores de un circulodado C . se

Haman puntos hiperb6licos 0 punt os H. Las cuerdas del circulo se {Oman

como modelos de llneas y se llama!1lineas H. Los puntas exteriores a1 cir-

culo se fingen ignorar-

Puntos ideales

o

Puesto que dos puntos intcriotes'determinan una cuerda y puesto que dos

cuerdas se intercef::tan en uno y solo un punto dos puntas H detei'l1linan

una linea H y dos lineas H se corum en un plano H,-

Todos los axiomas de EucJjdes y 1.08 de Hilbert se cumplen en este mode



10, excepto el de las par alelas. La distancia en el modelo sedapor la def ini-

CIOn d(AB) = clog (OU, AB) en donde C == 1 Y (OU, AB)

significa una igualdad de razones. Los punt os 0 Y U son punt os 1 ~

deales de AB, 0 inf iniramenre distances. Los puntos 0 Y U son

pumos ideales de AB, a infinitarnente disraraes. Todos los puntas idea

les esran en la circunferenc ia c. La linea es enronces un conjunro abier

to y continuo de puntos, en el eual se cumplen los axiomas de orden y los de

cont inuidad ,

Las paralelas se definen como Iineas que se encuentran en puntas inf ini

tan.enre distantes 0 puntos ide ales ~

Lnronces las lineas XO y xu soo paralelas a AB.

La presentacion de esre mode lo, no obstante serel mas sencillo y que se to

m6 de la Geomerria Moderna de Adler; rnue stra las dificultades que hay que

veneer para hacer una materia completamente Iogica ,

CONCLUSIONES

Creemos que la idea de los planeadores de los INEM, de tratar las geo'

merrias no Euclideanas desde e l punta de vista informativo y global como 10

hernos hecho , es la forma mas adecuada de presentar el ropico , porque pret~

der hacerlo desde e l punta de vista dernostrativo , es meterse en camisa de

once varas, como ya 10 hemos hecho traslucir Tarnbien afirmamos que las

Geometrias de Euclides es un modelo suficientemente formativo ; porque S1

bien es cierto que los criticos modemos han enconrrado cierros Iunares con

esro pasa 10 que en los rosrros de algunas darras , en los cuales los lunares

y pecas realzan mas bien que opacan su belleza


