14

Boletin de Matematicas
Vol. XX, N2 1 (1986) APORTES

COMPLETADO SECUENCIAL DE R”

Yu Takeuchd

RE§UHEN. Se dice que un conjunto totalmente or-
denado X es "supendenso" si dados A, B dos sub-
conjunfos enumerables de X no simultaneamente
vacios con A < B (esto es, @ < b para todo a €A,
b € B) existe siempre ¢ = X tal que a < ¢ < b
para todo a € A, y, para todo b € B. Ver referen

cias [1], [5]. &

Una cortadura de R* es una pareja (A,B) de

. *
subconjuntos de R tales que

A<B, AUB=R"

Decimos que la cortadura (A,B) es "negulanr" si

* :
para todo € > 0, ¢ « R existen a € A, b € B ta

les que
b-a< €.
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La cortadura (A,B) no es negulan si existe

€, > 0, €, e R* tal que
y-Xx > e para "todo" x A, y = B.

Para las cortaduras de Rf se presentan los
siguientes casos:
(i) A tiene maximo, o B tiene minimo. El maximo
de A (% el minimo de B) separa a A de B. La cor

tadura (A,B) es regulan.

(ii) A es superdenso y B no es superdenso y no
tiene elemento minimo, &, B es superdenso y A
no es superdenso y no tiene elemento madximo. Se

demuestra que la cortadura (A,B) no es regufarn.

(iii) A y B son superdensos y (A,B) no es regu-

Larn. (Se construye un ejemplo de tal cortadural-

(iv) A y B son superdensos y (A,B) es xegulan.

(Se construye un ejemplo de tal cortadura)

Sea (p(v))veN* una hipersucesidn d{vexrgen-

* .
te de Cauchy de elementos en R , si

*
A = {Te R /existe vy tal que T < p(V)
para todo Vv > vo}.
* * .
B=R-A={17eR /existe v_ tal que p(V) < T

para todo V > vo},
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entonces (A,B) es una cortadura regular del tipo
(iv). Reciprocamente, a una cortadura (A,B) del
tipo (iv) le corresponde una hipersucesidn diver
gente de Cauchy que la determina. Por lo tanto,
la existencia de tal cortadura garantiza que

"existen hipersucesiones divergentes de Cauchy

en R*". A

Solamente las cortaduras negufares sirven pa
’ * = :
ra extender el cuerpo R a otro cuerpo mas amplio

en el que todas las hipersucesiones de Cauchy con

vergen. A

Sea R* la coleccidn de todas las cortaduras
negulanres: tenemos entonces las siguientes pro-
piedades:

(1) R* es un cuerpo ordenado que contiene a r*

como subcuerpo propio.

* £
(2) R es denso en R*

- @ -
(3) Dado Te IR existe una hipersucesidn de ele

*
mentos de R que converge a T.

— %

(4) R es superdenso.
— %
(5) Toda hipersucesidn de Cauchy converge en R .

(6) Una hipersucesidn converge en R si y sdlo

si ésta es de Cauchy.

(7) R* es un cuerpo neal cernrado.
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— % .
(8) IR I > (bajo la hipdtesis del continuo).

Nota. En el presente articulo se supone siempre

la hipdtesis del continuo.
(9) Tenemos el siguiente teorema de isomorfismo:

Sea K un cuerpo ordenado tal que

(i) K posee un subcuerpo isomorfo a R*, den-
so en K,

(ii) toda hipersucesidn de Cauchy converge en

. — %
K, entonces K es isomorfo a R . A

P ,.
(10) R es algebraicamente completo, o sea, no

existe extensidon propia de R a un cuerpo

— %
ordenado en el cual R sea denso.

§1. INTRODUCCION.

En la recta hiperreal R* (0 el cuerpo de los
nimeros no-estandar) existen muchos "huecos" &
"brechas"; al llenar algunos de estos "huecos" se
obtiene el cuerpo ordenado ﬁ* que satisface, en-

tre otras, las siguientes propiedades:

-y =X 52 : * :
(i) R es una extensidn propia de R , algebraica
mente completo (o sea que no existe extension

— %
propia a un cuerpo ordenado en el cual R sea den

so).
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) R es superdenso (ver resumen).

[N

(i
e i i
(iii) R es un cuerpo real cerrado.

. — % :
(iv) R" es secuencialmente cerrado, o sea, toda

hipersucesidn de Cauchy (Nota 1) converge en R*.

(v) |R*| > &, bajo la hipdtesis del continuo.

Nota 1. Una "suces4i6n" en R* es una funcidn de

N en R*, y una hipersucesidn en mf es una fun-
cidn de N* en R*, donde m* es el conjunto de to
dos los hipernaturales. Decimos que una hipersu
cesidn o:N” > R es de Cauchy si para todo € > O,

* : *
€ @ R existe \)o e N tal que

V,u > v implica |o(v)-o(u)| < e. A

§2. CORTADURAS DE R™.

*

Una cortadura de R es una pareja (A,B) de

. %
subconjuntos de R tales que
*
A<B, AUB =R .

El conjunto A, siendo acotado superiormente,
no siempre posee extremo superiorj;en tal caso
la cortadura (A,B) representa un "hueco" & una

* :
"brecha" en la recta hiperreal R ; a continua-

cidn examinaremos estos "huecos'" existentes en
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rR*.

El conjunto A puede ser superdenso o no. S<
A es supendenso entonces existe una hipersuce-
s46n extrnictamente crecdiente que es cofinal con
A. En efecto (dada La hip6tesis del continuoc)
A es Lsomornfo a R* (en ornden), luego existe una
inyeccidn o:N* » A estrictamente creciente; evi

dentemente la hipersucesidn (a(v)) x es estndc

VEIN
Ltamente cnecdente, y es cofinal con A.

Nota 2. Dado un conjunto ordenado X, un subcon-
junto S de X se llama "cofinal con X" si para to-
do x € X existe 4 € S tal que X<4. Por ejemplo
N es un subconjunto cofinalcon R (propiedad ar-
quimediana de R), y N* es un subconjunto cofinal
con R” (versidn no-estandar de la propiedad arqui
mediana deﬁm*). De la misma manefa, un subconjun
to T de X se llama "coinicialcon X" si para to-

do x= X existe £<=T tal que £ < Xx.

Reciprocamente, es facil ver que si existe
una hipersucesidon estrictamente creciente que es
cofinal con A, entonces A es superdenso. Si A no
es superdenso, entonces A puede tener ntmero fi
nal (maximo), si no existe una "suceslln" cofi-

nal con A, estrictamente creciente.

De la misma manera, B puede ser superdenso

: , 2 X
0 no. B es superdenso si y sdlo si existe una
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hipersucesidn estrictamente decreciente que es
coindicial con B. Si B no es superdenso entonces
B tiene nimero inicial (minimo) & existe una
"sucesLbn" coindcLal con B, estrictamente decre

ciente.

Si ni A ni B es superdenso, entonces A tie-
ne un subconjunto cofinal enumerable y B tiene
un subconjunto coinicial enumerable; por la su-
perdensidad de R* existiria un A e R* tal que
A < {A} < B; pero esto es imposible ya que
AUB = R (absurdo!). Por lo tanto, A © B debe
ser superdenso; se presentan los siguientes ca-

SOs:

(i) A tiene maximo, 6 B tiene minimo.

Supongamos que A tiene mdximo; sea § = el

midximo de A, entonces

A {TEIR*/T\< 6}9

(..oo’ 6]

{(t er*/T > 6).

5]
|

(6,+m)

Se observa que A no es superdenso, que B es su-

perdenso, y que 8 es el punto que separa a A de

B.

De la misma manera, si B tiene minimo, en-
tonces A es superdenso y B no lo es, y el minimo

del conjunto B separa a A de B.

(ii) Si A no es superdenso y no tiene elfemento

méx{mo, entonces B debe ser superdenso.
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En este caso, exist%mynankuceSién’fﬁfThul
conA estrictamente creciente, digamos (a(k))bem'
Consideremos el siguiente conjunto contable de

nimeros positivos:
{a(k+1) - a(k)/k e N}.

Por la superdensidad del conjunto de todos los
nimeros no-estandar positivos, existe €, 0,

*
Eoe R tal que

a(k+1) - a(k) > €, para todo k e IN.
Sea 0 cualquier elemento de A, entonces existe
hoAc N tal que 0 < a(ho), puesto que
{a(k)/k = W} es cofinal con A, luego:

Qa

+ € < a(k ) + e < a(k +1),
(o} [¢] (o] (e}

0 sea que

o+ £ e A. (1)
o)
A B
o o+eg ‘
. a = . ) s
. - * 5 =
a(ho) a(k0+1)
N————
v
>
o)
Figura 1

(

Si T « B entonces:
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T - € B (2)

puesto que si T-E < A se tendria que T = (T—eo)

t e € A (absurdo!).

De lo anterior, para T €« B, 0 « A se tiene

que (Nota 3):
-0 = Zeo + (T—Eo)—(0+€o) >2€o (3)

o sea que los elementos de A y los elementos de
B no se acercan; en tal caso decimos que A y B
no son contiguos, o, que la cortadura (A,B) "no

es negulan".

De la misma manera, si el conjunto B no es
superdenso y no tiene elemento minimo, entonces

A debe ser superdenso. Ademas la cortadura (A,B)

ne es regularn.

Nota 3. De (1) y (2) podemos ver inmediatamente

que si 0 € A, T € B entonces:

O+kCOEA, T-—kso € B para todo k = N,

luego:
T-0 > 2 hEO para todo kR e« IN.

EJEMPLO 1. N
A ={oceR /o no es infinito positivol,
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* .
B={te R /T es infinito positivo},
0
* -
A={oceR /o<0, 5, 0 = 0},
*
B={te®r /T >0,y, 1% 0}. A

(iii) Ambos conjuntos A y B son superdensos, vy

la cortadura (A,B) no es regular.

Como no es muy evidente la existencia de tal

* *
cortadura en R , veamos un eJemplo.

EJEMPLO 2. Sean X un conjunto ordenado (orden <)
isomorfo a N*, Y un conjunto ordenado (orden <)
isomorfo a‘m*-m, con XY = @, entonces X UY es
un conjunto fotalmente ordenado de acuerdo con
el orden establecido en X, en Y, y por la rela-
ciodn

X <y siX.EX,leV

Se ve que el conjunto XUV satisface los
primeros cuatro axiomas de Peano, y que
lXUVI = £. Ademas, si A, B son dos subconjun-
tos enumerables de XUVY, no simultdneamente va
- - .
cios, con A < B, entonces evidentemente existe

A« XUY tal que
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a <\ <b, para todo a A, y, para todo b «B.

Por lo tanto (bajo la hipdtesis del continuo),
*

el conjunto XUY es isomorfo a N (ver Referen

cia [5]). Es decir, existe una biyeccidn

* " .
g:XUY » N, estrictamente creclente.

XUy ( =w"iy) y =N -N
R I

e |

y
i ( g (X) 5 g(¥)
N . A Y
Figura 2

*
Para T « R , denotemos por <t> "la parte enterna"

de T; consideremos la siguiente cortadura (A,B)

de R& dada por:
B=1{1eR /<> « g}

A =]R*—B = {Os-_']R*/G<1, 5, <> e g(X)},

entonces A y B son superdensos, ya que (g(\)))\)eX
es una hipersucesidn cofinal con A, estrictamente
creciente; por otra parte el conjunto g(Y) no tie

ne minimo, ni posee subconjunto coinicial enume-

rable.
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N sy

Si B & B entonces <B> & g(V), luego:

<B>-1 & g(Y¥), por lo tanto:

B - 1  B. (4)
De la misma manera, si e A entonces

a + 1. A, (5)
De (4) y (5) se tiene que

B-a > 2 para todo ae A , B = B, (6)

o sea que la cortadura (A,B) no es regular. 4

(iv) Los dos conjuntos A y B son superdensos y

la cortadura (A,B) es "regular", esto es:

dado € > 0, € R” cualquiera, existen o « A,
B e« B tales que

B - o < €.

A continuacidn, daremos un ejemplo de cortadura

(A,B) de este tipo.

EJEMPLO 3. Sea

Q* - {[(qn)] = R*/q” e @ para cas¢ todo n}

la extensidn elemental de @ (Nota 4), entonces
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* * *
Q@ es un subcuerpo ordenado de R , denso en R ,

y ademis: lm*| = L. Sea R(Q*) La clausura reak
de Q* (el minimo cuerpo 4eal cernrado que con-
tiene a Q*); ésta estd formada por todos los
elementos de R* que son algebraicos sobre Q*.
Se tiene que m(m*) ;:R*; en efecto, como todo
polinomio con coeficientes en " es '"generado"
por una sucesidn de polinomios con coeficientes
en @, y, "T(eR) es trascendente sobre @), enton-
ces n(eZR*) es trascendente sobre Q*, esto es

T ¢ R(Q*). (ver Referencia [6]).

Como Q* es un cuerpo ordenado superdenso
cuya cardinalidad es igual a £, entonces tam-
bién lo es el cuerpo R(m*) (Nota 5). Por el
teorema de isomorfismo de Jlos cuerpo reales
no-estandar, (y bajo las hibétesis del continuo)
se tiene R(m*) es isomorfo a R* (Nota 6), o sea,
existe una biyeccion

$:R* » R(Q*)

que respeta la estructura de cuerpo ordenado.

Consideremos los subconjuntos A, B de R*

dados por:

A= {te R*/W1) < w)
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B={te R"/$(1) > 7},

entonces (A,B) es una cortadura de R* ya que

T ¢(R(Q*) = ?GR*). La cortadura (A,B) es regu-
Larn, en efecto, dado € > 0, € eR" sea £= $(e).
Como R(Q*) es denso en R*, existen G,P = R(Q™)

tales que
A H A ~
m - %€ < a<m, m< B < m+ke¢e
Por definicidn de A, B se tiene que

pal gy e A, B = v-1(3) < B.

Q
]

>

Como B - & < € entonces tenemos que
b, .
o b Bty i spin ' by e e,

lo cual demuestra que cortadura (A,B) es regu-

Lan. A

R(Q™) ; : :
' ' © —

(") 4 -

m-%€e i i T+5¢

=1 >~ o g
v S
R . 4 SN —
A o B 5

FPigura 3



28 aportes

o :
Nota 4. Sea F" un ultrafiltro de Frechet en N;
dada una sucesidn de elementos reales, (an)’ de
cimos que a, satisface una propiedad '"p" para

casd todo n si:
*
{n E'N/an satisface la propiedad "p"} « F.

Sabemos que:

*
R .= Rm/m

donde

(an) v (bn) si y 8dlo si a, = bn

para casdi todo n.

Nota 5. Sea X un conjunto ordenado superdenso;
si Y es un subconjunto de X, denso en X, enton-

ces Y también es superdenso.

Nota 6. (Teorema de isomorfismo de los cuerpos
ordenados). Bajo la hipdtesis del continuo, to
do cuerpo ordenado 4superdenso y real cerra-

do cuya cardinalidad es igual a £ es "{somonfo"

a R*. A

§3. CORTADURA DETERMINADA POR UNA HIPERSUCESION
DE CAUCHY.

*
Supongamos que una cortadura (A,B) de R es
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del tipo (iv) (A y B son superdensos y regula-
nesd), entonces existen una hipersucesidn
(a(v)) . COfinatl con A estrictamente creciente y una
hipersucesion (B(V))VGN* coinicial con B estricta
mente decreciente. Ademads, dado € > 0, € e m”
cualquiera, existe v, = m* tal que B(vo)—u(vo)

< €, luego:

B(v)-a(v) < €, PB(u)-a(pw) <€ para todo v,y > V-

N

£
\\ ,, i
alvg) Y . B(Vy,)
a(v) ) S B B(V)
[
A B
Figura 4

Por lo tanto se tiene que:

[a(v)-a(u) | < e
para todo v,u > L (7)

[B(W)-Bw)| < €

esto es, las hipersucesiones (a(v)), (B(v)) sa-
tisfacen la condicidn de Cauchy. Evidentemente,
estas hipersucesiones '"no convergen'"; en efecto,
si éstas tuvieran limite, ¢éste seria el

pPunto que separa a A de B, O sea que se tendria

el caso de la cortadura de tipo (i) (absurdo!).
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Reciprocamente, supongamos que una hipersu-

cesiodn (p(V))vem* es de Cauchy y que ésta no con

verge. Dado T R* cualquiera, entonces T no es
limite de la hipersucesidn de Cauchy (p(V)),
luego existe €, > 0 tal que p(V) & (T—eo,T+€o)
para todo v N* a partir de algin vo aim*, por

lo tanto:

p(v) < T para todo Vv > vo’
.-

p(v) > 7 para todo Vv > V-

Sean:

*
A = {1t eR /existe v, tal que T < p(v) para todo v > vo},

* *
B=TR -A= {1TeR /existe vy tal que p(V)<T para todo \)>\)0},

*
entonces (A,B) es una cortadura de R .

A y B son superndensos. En efecto, supongamos

que A © B no fuera superdenso, (caso (ii)), lue-

go existiria €, > 0 tal que
B-a > €, para todo o € A, B « B. (8)

Como (p(v))veN* es una hipersucesidn de Cau-

chy, entonces existe N tal que

- 1
lp(v)-p(v )| < %€  para todo v > v,
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Por la definicidn de los conjuntos A y B se tie-

esto contradice

También, 1lo

tadura (A,B) es

En resumen,

ne que
1 1
i o
( o Pl )
8 < o )
p(vo) p(v)
A B
Figurd 5 —
1
p(vo) +%e € B,
_ 1
p(v ) - ke = A
y
i - w: g -
(p(vo) * 250) (p(vo) zeo) €50

a (8) (absurdo!)

anterior nos muestra que la cor-

negulan.

tenemos:

"Una hipersucesidn divergente de Cauchy determi-

*
na una Gnica cortadura regular (A,B) de R ". La

existencia de tal cortadura (Ejemplo 3) implica

bajo las hipdtesis del continuo que "existen hi

persucesiones divergentes de Cauchy en R* . &
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§4. COMPLETADO PARCIAL DE R™.

Sea ﬁ* la coleccidn de todas las cortaduras
"regulares" (A,B) de B,  Fe presentan solamen-
te dos posibilidades, a saber: A y B son super-
densos (caso (iv)), 0, existe un punto de sepa-
racidon, digamos O e:m*, entre A y B (caso (i)).
En el segundo caso, consideremos que las dos cor
taduras correspondientes al mismo punto de sepa
racidn o son "{guafes'"; para mayor sencillez su

pongamos que O pertenece al conjunto A (esto es,

B es superdenso).

Similarmente al caso de las cortaduras de

Dedekind de @, es facil ver que R* es un cuer-

: *
po ordenado que contiene a R como subcuerpo

(O-6)-

—% .
C) IR es un conjunto totalmente ordenado.

— %
Sean (A,B), (C,D) e R , se define el orden

"<" como sigue:
(A,B) < (C,D) si'y 88lo si A =.C,
Evidentemente, el orden '"<" es total. A

C) Sean (A,B), (C,D) e ﬁf; consideremos la si

guiente cortadura:

@R - (B+D), B+D),
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donde B+D = {1+0/1 =B, ¢ = D}, Evidentemen

=%
te esta cortadura pertenece a R . Se define:
*
(A,B) + (C,D) = (R -(B+D),B+D).
*
Dado T « R , la cortadura

((..CO, T], (T, +°°))

- % . a
pertenece a R . Esta cortadura la idenfica-

mos con el niimero no-estandar T :
T L (G, 1, Cr ) ¥
De esta manera, podemos considerar que
* — %

R < R . A

Tenemos entonces:

.0+ (A,B) = ((-»,0], (0,4+0)) + (A,B) = (A,B). A

Sea (A,B) = ﬁ*, se define:

-(A,B) = (-B,-A) donde -A = {-a/o A},

-B = {-g/8 & B}

entonces:

-(A,B) + (A,B) = 0.

Notese que si (A,B) no fuera repular, enton

ces no se tendria esto ultimo !
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C) Sean (A,B), (C,D) e R®* con (A,B) > 0,

(C,D) . > 0. Es facil ver que:
®*-B-0,B-D) eR” donde
B:D = {B:6/8B « B, 6 = D}
Se define:
(A,B):(C,D) = (R"-B-D,B-D).
si (A,B) < 0, (C,D) > 0 se define:
(A,B)- (C,D) = -((-A,B)),(C,D)).
si (A,B) < 0, (C,D) < 0 se define:
(A,B)-(C,D) = (-(A,B)),(-(C,D)).

%
Sea o = (A,B) e R , a # 0. Para mayor sen-
cillez, supongamos que o = (A,B) > 0, enton-

ces existe xeA, x > 0. Sean:
* %
D={T€]R/T>0,-;t_-€A}, C =R -D,

entonces es facil ver que (C,D)es una cortadura
* . 1
regular de R . Si T € D entonces T = A, luego

g 0 para todo 0 € B, o sea que

T
T-0 > 1.

Como la cortadura (A,B) es regular, dado

* : ;
€ >0, e «eR cualquiera, existen a € A,

b €B tales que
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por lo tanto se tiene que
BD = (1, +«),
esto es:
(A,B)+(C,D) = ((-=,1],(1,»)) = 1.

— %
De esta manera, se ve que R es un cuerpo

%
que posee a R como subcuerpo ordenado. 4

* _ %
C) IR es denso en R .

Sean T = (A,B), o = (C,D) eR* con 1 < o,

entonces
A ? L

*
Existe B R con B «(C, B & A. Como el con-
junto B no tiene minimo, existe 6 B, 8 < B,

por lo tanto se tiene que

T = (A,B) < 6 = ((-»,0], (8,+=)) <o = (C,D)

*
o sea que R es denso en R . 4
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- % s . )
@ Sea T «e R , entonces existe una hipersuce-

A *
sidon de elementos en R que converge a T.
' *

En efecto, existen 6(v) e R tales que
1 1 *
T-3<9(\)) <T+;)- para todo v e N ,

evidentemente: 6(v) - T . A

*
R es superdenso, puesto que R es superden-
— %
so y denso en R . A
— %

Toda hipersucesidon de Cauchy converge en R .

En efecto, sea (p(\)))\)E]N* una hipersucesidn
— % *
de Cauchy de elementos en R . Como R es den

so en ]1—2*, existen 0(V) = ]R* tales que
1 1 *
p(v) - s B(v) < p(\))+;)— para todo v € N 9

Evidentemente, (9(\)))\) ]N* es una hipersuce-
sidon de Cauchy de elementos en ]R*, luego ésta

. —%
determina una cortadura regular 6 = (A,B) e R .

_ % *
Dado e« R , € > 0 existe € e R tal que

* — %
0 < ELrK & (va que R es denso en R ).

Como (A,B) es regular, existen o A, B 8B
tales que

r O R E o
8 o



aportes 37

Como la hipersucesidon (6(v)) determina la cor

. * g
tadura (A,B), entonces existe vo eIN tal que

a < 6(v) < B para todo v > vo,

Figura 6

por lo tanto se tiene que

le(v)—el < €, < & para todo Vv > Vs

— %
o sea que B(v) > 6 en R . De (9), se tiene

que %
p(v) - 6 en R . A

: " =% , -
6:) Una hipersucesidn converge en R si y sdlo

si es de Cauchy.

(:) R es un cuerpo real, esto es, si T c:m
con T > 0 entonces VT e R.. En efecto, sea
(G(V)) N* una hipersucesidon de elementos
en R que converge a T. Sin pérdida de ge

neralidad, podemos suponer que 6(v) > 0
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* ;
para todo V € N . Evidentemente, la hipersuce-
sidn (“61\)5)\):1\1* es de Cauchy, luego ésta con

verge a un limite en R*, el cual es igual a V7. A

—%
(:) R es un cuerpo 4eal cerrado.

Demostracidon. Basta demostrar que todo polinomio
de grado impar con coeficientes en ﬁ* tiene un

cero en ﬁ*. Para mayor sencillez, vamos a demos-
trar que todo polinomio de grado 3 tiene un cero

en R, ya que el mismo método nos sirve para el

caso general.

(i) Primero, consideremos una ecuacidn polinémi-

ca de grado 3 con coeficientes reales:

x3+ax2+bx+c=0, a,b,c eR; (1)

sabemos que &sta tiene tres raices complejas.
- - - 3 -
(contamos raices miltiples como varias raices).

Sean Ak(a,b,c) (kR = 1,2,3) las partes reales
de las raices de la ecuacidn (1), ordenadas por:

Al(a,b,c) < Az(a,b,c) < 53(a,b,c),

Y, tk(a,b,c) (k = 1,2,3) sus partes imaginarias

ordenadas por
t,(a,b,e) < t,(a,b,e) < 2,(a,b,e).

Sabemos que Ak(a,b,c), tk(a,b,c) (k = 1,2,3)

son funciones continuas (de variable (a,b,c))

en m3.
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(ii) Sea

(1) = o+ a-rz +B1+y=0, a,bB,Y el (2)

una ecuacidn polindémica de grado 3 con coeficien
* - .
tes en R , si a = [(an)], B = [(bn)]’ Y .= E(Cn)]

entonces:
§ = gen({,) (Nota 6)
donde

6 (x) = © + ar- -+ b X+ e, (n=1,2,3..). (3)

La ecuacidn (2) tiene tres raices en tt = R*OETL
Las partes reales e imaginarias de estas raices
son Ok((xQB’Y)s ek(aaBsY) (k = 1:2’3) dondE:

0, (@,8,v) = [(s,(a ;b ,c)),] = 5,(,B,7)

nnn (k=1,2,3).

8,(c,8,7) = [(t,(a,,b,,¢,0),] = £,(a,8,7)

- -
Ademas, estas satisfacen:

* % "
Notese que Sps tk son "extensiones elementales

de las funciones reales Ah’ tk respectivamente

Como Ak(a,b,c), tk(a,b,c) (k' =.1,2,3)" son
continuas en R~, entonces las funciones no-estan-

dar % (= A;), Gk (= IZ) son topoldgicamente con-
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d * k% " 4
tinuas en R XR XR . Aln mas, para cualquier
* ¢
M >0, MeR , las funciones no-estdndar ©

6, son "undigormemente" top-continuas en[}MJﬂB
*,3
(= ®)7).

(iii) Ahora, consideremos la ecuacidn con coefi-

-%
cientes en IR

T +oT +BT+Y =0, &,B,?c]ﬁ* (4)
Por (:) existen hipersucesiones (a(v)), (B(v)),

(Yy(v)) tales que

a(v) »a, B(MV) >B, YW »y (v w)

con
a(v), B(V), Y(V) « R"

Tomemos M > 0 tal que

a(v), B(v), Yy(v) = [—M,M] para todo Vv € n*

Como oh(a B,Y) vy 6 (a B, y) son "uniformemente"

top-continuas en [ M M] entonces las hipersu-

cesiones de elementos en R
(T (@ (V) , BV, Y(V))) yepe*

(Gk(a(v),B(v),Y(v)))ven*

s4on de Cauchy, luego son convergentes en R ;
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sean:

0 (@ V), B(V), ¥ (V) + 0,
(k.=.1,2,3).

6, (a(v),B(V),y(V)) - 6,2

Como la ecuacidn (2) es de grado impar, entonces

- - *
una ralz esta en R , luego:

8,(a,B,7):0,(a,B,7)"0,(a,B,Y) = 0

para todo (a,B,Y) « (R*)B,

esto es:
el(a(v),B(v),Y(v))-ez(a(v),B(v),Y(v))-63(a(v),B(v),Y(v))
=0 para todo v = ]N*,

por lo tanto:

61'82'93 = 0,
o sea que ék = 0 para "algdn" k. Entonces para
alglin k, Sk es una raiz de la ecuacidn (4), pues

v = a2 % = 4y
to que la funcidn 13 * AT +:B-T + Y es ‘el 1imi

te de T3 + a(v)-'t2 + B(v) T + Y(V) cuando vV —>©. 4

Nota 6. Dada (6n) una sucesidn de "funciones rea
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les ", § = gen(én) es una funcddn no-estdndan de
*

R* en R definida por:
fCv = [(6,(x,))] para v = [(x)] eRr*. A

<:) lﬁ*[ >£. En efecto bajo la hipdtesis del

continuo |R*| » c. Si Iﬁfl = £ entonces R seria
Lsomongo a RrR” y esto contradice la existencia de
la cortadura regular (A,B) tal que A y B son su

perdensos (absurdo!). A

(:) Sea K un cuenpo ordenado tal que (i) K po-
B
see un subcuerpo isomorfo a R , denso en K.

(ii) Toda hipersucesidn de Cauchy converge en K,
. — %
entonces K es isomorfo a R .

Demostracién. Dado X = K, sean

* *
Ax={TER/TSX}, Bx={TE]R/T>X},
entonces evidentemente (Ax’Bx) es una cortadura

% g
negufarn de R , puesto que R* es denso en K. Si

X,y « K, X # Yy entonces (Ax’Bx) # (Ay’By)' En
efecto, si X < Yy entonces existe T €« R tal que

X < T < y. Se tiene que
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esto es, (AX’BX) < (A

De lo anterior, existe una inyeccidn

- J A
¥:K + R", estrictamente creciente.

fes sobre, o sea que ¥ es una biyeceidn.
En efecto, sea Y ﬁ*, entonces existe una hi-
ven* con a(Vv) e r* que conver
ge a Y. Como (a(v)) es de Cauchy en R* por den-

persucesion (a(v))

sidad de R* en K también es de Cauchy en K. En-
tonces (a(Vv)) converge en K; o sea (a(v)) » ¢

(en K). Supongamos que Yy > $(¢) = (AQ,BC), en-
tonces existiria o € R* con ¥(e) < 0 < y. Como

— % *
(a(Vv)) > vy en R entonces existe vV & IN tal
’ o

que
a(v) > 0 para todo v > Voo
luego:
& 2 a0,
asi: .
= >
(Ac’Bc) (e) > o,

esto es:

¥(e) < 0 € ¥(e) (AC’BC) (absurdo!).

Por lo tanto, se tiene que Y < ¥(¢). De 1a
misma manera se demuestra que vy > Y(c), por lo

tanto se tiene que y = L) .

La biyeccidn ¥ respeta la estructura alge-
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. — %
braica del cuerpo. En efecto, sean p,u € R enton

ces existen hipersucesiones (a(v))vem* .

(B(V)), % tales que
a(v),B(M) e RY, (a()) > p, (B(V) 1 (en®R).
Tenemos:
@W+B(V) > ptu ,  (@(V)B(V)) »> p-u (en R¥)
También:

@)~ ), @)+ W (en k),

y

@+8Mm) »$ e+ L, @ose) > 9 13w
' (en K ),

por lo tanto tenemos que:

$ o =9 e+ taw, Y ew =98 1aw. a

—% ;
@E)I{ es un cuerpo afgebraicamente completo,
: S . - %
esto es, no existe unaextension propia de R a un

cuerpo ordenado en el cual R es denso.

Demostracién. Sea K una extensidn del cuerpo or
— % - % i %*
denado R° tal que R es denso en K. Como R~ es

— % *
denso en R , entonces R es denso en K.

Si k € K entonces es facil ver que la corta-
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dura (A,B) dada por:
%* *
A={t e R/t <k}, B={te R /T >k}

*
es una cortadura regular de R , luego 0 = (A,B)

— %
pertenece a R° < K.

Si 0 < k entonces existe T « R con 0 < T
<k, o sea que Te A, luego T < 0 (absurdo!),
por lo tanto se tiene que 0 > k . De la misma
manera, se tiene que 0 & k, por lo tanto: o= k,

esto es:
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