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INTERPRETACIONES GEOMETRICA Y MATRICIAL
DEL ULTIMO TEOREMA DE FiRMAT

Rambn E. Fandino Anbelde:

INTRODUCCION.

En este articulo, daremos una interpreta-
cidn geométrica y otra matricial del Tltimo
Teorema de Fermat estudiando la funcidn

n n.l/n
Z=(X_+y)/
cuando X, Y y n toman valores ent&ros positi-
vos, lo que pensamos, es de por mi interesante.
Para esto necesitaremos un orden para matrices,

- . 4(1)

ademas de trabajar con las curvas de Lamé

([2],[3]), unas superficies que llamaremos 'de

(1) %a?riel Lamé: Fisico Francés del Siglo XIX. ([2],
3)0
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Lamé" y matrices palindromes [1].

Agradezco al Dr. Victor Albis su invaluable
ayuda en la correccidn de los primeros manuscri
tos y la redaccidn final del presente trabajo
asi como sus recomendaciones muy acertadas sin
las cuales no hubiera sido posible llevarlo a

feliz término.

1. PRELIKINARES.

Dadas dos matrices A = [aij] y-B = [bij]’

m por n, con elementos en R, definimos

A
n

S a C
A< B £ & bij' ¥(i,4), 1 m,
1 n

4
g

N

<

Es fédcil ver que esta relacidn es un orden par
cial. La definicidn anterior puede generalizar
se a matrices infinitas, centradas en el ori-

gen de ZXZ, como sigue: si

A=l pena» By, jena

b

a..,b,. eR, definimos:
197 44

A< B«s>aij < bLj' ¥(i,f) € zxz

Nuevamente es fadcil verificar que se tiene una

relacidn de orden parcial.
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Si ahora consideramos una matriz A = [aij]’
m por n, con elementos en R, definimos la matriz
ARH [a, oo |
Ln-4+1
y la matriz ARV =
vertical de A.

como el neflejo hordizontal de A

[am—i+1,j] como el neflejo

Con estas operaciones es posible introducir
la nocidn de palindromia. Mas precisamente: de-
cimos que una matriz mXmu, con elementos en R,

es:

a) Palindrome hordizontal si A = ARH. Es decir,

: i 2 .
si es simétrica con respecto a la mediana ver-

tical.

Por ejemplo,

N O
N O
w &S =

'
'
'
'
!
U
'
U
'
’
'

ronms——

O =
.ot N) o=
O =
[
<
w &=
|
et

son matrices palindromes horizontales.

b) Palindrome verntical si A = ARV. Es decir,

si es simétrica con respecto a la mediana ho-

rizontal.

Por ejemplo, las traspuestas de las matri-

ces en a) son palindromes verticales.

) Patindrome dabile i o = AR = ARK,
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RH _ 4RV _ T

d) Tetrasimétnica si A = A

Es claro que estas definiciones se extienden

facilmente a las matrices infinitas
[a..], . .
Adq (z(,,j)szz

centradas en el origen de ZXZ. En este trabajo
nos interesan especialmente las matrices tetra-

simétricas infinitas.

2. CURVAS Y SUPERFICIES DE LAME.

Una curva u 6valo de Lamé es una curva cerra

da plana definida por la ecuacidn

[x® ) 1yl® _

v ey » Ixl s a, lyl s b,

donde ve R, v > 0. Por analogia con la ecuacidn
de una elipse, los nimeros reales a > 0, b > 0

se llaman los semiefes de La curva; el nimero V
se llama el grado o pardmetro de la misma. La si

guiente propiedad resulta de la definicidn:

S4 v 22 fLa curva es suave. SL 0 < v < 2,
La curva presenta puntos de netroceso en Los

vértices:

(a,0), (-a,0), (0,b), (0,-b).



apuntes 51

La curva se dice un-xaombodide si 0 < v < 1.
Si Vv = 1, se ve facilmente que representa a un
nombo. Si 1 < v < 2, se dice que la curva es
una dubelipse o subcinrcungerencia. Si v = 2,
estamos ante una c{rcungerencLa o una elipsde.
Si v > 2, decimos que la curva es una superelip
4e o una Asupercircunferencdia. Estas denomina-
ciones se deben a Piet Hein, arquitecto y dise-
fiador sueco, de este siglo [3], quien ha usado
las curvas de Lamé para Vv = 2,5, v = 2,71828 y
v = 3,162038 en edificios y muebles ([2],[3]).
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Ahora introducimos la nocidn de superficie

de Lamé:

Vv V
(1) §,(x,2) = A 4 P '] g |x| < a, |y| < b.

’
a\) b\)

El nimero v > 0 se llama también el grado o pard
metno de La superficie. Las curvas de nivel de

esta superficie son de la forma

AY \Y
(2) c = lﬁ%— + lﬂl—, (c 2 0)
a bV

< 5 . » \%
que mediante la sustitucidn x = Ve x',
\) - -
y = Ve Yy', se convierten en curvas de Lamé, lo
cual justifica el nombre que le hemos dado a la

superficie definida por (1).

De la definicidn resultan inmediatamente las
siguientes propiedades de las superficies de La-

-

me:

1) La supernficdie degfindda por (1) es Lisa 54
vV 2 2, y presenta arnistas s4 0 < v < 2,

2) La supenficie definida por (1) es simétrnica

con nespecto a Los planos x = 0 y y = 0. SL
ademds a = b, entonces también es simétrica

con nespecto a Los planos x =y Yy x = -y.

Con cada superficie de Lamé, de parametro

V, es posible asociar una matriz infinita:
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A = Y P - Y W = .

(3 v [a&jJ(L,j)e:ZXZ’ a&j 6v(L’J)’

la cual llamamos matndiz asocdada a La supenfi-
cdie de Lamé 5V(x,y). Por lo anterior, esta ma-

triz tiene las siguientes propiedades:

La matniz infinita Ay, es polindrome doble,

centrada en el orndgen de ZXZ

BT

Ui

S{ ademés a = b, A, es tetrasimétrica.

3. LAS FUNCIONES z = (|x|"+ L 1,

Para cada n entero positivo, tenemos la si-

guiente superficie de Lamé

@ oz = QeI

de parametro V = n. Sin dificultad se puede ve-
rificar que (4) representa una 4superficde céniea,
con vértice en el origen (0,0,0), que se abre en
el sentido positivo del eje 0z. En efecto, sus
generatrices son rectas que pasan por el origen
n)l/n

s

y reposan sobre la curva C_ = (lxl"-+|g|

que se encuentra situada en el plano z = ¢, > 0.

oo

La sucesidn {Zn} formada por las curvas

n=1
definidas por (4) tiene las siguientes propieda

des:
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PROPOSICION 1. (a) {z,}. . es decreciente,

(b) {zn}:=1 convernge puntualmente a La funcibn
L(x,y) = max{|x]|,|y|}, pero no uniformemente.
La demostracidn de esta proposicidn la haremos
en el Apéndice. En virtud de (3), con cada

n =1,2,... podemos asociar una matriz infinita:

Ay = L)+ 51"

donde (A, j) €ZXZ, la cual, hemos visto, es tetra
simétrica y, en virtud de la Proposicidn 1, la

(o o]
sucesion {An} -1 s decreciente y convergente a

la matriz A = [max{[|4],|f]}].

w
w
w
W = =
w
w
w
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4. EL ULTIMO TEOREMA DE FERMAT.

Esta famosa conjetura se suele enunciar asi:

No existe terna alguna (x,y,z) de ndmeros ente-
ros posditivos que satisfaga La ecuacidn diofdn-

tica

(5) X +y =z,

para n entero mayor que 2.

Es claro que esta ecuacidn diofantica estd
relacionada con las superficies de Lamé, pues

de (5) obtenemos:

1/n
(6) z = (M+ g/,
Xy Yy positivos. Al reflejar (6) con respecto de
los planos X = 0, Yy = 0 y con respecto al eje Z
obtenemos la superficie de Lamé

& i (|x|n+ |U|n)1/n,

a la cual corresponde la matriz

3 iyl
[ 151" (4,§) ezxz

/n

. 1
Observamos que el conjunto F = {(x" +y n
X,Y,z enteros positivos} coincide con los va-
lores que toman los elementos de los -elementos

de {An}n
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Es decir, el Gltimo teorema de Fermat es equi

valente al siguiente enunciado:

Los efementos de F son ndmernos Lrrhacionales

para todo entero n mayor que 2.

o también,

Todos Los elementos de Las matrices A~ (sal
vo los de las medianas) son {rnrnacdonales cuando

n es un entero mayor que 2.
O también:

Basta que un elemento de An, n > 3 (excep-
tuando los de las medianas), 4ea racLonal para

que La confetura de Fermat no sea verdadera.

Ya hemos dicho que la sucesidn {Zn}:=1 con-
verge puntualmente, pero no uniformemente, a
L(x,y) = max{|x]|,|y|]}. Supongamos por un momen
to que esta convergencia fuese uniforme, de mo-
do que dado € = 1, existiria un natural N(g),
que no dependeria del punto (X,y) para el cual

- -
se cumpliria:

n > Ne)=> |zn-L(x,y)| <1, VWx,y) eRR .

(o]
Pero, como {Zn}n=l es decreciente, L(x,y) = hﬁzn;

por tanto
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L(x,y) < z, <TL(x,y) + 1

para n > N(e) y para todo (X,y) e RXR. En parti
cular, si (X,y) « ZxZ, entonces L(x,y) vy
L(x,y) + 1 son dos enteros consecutivos (recuér
dese que L(x,y) = max{|x]|,|y]|}), esto implica que
si (x,y) e ZXZ, Zn no es entero para n > N(e).
Es decir, la conjetura de Fermat seria cornecta
para casi todo n. Lo anterior puede interpretar
se geométricamente diciendo que para casi todo
n, Las supernficies z, estarnfan comprendidas en-
trhe Las dos supenficies paralelas L(x,y) vy
L(x,y) +1. Desafortunadamente, repetimos, £a con

vengencLia no es undforme.

Desde el punto de vista histOrico, es muy po
sible que la relacidn que hemos indicado entre
el Gltimo teorema de Fermat y las superficies y
curvas que hoy llamamos de Lamé, no le fuese des
conocida a este Gltimo, pues son bien conocidos
los intentos de Lamé para demostrar el Gltimo
teorema de Fermat (Ver L. Dickson, History of
the theory o4 numbens). Sin embargo, aqui, que
sepamos, es la primera vez que ella se hace expli

cita.
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5. ALGUNAS OTRAS PROPIEDADES DE {An}n=1 Y {Zn}n=1

[ee]
Empecemos con {A Podemos considerar cada

n n=1"
una de estas matrices como una '"tajada" o una 'sec
cidn recta" del conjunto F. Cada tajada presenta
. ” P - y
como ya lo vimos una configuracidon tetrasimetri-
ca lo que nos permite tener una visidn muy clara
de como es F para cada n , o mejor, cdomo son los
elementos de F para cada n; pues cada vez que fi

jamos un n = n, este corte nos permite "ver" 1la

estructura interna de F. (ver Figuras2 y 3).

r |
~ | »
N I -
S a — a P
A /;>§
a > a
= 4
Ano b I 2 _|>_" // Jl- o T
a e a
ok
) a _J_. a7 i~
- | '\\
// ' ~

Figura 2

a = F.

También podemos fijar un punto (X,y) =

(xo,yo) e ZXZ y hacer variar n = 1,2,3,...
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y en este caso tendriamos una "muestra longitu-
dinal" o "prueba longitudinal" del conjunto F.

Esta "muestra" seria la sucesidn de nimeros rea
n nyl/nye
les X + |t
L 1T+ 1y D )
gente al niimero entero méx{lxol,lyol} que no es

decreciente y conver

otro que el elemento £ de la matriz 1imi-

(X65Y5)
te A.

En la pagina siguiente veremos la grafica del

conjunto F.

Veamos ahora con mas detalle la sucesidn
n nyl/ny=
(x| + yl™ }n=1’ con (Xx,y) = RXR

El primer elemento de esta sucesidn, o sea
la funcidn z = |x|+|y| es una pirdmide con vér-
tice en el origen y se abre en el sentido posi-
tivo del eje zZ, sus curvas de nivel son curvas

de Lamé de grado v = 1, es decir rombos.

Esta piramide tambi&n es una superficie de

Lamé con pardmetro Vv = 1.

El segundo elemento de esta sucesidn, o sea

1/2 .
es un cono circu-

: 2 2
la funcidén z = (|x| +|y|%)
lar recto con vértice en el origen y se abre en
el sentido positivo del eje zZ, como es obvio sus

curvas de nivel son curvas de Lamé de grado v= 2,
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es decir circunferencias.. Este cono también es

una superficie de Lamé& de grado v = 2,

Para n a partir de 3, las funciones
z = (|x|n-+|y|n)1/n son conos rectos con veéerti-
ces en el origen y se abren en el sentido posi-
tivo del eje Z, sus curvas de nivel son curvas
de lamé de grado V = n, es decir supercircunfe-

rencias.

Desde luego que todos estos conos son super

ficies de Lamé con parametro V = n.

La funcidn limite o superficie limite L(x,y)
= max{|x]|,|y|} es una pirdmide con vértice en
el origen y se abre en el sentido positivo del
eje z, sus curvas de nivel tambi@n son curvas
de Lamé pero en el caso extremo V = ®, es decir

cuadrados.

Es claro entonces que todas las superficies
cdonicas para n a partir de 2 se encuentran en-
tre los espacios bastante estrechos que hay en-

tre las dos pirdmides: z = |x| +|y| y z =

max{|x]|,|y]|}.

Esta sucesidon de superficies cOnicas se pue
de ver como una flor cuyos pétalos de adentro
hacia afuera son: piramide, cono circular, cono

supercircular, cono supercircular,...piramide.
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Al cortar todas estas superficies por el plano

z = ¢ > 0 obtenemos las curvas de nivel, asi:

Figura 4

6. APENDICE.
DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 1.

T ©o .
1) La sucesidn {Zn}n—l es decreciente.
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En efecto, veamos que T es negativa para to

do x > 0, todo y > 0 y todo n (o por lo menos a

partir de un N).
. n n
Sea logzn 5 log(x +y ).

Luego:

: 1,22y
an(lo82,) = 7 “3n

l.xnlo&x+—ynlogy + 1o

n n n
X +y

g (4™ (1)
n
Luego:

9z _ (x"+y”)1/yl xMogx+y"logy 1
on n xhotoyn

log (x"+y"))

Y
n

Como >0 para x > 0, y > 0y n > 0,

basta que:

x"logx+ynlogg < 1

n
xn+yn

log(xn+yn)

para X > 0, y > 0y n > 0.

Se cumple, pues si 0 < X < y, el limite

n n
1%im (x logx+y logy) - Yoz
e Mgyt
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n n
log(x +y ) > logy para X > 0, y > 0y n > 0.

«
S|

Luego:

n n
X logX +y logy 1 n, n
xn + yn < n log(x +Y )

si 0 < x < Yy y para n > NO.

Si 0 < Yy < x, el limite:

15m (x logx~+y logy) ' Lipgh

n->oo xn + yl

y % log(xn+yn) > logx para x > 0, y > 0 y n > 0.

Luego:

n n
X logX+ Y logy 1 n,.n
le + y". < n lOg(x +y )

si 0 < Yy < x 'y para n > Nl'

Sea N = max{N_ ,N_ }.
o’ 1

9z,
Luego: T < 0 para x > 0, y > 0y n > N.

oo
Luego la sucesidn {Zn}n=1 es decreciente (a

partir de N).
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] -
2) La sucesidn {Zn}n=1 converge puntualmente a
la funcidn L(x,y) = max{|x|,|y|} pero no unifor

memente.
Tomamos el logaritmo natural de (xn+yn)1/n

y aplicamos la regla de 1'H3pita1.

-

Asi:

n.on
lim[log(xn+y”)l/”] - Hm[lo (X _+y )]
N->o0

N> n
n n
X 1i%:+g logy logy en l<x<y
= 1im Y -
n>eo 1 logx en 1l<y<X
Luego:
Yy en 1< x<y

lim(xn+gn)l/n

L i X en l<y<x
De donde:
A n, n.l/n i
1im(x +yY ) = max{x,y} para x > 1 y y > 1.
N->oco

Por simetria:

15m(| x|y ™" = max {[x],]yl} para [x]>1y [y]>1.
N->c0

La convergencia no es uniforme pues el N grande
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depende de X y de Y.
En efecto:

1/n

| (x"+y™) - max{x,y}| < ¢

/n

- e < (x"+y")1 - max{x,y} < ¢

1/n

- e+ max{x,y} < (x"+y") < ¢ +max{x,y}

log(-e+max{x,y})< % log(xn+yn) < logf(e+max{x,y})

log (-e+max{x,y}) < L < log(e+max{x,yl}) .

log (x"+y™) n log (x"+y™)

Luego

n n n n
log (X +y ) 2 W & log (X +y )

log(e+max{x,y}) log(-e+max{x,y})

como se ve, de esta desigualdad, N depende de

(x,y) luego la convergencia no es uniforme.
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