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AXIOMA DE COMPLETEZ

Yu Takeuchd

§1. INTRODUCCION.

En la mayoria de los libros del andlisis
real, se adopta, como el axioma de completez (o
completitud) la existencia del Sup y del Inf pa
ra todo subconjunto no vacio y acotado de R, y
luego se estudian algunas propiedades de R deri
vadas de dicho axioma. Por lo general no se acla
ra la equivalencia entre estas propiedades y por
esta razdn, solamente muy pocos profesores y es
tudiantes conocen las otras maneras de enunciar
lo. En el presente trabajo se trata de dar, en
forma sistem&tica, los axiomas equivalentes al

de completez.

Una estructura matemd&tica K es un '"cuerpo

ordenado" si existen en K las cuatro operacio-
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nes algebraicas "+, X, -, %" con sus respectivas
propiedades bien conocidas, y el orden (o desi-
gualdad) "<" compatibfe con las cuatro operacio-
nes, es decir, si a < b entonces a+¢ < b+c ;

asc < bec para ¢ > 0 y bec < a*c para ¢ < 0. La
estructura de orden nos permite definir en K el
valorn absoluto en la forma usual, y en consecuen
cia conceptos topolbgicos tales como "conjuntos
abiertos", "conjuntos cerrados", "conjuntos com
pactos", "puntos de acumulacidn", '"convergencia

de sucesiones", etc.

Para un cuerpo ordenado K son equivalentes

las siguientes seis propiedades:

(1) Todo subconjunto no-vacio y acotado superior
mente de K posee extremo superiorenK (Axioma de Com

pletez)

(2) Toda sucesidn creciente y acotada superiermen-

te converge en K (Teorema de Weierstrass).

(3) Todo subconjunto infinito y acotado de K,
tiene por lo menos un punto de acumulacidn enK

(Teorema de Bolzano-Weierstrass).

(%) Dada una sucesidn decreciente de subconjuntos
acotados, cerrados y no vacios de K, la intersec
cidn total no es vacia (Teorema de encaje de Can

tor). 4

(5) Todo subconjunto acotado y cerrado de K es
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compacto (Teorema de Heine-Borel).

(56) Si (A,B) es una cortadura de K (Nota 1), en

tonces A tiene mdximo o B tiene minimo.

NOTA 1.Una pareja (A,B) de subconjuntos no-va-
cioe de K se llama una cortadura de K si (i) A<B
(esto es, a < b para todo ae= A, b « B),

(i22) AUB = K.

Sea ¢ el elemento neutro para la multiplica
cidn en K, entonces e+e (=2e), e+e+e (=3e),...
pertenecen a K, 0 sea que K contiene un subcon-
junto isomorfo al confjunto de Los ndmeros natu-
nales (m)(*). En consecuencia, K contiene un cﬁeg
po ordenado isomorfo al conjunto de todos los ni
meros racionales (Q). Sin pérdida de generalidad,

podemos suponer siempre que K contiene a Q.

Ademd@s de las seis propiedades antes mencio-
nadas, el axioma de completez "Amplica" las si-

guientes tres propiedades:

(7) K es arquimediano; esto es, para cada x e K
con X > 0 existe un ndmenro naturaf n tal que

X < n.

(*) Esto se tiene porque todo cuerpo ordenado es de carac
teristica cero, de manera que ninguno de los elementos et+e
+e ...+e serd cero; se sigue que todo cuerpo de caracteris
tica cero tiene un subcuerpo isomorfo a los racionales

([3]) p.77).
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(8) @ es denso es K; esto es, para todo x,y e K

con X < Y existe ¢ € 0 comprendido entre X,y.

(9) 1im % = 0 (en K), es decir, dado € > 0,

n->00 1
€ € K existe No e N tal que 'Z - 0] <€ para todo
n >N .
O
Obsérvese que € es cualquier elemento positi

vo de K.

Ndtese que estas tres filtimas propiedades
son equivalentes mutuamente (Nota 2), pero evi-
dentemente @stas no son equivalentes a las pri-
meras seis propiedades; en efecto, Q es arquime-
diano pero Q no satisgace el axioma de completez.
El axioma de completez es equivalente a las si-

guientes propiedades:

(10) K es arquimediano y, toda sucesidn de Cau

chy converge en K.

Decimos que un cuerpo ordenado K es "afge-
braicamente completo" si no existe una exten-

sidn propia de K a otro cuerpo ordenado donde K

sea denso.

El axioma de completez es también equivalen

te a:

(11) K es arquimediano y algebraicamente comple

to.
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Citamos como ejemplo el libro "Analisis Ma
temdtico" de T.M. Apostol (2a. Edicidn, Ed. Rever
té, 1976), donde se adopta la propiedad (1) como
axioma de completez para R (p.11, Axioma 10), y
luego se demuestran solamente las siguientes im

plicaciones:
(1)=>(7) (Teorema 1-18, p.13).
(1)=(3) (Teorema 3-24, p.66).
(3)=>(4) (Teorema 3-25, p.68).
(4),(8)=>(5) (Teorema 3-29, p.70).
(3)=>(10) (Teorema 4-8, p.88).
(1)=(2) (Teorema 8-6, p.225).

En el siguiente pardgrafo daremos demostracio
nes de las implicaciones: (2)=(1), (10)=(1),
£1)=>(6),-€6)=> (2] (8)*(8)37 (3= (2),” (R)*¥(8),
(2)=(11), (11)=(1), las cuales, junto con las
implicaciones mencionadas en el libro de T. Apos

tol, garantizan la equivalencia de las 8 propie

dades (1)—(6), (10) y (11) para un cuerpo orde

nado K.

NOTA 2. (Equivalencia de (7), (8) y (9)).
(8)=> (7). Sea x = K, x > 0; por la propiedad

(8) existen n,h €« N tales que

X e % Sy S e N
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luego:

x < %»s n (propiedad (7)).

(7)5(9) Dado € > 0, € € K existe N_ tal que

N > 1
€

o (por la propiedad (7)),

por lo tanto, para todo n € N, n > NO se tiene

que

(@)
A
S|

< < € (propiedad (9)).

£
N(‘,

(9)=>(8) Sean x,y € K, para mayor sencillez su-
pongamos que 0 < x < y (en los otros casos la

demostracidbn es similar).

Por la propiedad (9) existe ne N tal que

1
= <& -
n y-x

Aplicando nuevamente la propiedad (9) existe

ke N tal que

1 1 k
'Esn_g'9osea) y\<ﬁ

esto es, el conjunto 1 = {k « N/ % > Yy} no es va

c{o. Sea m = Minimo de 1, entonces

m-1
> Y, n

S| 3

< Y,

- luego:
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m-1 m 1 1
— - = —_— - - D Hey w— > (
n 5 nTATRS A 2
esto es:
m-1 .
X% Soiastall (propiedad (8)).

§2. DEMOSTRACIONES.

(i) (2)=(1). Supongamos (2). Evidentemente, to

da sucesidn decreciente e inferiormente acotada

también converge en K.

- Primero, demostremos que K es arquimediano
(o lo que es lo mismo, la propiedad (9)). Por

o p . n 1
hipdtesis la sucesidn (E) converge:

1
(5) > e(20).
S5i ¢ > 0 existiria N €N tal que

1 1
— - — >
In e| < 5C para todo n N.

o sea,

+-%c =-§c para todo n > N.

N =
~
A
S|
A
n

Como 4n > n > N se tendria que

luego: 2¢ F< S=1x 5 C. absurdo!
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Por lo tanto se tiene que lim = = 0.

- Supongamos ahora que A es un subconjunto de K

no-vacio y acotado superiormente; sean X, « A,

1
yl = una cota superior de A, y consideremos el

1

punto 5(x1-+y1).
.1 .

- 8i 5(x, +y,) es una cota superior de A, sean

X, = X, 3 Y, = l(x +yY,)

k& 2 271 17"
+Y,) no es una cota superior de A, sean
X, € A X, > l(x +Y.)s Y, = Y..
2 ? 2 21 1772 2 1

Asi sucesivamente se obtienen dos sucesiones
mondtonas (xn)’ (yn), la primera creciente y la

segunda decreciente tales que

X, <A, Y, €s una cota superior de A, =&

X ) < (%)

1
0 < Yp-x, € (Y, 1-%, 4

n

Por la hipdtesis (2) las sucesiones (xn)’ (yn)

convergen en K. Sean:

- = 1 = (==
1im X, =X lim ¢, Yo» X sY, K

n—+co o n->oo °

Por la propiedad arquimediana del cuerpo ordena-

do K se tiene que
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Yyp=%4) =0,

luego: xo = yo. Evidentemente se tiene que xo es
cota superior de A y que si M es otra cota supe

rior de A entonces x § M, por lo tanto:

X, = Y, = Sup A.

(ii) (10)=(1). Sea A un subconjunto de K, no-
vacio y acotado superiormente, En la demostra-
cidn anterior las sucesiones (xn)’ (yn) son de
Cauchy ya que, por (1) se tiene que para todo

kR > n:

n-1

0 s y,-x, € Y -x, < (P,

ademds, por la propiedad arquimediana de K:

(%)”_1 (yl—xl) + 0 (cuando n + «),
X4 *  *k Yn Yy
Fig. 1

Por la hipdtesis (10) las sucesiones (xn)’ (yn)

convergen,y, X_ = 1lim Xx
o N0 N—>oo

= 1im Y, es el supre
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mo del conjunto A.

(iii) (1)=>(6). Supongamos (1), evidentemente to
do conjunto no vacio y acotado inferiormente tie

ne extremo inferior.

Sea (A,B) una cortadura de K; para todo

a e A, b &« B tenemos: a < b, luego:
sup A £ b para todo b = B,

por lo tanto

Sup A £ Inf B.
Como AUB = K entonces hay dos posibilidades:

- Sup A= A; en este caso A tiene méximo.

- Sup A € B; en este caso Inf B & B, luego B

tiene minimo.

-

Nétese que en cualquier caso se debe tener

que SupA = InfB ya que AUB = K.

(iv) (6)=>(2). Sea (an) una sucesidn creciente

y acotada, si

A

1]

{x e K/x < a, para algin n} = U {x e K/x ¢ an}
n=1

28]
n

{x = K/x > a, para todo n} =[] {x= K/x > an}
n=1



134 apuntes

entonces A # f§, B # # ya que la sucesidn (an) es
creciente y acotada. Evidentemente A< B, y,

AUB = K, luego (A,B) es una cortadura de K. Por
la hipdétesis (6), A tiene midximo & B tiene mini-
mo. Supengamos que A tiene mdximo M; como M A

entonces existe m « N tal que M < a,- Dado € > 0

cualquiera, M+e €B, luego:

a, < M+e para todo ne N,

por lo tanto:

M < a, < M+e para todo n > m,

esto es
1lim a_ = M.
n_-)oo n
De la misma manera se demuestra que (an) con

verge en K para el caso en que B tiene minimo.

(v) (5)=(3). Sea S un subconjunto de K, acota

do e infinito. Primero, como S es acotado exis

te un intervalo [a,b] = {x € K/a £ x £ b} que
contiene a S. Dado x €« K, si X no e4 punto de
acumulacidn del conjunto S, entonces existe una
vecindad de x, digamos V(x;8(x)) = (x-8(x),x+6(x)),
que contiene un nfimero "{§inifo" de puntos de S.
Es evidente que

[a,b] =K = U V(x;8(x))
xeK
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Por la compacdidad del intervalo [a,b] (hipdtesis

(5)) existen x1’x2""’xm tales que

m
S =[a,b] « U V(x,;8(x,))
% k k
k=1
esta iltima contenencia implicaria que S es un

conjunto "fLnito" (absurdo!)

Por lo tanto, algln punto de K debe ser pun-

to de acumulacidn del conjunto S.

(vi) (3)=(2). Sea (an) una sucesidn creciente y
acotada superiormente. Si el conjunto ﬂﬁ/n e N}
es "f4nLto" entonces la sucesidn es "consdtante"

a partir de algln término y por lo tanto conver-
ge. Si el conjunto {an/n e N} es "dAnfinito", en-
tonces tiene por lo menos un punto de acumulacidn
(por la hipdtesos (3)) el cual es evidentemente

el 1limite de la sucesidn (an)'

En el libro de T.M. Apostol se demuestra que
a partir de (4) (teorema del encaje de Cantor),
utilizando adici{onalmente el teorema de Lindeldf
(que es una consecuencia de la propiedad arquime
diana (8), Nota 4), se obtiene el teorema de Hei
ne-Borel (propiedad (5)). Con el fin de obtener
dinectamente la implicacidn (4)= (5) es necesa-

nio demostrar que (8) es una consecuencia de (4).
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(vii) (4)=>(8). Supongamos (4); si K no fuera
arquimediano existiria b € K tal que b > n para

todo n &« N. Consideremos el conjunto acotado:

S={xeK/x < npara algin ne Nt = | {x= K/x < n}
n=1

entonces 8 es un conjunto cerrado. En efecto,

X « K-S entonces:

X > n+l1 para todo n e NN,
luego

X-1>n para ftodo ne N,

esto es
(x-1, x+1) = K-S ,
por lo tanto, K-S es abiento, luego S es cernrado.

Sean

sn=sn{x-_—K/x>n} (n =1,2,3,...),

entonces (Sn) es una sucesidn decreciente de sub
conjuntos de K. Ademés, Sn # # ya que n Sn'
S es "cerrnado" por ser interseccidn de dos sub

conjuntos cerrados de K; ademés Sn es acotado.

Por la hipdtesis (U4):
o
N Sn £ P
n=1

Pero, se tiene que:
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N Sn= {x e K/x > n para todo n e N} 0
n:

{x = K/x < n para algin n} = ¢

(absurdo!). Por lo tanto,

sea que ) es denso en K.

(viii) (2)=(11).

K debe ser arquimediana, o

Recordemos que la hipdtesis

(2) garantiza la propiedad arquimediana delcuer

po ordenado K. Sea F una extensidn del cuerpo

ordenado K tal que K es denso en F, entonces 0

es denso en F (esto es,

F es arquimediano). Da-

do X € F existe una sucesidn creciente (an) de

elementos en

x -

K tal que
1

B o <
n Ty S

X

para todo ne N

o sea que (an) + X (en F). Por la hipdtesis (2),

la sucesidn (an) convenge en K, digamos (an) > a

(en K). Como K es denso en F entonces se tiene

que: (an) + a (en F), luego x = a € K, esto es

F = K. Por lo tanto, K es algebraicamente com-

pleto.

Antes de demostrar la implicacidn (11)=> (1),

recordemos que el sistema numérico real R, cons

truido por cortaduras de @, 8, por sucesiones de

Cauchy en Q,

es un cuerpo ordenado que satisfa-

ce el axioma de completez. Tenemos el siguiente

lema:
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LEMA. Todo cuerpo arquimediano K es un subcuexn-

po ordenado de R (en el sentido de isomorfismo).

En efecto, como @ es denso en K, entonces
dado x €« K existe una sucesidn (nn) de elemen-
tos en Q que converge a X (en K). La sucesidn
(nn) es de Cauchy en @, luego (nn) converge en
R, digamos (nn) + ¢y (en R). Es fdcil ver que "y"
no depende de la escogencia de la sucesidn (nn)
que tiende a "x" en K, esto es, tenemos una fun
cidn de K en R que hace corresponder x € K a
Yy €R. Evidentemente, esta funcidn es uno a uno
y nespeta las operaciones algebraicas y el or-
den del cuerpo ordenado. De esta manera, se ve
que IR posee un subcuerpo ordenado "isomorfo" a

K.

(ix) (11)= (1). Supongamos que K es un cuerpo
arquimediano y algebraicamente completo; sin
pérdida de generalidad podemos suponer que

D cK<R (por el lema anterior). Si K # R en-
tonces R es una extensibn propia del cuerpo or
denado K donde K es denso en R, luego K no es
algebraimente completo. Por lo tanto, la hipd-
tesis (11) implica que K es isomorfo al cuerpo
real R, esto es, K satisface el axioma de com-

pletez.
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(ix)
J

--— implicaciones dadas
en T.M. Apostdl.

Fig. 2

NOTA 3. Las propiedades (1) a (6) implican la

propiedad arquimediana del cuerpo ordenado K.
Sin embargo, anotamos:

- Existen cuerpos ordenados "no arquimedianos”
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donde "toda" sucesidn de Cauchy converge. Por
ejemplo, en R* (el cuerpo real no-estdndar) las
inicas sucesiones de Cauchy son "constantes" a
partir de algun término, luego estas son conver
gentes. Sabemos muy bien que R* no es arquime-

diano.

- Existen cuerpos ordenados algebraicamente com
letos, no arqguimedianos. Por ejemplo, el com
: o 3 i

— w
pletado R* deR esalgebraicamente completo (ver

[2])

NOTA 4. La propiedad arquimediana del cuerpo K
"implica" el siguiente teorema del recubrimien
to de Lindelof.

Teorema de Lindeldf. (Apostol, Teorema 3-28,p.70)
Sea S un subconjunto de K, entonces todo recubri
miento abierto de S posce un subrecubrimiento
"contable".

Sin embargo, esto iltimo "no implica" la pro
piedad arquimediana del cuerpo K. Por ejemplo,
consideremos en R un subcuerp K = @(X) don-
de A es un Anfindito positivo, entonces K es un
cuerpo ordenado "contable", por lo tanto en K
se satisface el teorema de Lindeldof. Evidente-

mente, K no es arquimediano.
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