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ABSTRACT. Homology and cohomology groups for open
domains of the plane are defined in terms of the
concept of index of a curve with respectto a point.
A Mayer-Vietoris sequence is established for both
homology and cohomology by means of simple results
of elementary complex analysis. Some applications

are given.

RESUMEN. Se definen grupos de homologia y cohomolo
gia para dominios del plano por medio de la nocidn

de indice de una curva con respecto a un punto. Se
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dan algunas aplicaciones.

§1. INTRODUCCION

El uso de métodos topoldgicos en andlisis es
de vieja data. La homologia singular y la cohomo-
logia con valores en un haz juegan papeles Gtiles
e importantes en ciertos aspectos del Andlisis Com
plejo. Los métodos topoldgicos han sugerido con
frecuencia resultados en andlisis y, a su vez, téc
nicas analiticas han mostrado ser eficientes en el

establecimiento de propiedades topoldgicas.

La nocidn de homologia basada en el indice, 1la
cual puede atribuirse a E. Artin y C. Caratheodory
dada la importancia que estos matemdticos atribuye
ron al concepto de indice de una curva y al papel
que éste jugaba en la Teoria de Cauchy, no ha sido,
hasta donde llega nuestro conocimiento, explotada
sistemdaticamente. Esto nos parece inapropiado, pues
dicha homologia es cdmparativamente mds simple y
natural que la homologia singular en el caso de los
dominios del plano. Tal nocidn de homologia, defi-
nida al fin y al cabo por un cierto tipo de grado
topoldgico, es, como demostrd D. Mond, equivalente,

aunque no trivialmente, a la homologia singular.

El objeto principal de este trabajo es mostrar
- . - - e -
' como una sucesion de escisidon para la homologia de

iiArtin, sucesidn del tipo Mayer-Vietoris, sugiere
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"algunos resultados en Andlisis Complejo. Luego ve-
remos cOmo estos equivalen a la exactitud de dicha
sucesidon. Finalmente daremos demostraciones pura-
mente analiticas de estos resultados, obteniendo
de esta manera una demostracidn, también analitica,
de la exactitud de la sucesidn de escisidn para la
homologia de Artin. Mddulo el resultado de Mond,
esto implica la exactitud de la sucesidn de Mayer-

Vietoris para la homologia singular.

Nos parece que todo esto representa un ejemplo
relativamente simple del pépel complementario que
técnicas analiticas y técnicas topoldgicas juegan
dentro del andalisis moderno. Algunos de 1¢s resul-
tados obtenidos han mostrado ademd@s ser de alguna
utilidad, especialmente en la teoria de las ecua-

ciones diferenciales complejas.

Supondremos conocidas del lector las nociones
bdsicas de la teoria de la homotopia, incluyendo
la definicidn y propiedades elementales del grupo
fundamental, asi sea s6lo para dominios del plano.
Si 0 es un dominio del plano, C(Q) serd el conjun-
to de las curvas cerradas de , es decir, de las
aplicaciones continuas a:1 + Q tales que a(0) =a(l).
Aqui, T = [0,1]. Si a € 2, con C(Q,a) denotaremos
el subconjunto de C(Q) de las curvas cerradas con
origen en a: a = o(0) = a(l). Si a,B  C(Q,a), di-
remos que a ¢4 homftopa a B en Q y escribiremos

a ~ B(R), si existe o:IxI > Q, continua, tal que
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0(6,0) = 0(8,1) = a4 para todo 6 .e I y que o(0,%) =
a(t), o(l,t) = B(t), £t = 1. Se dice que ¢ ¢4 una
homotopia de Q que deforma a o en B. La relacidn

R = {(a,B)la > B(Q)} es una relacidn de equivalen-
cia en C(Q,a). E1l conjunto cociente

(1.1) m,(Q,a) = C(Q,a) /R

tiene una estructura natural de grupo. Si para
ae C(Q,a) denotamos con [a]a la clase mddulo R de

o, la ley de composicidn en ﬂl(Q,a) esta dada por

(1.2) 0], 6], = [at],

donde aB(t) = a(22), 0 € t < 1/2, (aB) (1) = B(2t-1),
1/2 € £ < 1. 8i Y, (%) = a paratodot=1, 1, =[Y],
es €l elemento neutro de nl(Q,a); vy il & TR, a)
entonces [dJ]a, donde dJ(t) = a(l=-2),.0.£ 4 .4,

es el inverso de [a]a.

El grupo 7,(Q,a) se denomina el grupe fundamen
tal o grupo de homotopia de Q relativo al punto a.
No es dificil demostrar que si tambi&n b = Q enton
ces ﬂl(Q,b) ~ nl(Q,a), razdén por la cual se habla

del grupo nl(ﬂ) sin especificar el punto al cual

se refiere.

Dada la extensidn del presente articulo hemos
resuelto, atendiendo la solicitud de los editores
de recortarlo, suprimir buena parte de las demos-

traciones. Esto nos parece apropiado, pues éstas;
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largas y aburridas, son mds un ejercicio de pacien
cia que de pericia. Niglin lector interesado tendri
dificultades serias al intentar reproducirlas, si
para ello dispone de una cierta dosis del primer

ingrediente.

§2. NOCIONES BASICAS DE ANALISIS COMPLEJO.

El objeto de esta seccidn es fijar el lenguaje
y la forma de los resultados de and@lisis complejo
necesarios en el resto del trabajo, y que algunas

veces no es la corriente en los textos usuales.

En todo lo que sigue, y salvo advertencia ex-
presa de lo contrario,  sera un dominio def plLano.
Es decir, un abierto conexo y no vacio de £. Supon
dremos también que toda curva Y de Q esta parame-

trizada por el intervalo [0,1].

Si § es una funcidn analitica en §i, es posible

definir
( fdz
o
donde Y es cualquier curva de . Basta en efecto
tomar
3 dz = f dz
(2.1) [yddz = [, dz,

donde Y, es cualquier poligonal de @ tal que

Yo(0) = Y(0), Y,(1) = ¥(1) y que-
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lyct) -y (0| < n/4, te [o0,1],

siendo £ la distancia de Y([O,l]) a L-0, Se ve f4
cilmente que (2.1) no depende de Yo ©n tanto Y, sea

poligonal de aproximacidn.

Es fdcil ver que si Y es una curva cerrada de
Q entonces (ver [2],[5])

ezl b o085 "
Ind.Y(a.) - 2TT,(:f.Y 2-a ¥ a4 = € Y([O,]:])’

el cual se denomina el {ndice de Y con hespecto al

puntc a, es siempre un entero, y que la aplicacidn

IndY:E— YCI) — Z
avr> IndY(a)

es continua. Tal aplicacidn es entonces constante
sobre toda componente conexa de - Y(I), y eviden-
mente nula sobre la componente conexa no acotada
de este conjunto. Si E(Y) es el conjunto de puntos
de €~ Y(I), donde IndY se anulae KY) = €- Y(I) - E(Y),
entonces C(Y) eI(Y) son abiertos de €, denominados
respectivamente el extfendion y el Anterdlon de y. Es
claro que 1(y) = I(Y)UY(I) es compacto. El nimero
Ind (a) se interpreta usualmente como el nimero ne

¥
to de vueltas que Y da alrededor de a.

Si Y es una curva cerrada de , se dice que Y
es nul-homéLoga u homéLega a cerno en Q si I(Y) = Q,

es decir, si Ind,(a) = 0 para todo a § Q. Es corrien
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te escribir Y~ 0(R) para indicar esto. M3as general
mente, si Y1 .¥ Y2 son curvas cerradas de ( tales
que IndYI(a) = Indyz(a) para todo a‘¢ N, se dice
que Y; es8 homéloga a Y, en Q, y se escribe Yy~ Y,(Q).
Si para cada b € Yp denota la curva Y, (2) = b,

L« 1, entonces Y ~ 0(R) si y s6lo si Y ~ Yp(Q) pa
ra todo b € Q. Por otra parte, si Yy ¥ Y, son cur-
vas cerradas de  y @ es una curva de 2 tal que
a(0) = Y,(0) y a(l) = Y,(0), entonces Ylu.thi'1 es
una curva cerrada de 2 y Y; ~ Y,(R) si y s6lo si
YiaY,at ~ 0(9).

La vensdibn homolégica del Teorema de Cauchy
afirma que si Yy ¥ Y, son curvas cerradas de 9 en-

tonces Y; ~ Y, si y s8lo si

Iylédz - IYzédZ

para toda funcidn analitica { en Q. En particular,

IYlﬂdz = 0

para toda funcidn analitica § en Q si y s8lo si

Yy ~ 0(R). Al respecto de la versidn homoldgica
del Teorema de Cauchy pueden consultarse [1], [2],
[5], [30]. Una demostracidn simple puede basarse
en el Lema 2.2 siguiente, como lo observaremos en

la Nota 2.1.

Si Y; y Y, son cerradas y Y; es homdtopa a Yo
en @, la versidn homotdpica del Teorema de Cauchy

implica que Ind, (a) = Indy (a) para todo a “ Q,
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©c sea, que:Y; ~ Yo(R). La versidn homoldgica del
: Teorema de Cauchy implica entonces la versidn homo
tépica.

Si @ es un dominio de €, se dice que Q es s4Am-
plemente conexo si existe a en § tal que toda cur-
va cerrada Y de-origen en a es nul-homdtopa. Se di
ce también que Q es contraible al punto a. En tal
caso, si o es cualquier curva cerrada de  y § es
una trayectoria de £ comn §(0) = a y 6(1) = a(0),

entonces Sadl es nul-homdtopa, asi que

J gdz = [ §dz = 0.
a

Sadt-

No es dificil ver que si  es simplemente cone

X0, no importa cual sea el origen de la curva ce-

rrada Y, Y es nul-homdtopa en f.

Sea Q un dominio de E. Se dice que 0 es n-cone
x0 si €-Q tiene n componentes conexas acotadas. Es
posible en tal caso que E€-Q tenga infinitas compo-
nentes conexas no acotadas. Si €3 denota la esfera
de Riemann, es decir, el compactado de Alexandroff
de € ([32],cap.3), se puede demostrar (ver [4]),
que ) es n-conexo si y solo si €,- N tiene exacta-
mente n+l compomnentes conexas. En particular, () es
O-conexo si €~ no tiene componentes conexas aco-
tadas. Si Y es entonces una curva cerrada de {2, ne
cesariamente E-Q S E(Y), asi que I(Y) =Q vy Y ~ 0(R).

Jor lo tanto,
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g fdz = 0
Y

para toda funcidn analitica § en Q.

Si § es un dominio de I, denotaremos con ((Q)
al espacio vectorial sobre T de las funciones ana-
1iticas u holomorfas en §i. De hecho, 0(Q) es un &l
gebra sobre £, pues el producto de funciones holo-
morfas es una funcidon holomorfa. Los siguientes re
sultados del andalisis complejo elemental seran fre

cuentemente usados en lo que sigue.

LEMA 2.1. (Morera) SL f es confinua enQe JYM& =0
para toda trayectordia cernada Y de @, entonces exis
te F e 0(Q) tal que

F'(z) = $(2)

para todo z & Q. En particular, § = 0(Q).

Por lo tanto:

COROLARTIO 2.1. Si Q es O-conexo o simplemente cone
x0, v si =« 0(R), existe F e 0(Q) tal que

F'(z) = $(2)

para todo Z e Q.

% ) G : :
Sea 0 () el conjunto de las funciones holomor

fas que no se anulan en ningin punto Z de Q.  E1

conjunto 0%(Q) tiene una estructura natural de gru

po abeliano multiplicativo: si $, 0 = 0*(9),
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(§9)(2) = §(2)g(2), z «Q.

La estructura de Z-mSdulo esti determinada por

la ley externa
(n,§) — ", naz, {«0*®),

donde §"(z) = (§(z2))", z € Q.

Del Corolario 2.1 se deduce sin mas que

“ COROLARTIO 2.2. Sean § « 0*(Q), Y una curva cerrada
de Q. Entonces,

1 J §'(z)dz
214 §(2)

es un entero. Este entero es nulo para toda cunrva
cerrada Y de Q 84 y 8680 84 exdiste g en 0(Q) tak
que

f(z) = e9(2)

para todo z « Q.

El siguiente resultado es fundamental. Demos-

traciones detalladas pueden encontrarse en (5] y

[30].

LEMA 2.2. Sean Q un abierto de &, K un subconjun-
Lo de Q. Entonces existen trayectorias cerradas
YyseeesYy de Q- K tales que
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n
(2.2) f(a) = L I 8¢2) 4,
hzlan Yp

para todo a « K y toda funcidn holomorfa § en Q.
NOTA 2.1. Es posible deducir del resultado ante-

rior la versidn homoldgica del Teorema de Cauchy.

En efecto, si Y es una curva cerrada v Y ~ 0(Q),

entonces K = T(Y) es un subconjunto compacto de Q
y existen Y;,...,Y,, trayectorias cerradas de Q-K,

tales que

¢ o1
{}(Z) o k.-z- 2TA JY

Se deduce que

n
§(z)dz = 1 J
JY §l2ﬂ4

3
2
<

() | L2hae
Yk Y
Pero, dado que YR(I)NI(Y) =&, kR = 1,2,...,n, es

claro que
n
J dz /(E - z) = -ZTHLIndY(g) =0, £ | Yp(I).
Y =1
Entonces

JYﬁdz =0

NOTA 2.2, En vista de lo anterior, la condicidp

(2.2) en el lema es equivalente a la siguiente;
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1, b K.

]

n
(2.3) } Indy, (b)
k=1

Tk :
0, b & Q.

NOTA 2.3. Del lema 2.2 es facil concluir que si Q
es simplemente conexo entonces ! es O-conexo. La
afirmacidn reciproca, tambien valida, es consecuen

cia del Teorema de Conformidad de Riemann (Rudin

[30],Cap. 13}

§3. EL GRUPO DE HOMOLOGIA DE ARTIN

~

Si C() es el conjunto de las curvas cerradas

de un abierto {2 de €T, y
h = {(a,B)|a,B = C(R) y a ~ B(R)},

entonces h es una relacidn de equivalencia en C(Q).

El conjunto cociente
(3.1} Hl(Q) = C(Q)/h

tiene una estructura natural de grupo abeliano. Si
a e C(Q) vy <a> denota su clase mbédulo h, tal es-
tructura esta determinada por la ley de composi-
cildn <a>+<B> = <aYBY1>, donde Y es cualquier tra-
yectoria de § que una a(0) con B(0). E1 elemento’
neutro de este grupo es 0 = <Ya>, donde a4 es cual-
quier punto de19 y Ya(t) = a4 para todo t & 1. Ade-

1
mas, - <Y> = <Y "2,
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Como grupo abeliano, HI(Q) tiene una estructu-~
ra natural de Z-mddulo. La ley externa esta deter-
minada por (n,<a>) =+ Rk<o> = <o>. Obsérvese que
Indan(a) = nlndy(a), a # Q.

DEFINICION 3.1. E1 Z-mddulo HI(Q) se denomina el
grupo de homoLogia de Arntin de Q.

Si @,B son curvas cerradas de 2 y o ~ B(R), el
Teorema de Cauchy asegura que o ~ B(fl). La aplica-

cidn natural
Ve nl(Q a) — H;(R)

dada por

(3.2) o w([e]g) = <>

esta entonces bien definida, es sobreyectiva y evi
dentemente un homomorfismo de las estructuras de

grupo.

NOTA 3.1. Sean ®,0y, ... »0, curvas cerradas de

Q@ yny, ... ,ny niimeros enteros. La notacidn
{(3.3) ¢ ~ nyopt+ ...+ nmam(Q)

significard que

m

Ind,(a) = Elnhlnduh(ﬂ)

para todo a & Q; es decir que
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<> = n1<al>+n2<a2>+ +”m<°‘m> ~

Sean Yl’ e+ »Yy trayectorias de  tales que
Yp(0) = a(0), Y, (1) = a,(0), kR =1,2,...,m, Enton-

ces (3.3) vale si y sdlo si
n,.l T |
a ~n (YlallYl) " h (YmammY )(R).

Supdngase que ) es N-conexo y que Kl""’Kn
son las componentes conexas acotadas de T- Q. En-
tonces Kl""’Kn son subconjuntos compactos de [.
Si 1 £ p £ n, es pecsible demostrar (ver [4]) que
Q' = QU KlU P | Kp es ain un dominio de &, el cual
es N - conexo, ¥y Kp+l”“’Kn son las componentes
compactas de €-Q'. En particular =52UK1U...UKn
es un dominio O-conexo de T, es decir, Ew-Q es co

nexo.

Si Q2 es O-conexo entonces Hl(Q) = {0}, pues si
Y &« C(2) entonces Y ~ 0(R). Se concluye que si @
es simplemente conexo, también Hl(Q) = {0}. La
construccidn necesaria para la demostracidn del si

guiente Teorema se basa en el Lema 2.2.

TEOREMA 3.7. Sea Q un domindio n-conexo, n > 1. Sean
2o = Q y Kys...,Ky Las componentes conexas (ompac-
tas de €T-Q. Entonces, existen trayectorias cerra-
das Yp en 2, con Yp(0) = z,, Bk = 1,2,...,n, tales

que
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¥ K.
a e j

(3.4) Indy (a) -

O, aEE—QUKj

COROLARIO 3.1. Sea Q un domindc n-conexo. Entonces
Hi(Q) es un Z-médulo Libre de dimensién n sobre Z.
S4 Yy,...,Y, s0n trayectorias cenradas de Q con
Yp(0) = z, = Q, Las cuales satisfacen (3.4), enton

(o)
ces <Y;> ,..., <Y,> es una base de H,(Q) sobre Z.

COROLARIO 3.2. Si Q es un abiento n-conexo de g,
Hi(Q) es £somonfo a 2. Si Q es l-conexo, Hi(Q) es
isomonfo a Z. En este dlitimo caso, un LA0morfLsmo
de Hy(Q) sobre z es La aplicacibn

IVlda p! Hl(Q) - Z
dada pon
Ind, (<Y>) = Indy(a),

donde a es cualqudlern punto en La componente conexa

acotada de € - Q.

§4. GRUPOS DE COHOMOLOGIA DE ARTIN.

Denotaremos con Hl(Q,z) al Z-mddulo de las apli

caciones Z-lineales de Hl(Q) en Z:

(4.1) H1(Q,z) = Hom, (H, (Q),2).
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A su vez, Hl(Q,E) sera el Z-mddulo de las apli

caciones Z-lineales de Hl(Q) en €:
(4.2) Hl(Q,8) = Homy (H{(Q),T).

El grupo abeliano Hl(Q,t) tiene una estructura
natural de espacio vectorial sobre T, estando dada
la ley externa por (AI)(<a>) = A(I(<a>)), donde
Let, I Hl(Q,E). Es claro que HI(Q,Z) es un sub
grupo de HI(Q,E). Es claro ademdas que HI(Q,Z) =
{0} = HY(Q,€) cuando O es O-conexo (o simplemente
conexc). Los grupos HI(Q,Z) y Hl(Q,€) se denominan
los grupos de cohomologia de Antin con coegdcden-
tes en Z y € , nespectivamente.

Supdngase que ) es N-conexo y sean Ayseensly
puntos en cada una de las componentes conexas aco-
tadas de €T - §. Sean 11, soe sy en HI(Q,Z) dadas

por

(4.3) Ip(<o>) =7ﬂf z“f,zah = Ind (@), k=1,2,..,0.

a
Evidentemente las I, estdn bien definidas, somn
Z—lineales,e4(11,...,1n) es una base sobre Z de
H1(Q,z), dual de la base (<Y;>, ... ,<Yp>) de Hy ()
dada por el Teorema 3.1 y el Corolario 3.1. NGtese,

en efecto, que Ih(<Yj>) = ij.

También (Ij,...,I,;) es una base sobre U de

Hl(Q,E). En efecto, las relaciones anteriores im-
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plican que Il, -«. 51, esun sistema libre de
Hl(a,e), y si 1 « H1(Q,8) y A, = 1(<Y,>) enton-
ces I = A111+...+>\n1no

Sea £ un dominio de L. La versidn homoldgica
del Teorema de Cauchy permite definir sin ambigle-

dad aplicaciones

1:0(Q) »:Hl(ﬂ,c), J:0%() » Hl(Q,z)

por
(4.4) 1§ vy = [ gz,
- Y

'(z
(4.5) J(g)(<Y>) = m Jyg 2 dz

Evidentemente I es €-lineal. Como

( h)vd I gv J 1
z = =dz + dz ,
JYm ) Py il My ¥
se tiene también que J es Z-lineal.

No es dificil verificar que

TEOREMA 4.1. Si Q es un domindio de conexdidn findta
La sucesibn

(4.6) 0 —> € - 0(0) 222, o) I Hl(a,6) — O,

donde 4 es La inclusibn natural e 1 estd dada pon
(4.4), es exacta.
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NOTA 4.1. Como Ker I = g%O(Q) = 0'(Q), se deduce

que la aplicacidn
1:0)70' (@) — Hi(2,0),

obtenida de I por paso a los cocientes, es un iso-

morfismo.

NOTA 4.2. Si Q no es de conexidn finita, la aplica

cién T no es, en general, sobreyectiva. La exacti-

tud de (4.6) en las otras instancias es clara, ain

en este caso.

También es facil verificar que:

TEOREMA 4.2. Si Q es un domindo de conexibén ginita,
La sucesibn de Z-mbédulos

4.7) 0 —z L o@ 5 0*@ 2> H@,z) —> 0,

donde 0*%(Q) es el Z-mbédulo de Las aplicaciones ho-
Lomongas que no se anulan en ningdn punto de 2, £
es La Anclusdidn natusral, E(4) = Exp(2m4i4) y J(4)
estd dada porn (4.5), es exacta.

NOTA 4.3. La aplicacidn
J:o0*@) /1 EO@) — Hl(R,2),

obtenida de J por paso a los cocientes, es un iso-

morfismo.

NOTA 4.4. Si Q no es de conexidn finita, la suce-
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sidn
0 — Z X, 0(p) &+ 0*(a) I Hl(q.z)

es alin exacta. Sin embargo, J no es, en general,

sobreyectiva.

NOTA 4.5. Obsérvese la exactitud de las sucesiones

g iz L gedy B io® 0y i

0 — € %5 0¢) 2£3% 9% (q) — 0,

cuando ) es simplemente conexo.

§5. DE LA TOPOLOGIA AL ANALISIS.

En esta seccidn Q sernd, salvo adverntencia de

Lo contrarnio, un domindic de T de conexién finita.

DEFINICION 5.1. Se dice que una pareja (91,92) de
dominios de € es una e4cL4L6n de Q si Q; y Qy son
ambos de conexidn finita, 912 = Ql nQZ tiene sdlo

> =L
un nimero finito de componentes conexas, y { =

Necesariamente toda componente conexa de 912
es un dominio de conexidn finita (ver [4]). Si Q19

es conexo, se dice que la escisiln es conexa.

Es evidente que una particifdn de Q no es nece-

sariamente una escisidn. Es tambi&n evidente que
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algunas escisiones pueden sSer conexas y otras no.

Sea (91,92) una escisidon de . Considérese 1la

sucesidn

| p
(5.1) 0 — H (2;,) —T> H (@ eH (2,) s #,a)

donde 2, = Q y P, Q estdn definidas de la siguien-

te manera: denotando por <u>L, L= 0,1,2,¥2, la

clase de homologia singular de a & C(Qi), entonces,
€5.2) P(<a>12) = (<a>1,<a>2), Q(<a>l,<s>2) = <>, - <B>,

= <>~ <R>.

-~

En Lo que s4igue de La presente seccddn supon-
dremos que (5.1) es una sucesidn exacta y estudia-
remos implicaciones de este hecho en analisis com-
plejo. Veremos como ciertos resultados que se dedu
cen de tal hipbtesis equivalen a dicha exactitud.
En la préxima seccidn daremos demostraciones anali

ticas de tales resultados.

La sucesidon (5.1) origina, por paso a los dua-

les, la sucesidn exacta

(5.3)  H'@z) 2 #a peH! @,,2) Px, wl, ., z)— 0.

¥
Hemos identificado Hl(Ql,Z)GHl(QZ,Z) con ‘
Homz(Hl(Ql)eHl(Qz),z) de la siguiente manera: si

<,> denota el paréntesis de dualidad,
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1
Ho(Q,z)xH (@) — Z
(I,<a>;) — I(<a>,),

es decir, si

(5.4) <I,<a>i> = 1(<a>£), 4 =0,1,2,12,
sea 3 gt

(5.5) A: H1(91?2)°H1(92’z) » Honh(Hl(Ql)QHI(QZ),Z)

definida, cualesquiera que sean o 60(91), B SC(QZ).
por
(5.6) <A(11,12). (<0>;,<B>,)> = T, (<a>) - I,(<B>,).

La aplicacidn A es evidentemente lineal. Es in
yectiva, pues Il(<a>1) = 12(<B>2) para todo
o= C(Ql), B e C(Qz) es posible si y sdlo si

I, =1, =0. Por otra parte, si L:fﬁ(QﬁeHlaﬁ)->z

es lineal y definimos LL: Hl(ni) - 2Z, 4 =1,2, por
L1(<a>1) = L(<a>1,0)) L2(<B>2)- L(0’<B>2)’
evidentemente
Se concluye que A es un isomorfismo.
La aplicacidn Px estid dada por

(5-7) <P*(11312)9<’Y> - <(IL’IZ)’P(<Y’§,2)>

12”

= <(Il;17),(<¥>3,<Y>7)>
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- Il(<Y>1) i 12(<Y>2)’

donde en la Gltima igualdad hemos hecho uso de la

identificacidn (5.5). Por otra parte, Q% es:

(5.8)  <Q*(I),(<a>},<B>))> = <I,0(<a>,,<B>,)>
= <I,<a>o— <B>o>

= T(<a>y) = 1(<B>,).
En el siguiente diagrama, las aplicaciones ver
ticales son sobreyectivas y los cuadrados son con-

mutativos. Si 6L = 6,Q" L =1,2, las aplicacio-
Qi o

nes p,q estan definidas por

(5.9) a(8) = (b;,6,), P(§,9) = /3.
El diagrama es:

Qi ORNY L oV e, —E 0N, ) ——rD
(5.10) 5 7,83, T2
* 3
# @.z) T o peH @05 1,2 — o.

La exactitud de (5.1), los resultados basicos
de andlisis complejo en la seccidn 2, y algo de pa
ciencia, permiten demostrar los dos teoremas si-

guientes. Detalles pueden encontrarse en [37].
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TEOREMA 5.1. Sean §, = 0*(91), §, = 0*(92), y su-
pbngase que existe g = 0(Q,,) tal que

§,(2) 7 §(2) = 9D zeq,.

Entonces existen h; = 0*(Qi), 4 =1,2 y

§ = 0%(Q) tales que
- f = ehigi, en Q
TEOREMA 5.27. Si § = 0%(Q,,), existen §; = 0*(q,),
§, = 0%(Q,) y g en 0(Qy5) tales que

§(2) = 9P g (2) s §,(2), 2z =qy,.

Los resultados contenidos en los dos teoremas
anteriores son los mejores que pueden obtenerse por
argumentos topoldgicos. Esto es consecuencia del
siguiente teorema, reciproco de ellos, v cuya de-

mostracidn es tambi&n un ejercicio de paciencia

(ver [37]).
TEOREMA 5.3. Sean Q de conexifn finita y (QI,QZ)
una escisidén de Q. Supdngase que:

(1) S f, = 0™, 4=1,2,y, en Q,,
61 /62 » ega g « 0(912)9

siempre existen § = 0%(Q) y h, = 0*(Qi)ta£eé que

hiéi, en Q;.

§=e ;
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(2) Si § = 0*(912), existen §; e Oﬁ(QL), P

y g = O*(le): tales que
§ = e8Chy | §200 om0y,
Entonces, La suceasbdn (5.3) es exacta.

NOTA 5.7. si 2, es conexo entonces Qx es inyecti-

va.

Sea { un dominio m-conexo. El espacio vecto-
s 1 - Surls
rial H (f2.€) se identifica naturalmente con el E-

espacio ﬁ«zHl(Q,z). En efecto, la aplicacidn
1 ; 1
Eai” (0. XY~ (0. %)
95 & Bl et ¥ 89

donde Al esta definida como en 4, es bilineal, e

induce entonces una aplicacidn lineal
1 1

et (R,Z2) — H™(Q,€).
A8 —— )1

Tal aplicacidn es un isomorfismo que transfor-
ma la €-base (1811,...,1®In) de C@ZHI(Q,Z) en la
f-base (Il""’In) de Hl(Q,C). Aqui, Ip, k=
1,2,...,n, esta dada por (4.3). Identificaremos a
C@ZHI(Q,Z) con HI(R,C) mediante tal isomorfismo
(de modo que Ag@l = AI). Como Z es un anillo prin-

cipal y € es un Z-mddulo sin torsidn, de la exac-
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titud de (5.3) se deduce que si (91,92) es una es-

cisidn de 2, la sucesidn
(s.11) #'@,0 2 #le,ner' 0,0 B e, — o,

en la cual P* = 16P,, Q* = 1@Q, y 1 es la identi-

dad de €, es exacta (ver Lang [21], pP.566) .

De nuevo identificaremos»HI(QI,I)QHI(QZ,I) con
. Homt(Hl(Ql)oHl(Qz),l) mediante la aplicacidn

£35512). Bt HI(QI,E)OHI(QZ,t) » Homc(Hl(Ql)oHl(Qz),l)
definida por

{5.13) A(II,IZ)((<a>1’<a>2)) =T1,(<>)) - 12(<a>2).
NOTA 5.2. Obsérvese que en el diagrama

(5.14) 0 — 0(Q) —31» 0(2))80(2,) —E= 0(2,,) —= 0

l Io l 11012 [ 112

*
@0 Lo i@ 00 0,0 Do 10,0 o,
en el cual

a§) = (Blg, »blg, )»  PUha) = §-3,

1,(4)(<0>,) = L fdz, 4 =0,1,2,12, a=q,

los cuadrados son conmutativos y, siendo (Q,,ﬁﬁ)

una escisidn de 9, las aplicaciones de I. son sobte
L <
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. yectivas, asi que 11612 tambi&n lo es.

Los siguientes resultados son consecuencia de
la exactitud de (5.11) y de los resultados basicos
de andlisis complejo de la Seccidn N2 2. En cierta
forma son versiones aditivas de los Teoremas 5.1 vy
5.2. Sus demostraciones se obtienen con un poco de

paciencia y cuidado.

TEOREMA 5.4. Sean (QI’QZ) una escisidn de Q. Enton

ces, 44 61 = O(Ql), 52 <« O(Qz), g = 0(912) Y

51— 52 = g' en 912, existen = 0() vy hL en O(QL)’
1,

L = 2, tales que

= ot 2
§ - 6L = hi’ en Q. 4

TEOREMA 5.5. Sean (91,92) una escLsidn de 9,
§ = 0(912). Entonces, existen 51 = O(Qi), L =1,2,

y h e O(Qlo), tales que
: _
§ = §,-f,+h , enq.,.

COROLARIO 5.1. Bajo La hipétesis del teorema, para
todo n » 1 exdsien 6&';0(94;)’ Li=1,2, y ha 0(912)
tales que

N (n)
6“61—62+h ’ en le.

El siguiente resultado muestra que la conjun;
cidn de los resultados en los Teoremas 5.4 y 5.5
equivale a la exactitud de (5.11). Los detalles de

la demostracidn pueden encontrarse en [37].
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TEOREMA 5.6. Scan @ un deminio de comexifn ginita,
(91,92) una escisibn de Q. Supbngase que

(1) Dadas 5£ < 0(&24.'), £= 1,2 tales que
51- §, = 9, enQ,, g€< (2,5,
sdempre exdisten § = 0(Q) vy hi « O(Qi) tales que
6= 6o+
en Q 4, L= 1,2,

(2) Dada 6 e 0(le)s exdsten 6£ = O(QL)Q £~ 1.2,
y g = 0(Q,,) tales que

§= 8- 6+
en le.

Entonces, La sucesidn (5.11) es exacta.

NOTA 5.3. si 912 es conexo entonces Q¥ es inyectiva

6. OF1 AMELISTS A LA TOPOIOAGIR,

“n esta seccidn daremos demestraciones amaliilti
cas de los resulrados contenidos en los Teoremas
5.1-v 5.2, asf como en los Teoremas 3.4 v 5.5, co-

menzando con estos Gltimos.

En lo que sigue, usaremos repetidas veces el

siguiente lema, demostraciones del cual pueden en-
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contrarse en  [5], [10], [15].

LEMA A. (Dolbeault). Sea g de clase phe Rja p < o,
en el abiento Q de €. Entonces existe §, de clase

gt en Q, tal que

M2y = g(2)

para todo z = Q.

También haremos uso del siguiente resultado so
bre panticiones suaves de La unidad. Recordamos
que una familia (¢ . )& -1 de funciones €~ defini-
das en Q es umna particidn suave de La unidad en Q,
si
(1) Para todo z = §, ¢L(z) > 0.

(2) Para todo z = Q, ¢£(z) = 0 salvo para un nime

ro finito de: indices { € I.

& P d 2, i i = 1..
(3) Para todo z = &£1¢L(Z)

Una demostracidn . del siguiente lema puede en-

contrarse en Lang [20].

LEMA B. (De Rahm, Schwartz, Dieudonné&). S{ (U )je.]
es un necubrimiento de  por conjuntos ab&ent05
existe una particibn suave de La unidad (¢ . )‘ -1
en Q, subordinada a ( uj)j <] en el sentido s4i-

guiente: para todo £ = 1 existe §j « J tal que

Suppé, = 1z ] ¢,(z) # 0} = U,.
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La demostracidn de nuestro primer resultado es
adaptacidn de ciertas técnicas usadas por Horman-
der en la teoria de cohomologia con coeficientes
en el haz 0 de las funciones holomorfas sobre una
variedad analitica compleja ([16], Cap.I,Theorem
1.4.5). Los detalles, que pueden encontrarse en

[37}, son aplicaciones directas de los Lemas A y B.

TEOREMA 6.1. Dados dominios Q;, Q, def plano y
§f =0(Q0Q,), existen g = 0(Qy) vy h = O(QZ), tales

que
6 = g-h .

NOTA 6.1. Es claro que el Teorema 6.1 generaliza,
aunque no en forma tan precisa, el teorema de Lau-

rent del analisis complejo elemental.

Sean entonces (91,92) una escisidn de 0, 912 =
Qlﬂﬂz. El Teorema 5.5 es consecuencia inmediata del
6.1, con h = 0; es decir, el Teorema 6.1 es mas
fuerte que el Teorema 5.5. Es tambi&n facil ver que

el Teorema 6.1 implica el 5.4.

TEOREMA 6.2. La sucesibn (5.11) es exacta.

Se obtiene asi una demostracidn puramente anali
tica de la exactitud de (5.11). También hemos esta
blecido el siguiente

TEOREMA 6.3. Sean Q un domindo de €, Qi y Q. Asub-

Ry 3 )
omindios de Q tales que 9 QltJQZ. Sea 2, = 9NQ,.
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Entonces, La-sucesibn

(6.1) 0 — 0(2) £~ 0(8,)00(2,) BN 0(@,,) — o,
donde
P(E) = (flg, 261, )5 @lfy.6,) = 6, -85, en 94,

es exacta.

Sean 0, y Dz discos abiertos de T y sea { en
0*(01I102). Entonces { = €F, donde F = 0(01|102),
pues 011102 es simplemente conexo. Del Teorema 6.1
se deduce que, en 011102, F =G-H, donde G € 0(Dy)
y H e O(Dz)u Se concluye, tomando g = €G, h = CH,

que en le]vz
§ =g/ h,

donde g € O*(Dl), h O*(Dz).

Sean ahora QI’Q° abiertos de €, . Q = QIU Qz,

Q0 =2 ﬂQz. Sean 4 en O*(le) y (pé)i€1 un recu=

brimiento abierto de §2 por discos abiertos tales

que, para todo L I, existe ki =153 ki = 2 tal

que DL — gki' Sean agdemds 611 =1enQ, 622 = 1 en

Q,, 612 = 4, 621 =1/ § en Q,,. Notese que
éijﬂji =1, en Qi.an
y que

Lsfsk = 1,2, A su vez, sea gij definida en Dil19

si Uil1vj # &, por

j!

gij = 6&{&{’ L’j = I,

J
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de tal manera que si 04-_ 4: 92 y Dj- 4: Ql entonces

g»(..j-‘lz-" en vinvj--
Notese que

gijgji =1, en 0£l10j,
y que

9:79ik%i " E, en virxvj(1vh,

i,f,k € 1. En virtud de la discusidn anterior,

2 . *
existen funciones gi en 0 (Dj) tales que
g:: =4g,/g8;,, en D.ND.(L,fj =T).
g g, g, L j

Sea g = Oﬁ(Ql) definida por

dioer v O - Ya (2
-j(\‘-) [\lk“(z,\,/((k)
%
si Z Di’ z = Ql' Veamos que § estd bien definida,
es decir, que no depende de £ € I. NOtese que en

Ql ﬂD{f]Df = Qlf]thf]ij se tiene que

b1k 9458k j1 = S1k;bRikjbRj1 = 1o

o sea, que

6194/ 958k;1 = 1
De esto,

6194 = 95-1/ 8R;1 = f1k;95-
Por lo tanto, si también z s:Dj, entonces
61hé(z)g£(z) = ﬂlkj(z)gj(z).

Definiendo h = 0*(92) por
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h(z) = f3p,(2)8:(2),

si z DL’ L e 1, se tiene, para z = 912, z &= Di’

que

9(z) 1 h(z) = §1,(2)9:(2) [ §24,(2)9:(2) = §1p,(2)fp 5 (2)

6,2 = §(2).

Hemos demostrado, entonces, el siguiente

TEOREMA 6.4. S4 Q.. Q, son abiertos de T y
§= 0%, NnQ,)), existen g = 0*(91) y h = 0%(2,)
tales que

§(z) = a(z) / h(2)

para todo z & erlﬂz.

MOTA 6.3. Es claro que el Teorema 6.4 implica el
Teorema 5.2. Del Teorema 6.4 se deduce, sin mucho

esfuerzo, que

COROLARIO 6.1. La sucesdidn

yk R
(6.2) 0— 0%(2, UQ,) &= 0*(a))e0*(2,) L= 0% NQ)— 0
donde p*(§) = (§-6,), siendo §, La nestricedién de
faf; 4=1,2, y donde ¢*(§,9)(2) = §(2) / g(2)
para z = QI(]QZ es exacta.

NOTA 6.4. Sean 2, 2, abiertos de €, Q = Ql[JQZ y
le = Ql nQZc S# 6/(:€ O*(Q,(‘_)’ »(. = ]_,2, son tales
que 61 /62 =9, en fl;,, donde g & O(le), enton-

ces existen hi = O(Qi)’ L =1,2, v §= 0*(Q), ta-
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les que § = 6{€hi, en QL’ 4 = 1,2. En efecto, exis
ten hi = O(Qi), 4 =1,2, tales que g = hz-hl en
Q h, h,

1p+ Entonces 618 = 629 » en 912, asi que

es holomorfa en 2. E1 Teorema 6.4 implica entonces,
también, el Teorema 5.1. Se concluye, del Teorema

5.3, que

TEOREMA 6.5. Si Q es un domindo de T ¢ (QI,QZ) es
una escisién de Q, entonces La sucesibn (5.3) es

exacta.
Sean ahora

(6.3) HY(2,2) = Homz(Hl(Q,z), z)

el mdodulo bidual de HI(Q)’ Qus la aplicacidn dual
de Q, (es decir, la aplicacidn bidual de Dy P

la aplicacidn dual de P,.

Sea 2 de conexidn finita y sea
(6.4) s oH () — HI(®,Z),

definida de la siguiente manera: si o = C(Q) e

1 e:Hl(Q,Z), entonces

(6.5) I(<a>) (1) = <I,<a>>.

No es dificil verificar que T es un isomorfis-
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mo .
Si (Ql,Qz) es una escisidn de Q, en el diagrama
A = ¢
(6.6) 0 — leﬂlz) H1(91)$71(92) Hl(Q)
l Lo l r'ef, o

* Pas_ % * Rk %
0— HI(R,.2) K (0, DN’ (2,,2) 245 1 (0,2)

* f
en el cual r; : HI(QL) - HI(QL’Z) son las aplica=-
ciones dadas por (6.5) para Q = QL’ L = 0.3, 2,1F,
la fila inferior es exacta y los cuadrados son cop
mutativos. Como las aplicaciones verticales son

isomorfismos, podemos concluir que

TEOREMA 6.6. Si Q es de conexdidn finita y (91,92)
es una escisidén de Q, La sucesidn (5.1) es exacta.

Se obtiene asi, por métodos esencialmente anas
liticos, la exactitud de (5.1). La sucesidn (5.1)
es parte de una sucesidn mads larga, conocida come
la Sucesidn de Mayer—Vietoris. En la prdxima sec=
cidn nos ocuparemos de la exactitud de tal suce=
sidn. Veremos cdmo los métodos analiticos son tam-
bién Gtiles en tal caso. Para terminar esta seccifp,
establezcamos algunas consecuencias de la exactigw

de (5.1)

TEOREMA 6.7. Sean o = C(Ql), R & C(Qz) Yy supdngase
que o v B(R). Entonces existe Y = C(le) tal que
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a v Y@, B Y(R,).

Demostracibn. Si o ~ B(R) entonces Q(<u>1,<8>2) =
<a> - <B>° = 0, & sea, (<a>1,<8>2) « KenQ. Se dedu
ce que (<a>1,<3>2) « ImP, asi que, para alguna

Y C(sz)’ (<a>;,<B>,) = P(<Y>,,) = (<Y>,,<¥>,).
Entonces <a>1 = <Y>1 y <B>2 - <Y>2. Esto demuestra

el teorema. A

Esencialmente el mismo tipo de argumentos de

la anterior demostracidn muestra que

TEOREMA 6.8. S4L Q es un domindio de conexidn findita
Y (Ql,Qz) es una escAsidn conexa de Q, entonces La
sucesidn

i P . 0
(6.7) 0— H (2, NQ) A H,(@)et (2,) == H (@) — 0

es exacta.

Si le = Ql ﬂQz no es conexo, es falso, en ge-

neral, que Q sea sobreyectiva.

EJEMPLO 6.1. si @ = ®-{0}, Q, = €-{}]|X < 0},
Q, = €- {x| X > 0}. Entonces Q es l-conexo, Q, U,
= Q, Ql y Qz son O-conexos, y le -

{z]Imz>0}U{z]| Imz < 0}. Entonces
H (Q,,) = H,(@))eH, () = {0},

pero HI(Q) ¢ {0}. Por lo tanto, Q no puede ser

sobreyectiva.
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TEOREMA 6.9. S4 § es n-conexo, n > 1, no puede
exisXAn una escALsLdn (91,92) de Q formada por dq-
minios 0-conexos Q, 4 2, takes que'ﬂlz sea conexo.

Demosiracidén. Bajo la hipdtesis de que le sea co-
nexo, ) es sobre. Esto es absurdo, pues Hl(Qi)
Hi(Q,) = H (Q)eH, (Q,) = {0}, pero H,(Q) # {0}. A

En particular, es imposible obtener una esci-
sién conexa de una corona{z|0 g 2 <|z-a|g R g =},
la cual esté formada por conjuntos simplemente co-

nexos. Tambi&n ii*iigggg*,de la exactitud de (5.1),

que

TEOREMA 6.10. S{L Q es n-conexo, (91,92) 04 una es-
cisibn conexa de Q y QL es n,-conexo, & % YU EY,
entonces

(6.8) n1+—n2— Ny, = n.

En particulan,

(6.9)

<n -Fnz y n1+-n > n.

ik B 1 2

Demositracibn. En efeEto, como O es sobreyectiva y
KenQ = P(H(le)), se tiene que
B Hy(Ry)8H(Q))

P(H{(2:5))

Ho ()
Ademas, P es inyectiva, asi que
Hl(le) i~ P(Hl(le)).

Esto demuestra el teorema. A
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NOTA 6.5. E1 resultado del teorema anterior es fal

so si (QI’QZ) no es una escisidn conexa.

§7. LAS SUCESIONES DE MAYER-VIETORIS.

Definiremocs en esta seccidn grupos de homolo-
gia y cohomologia de Artin en dimensidn 0. Luego
extenderemos las sucesibnes (5.1), (5.3) y (5.11)
en sucesiones exactas del tipo de Mayer-Vietoris.

Daremos también algunas aplicaciones.

Sea  un abierto de €, no necesariamente cone-
x0, y sea H°(Q,Z) el Z-mddulo de las aplicaciones
continuas de Q en Z, es decir, de las aplicaciones
de  en € que son constantes sobre cada componente
conexa de {§ y que toman Unicamente valores enteros.
Claramente HO(Q,Z) < 0(Q). si (QL)LEZI es la fami

lia de las componentes conexas de {) y, para cada

i€ T, 51: 8 —>» Z esta dada por
Jl, zeEQ .,
AL
(2) =
§,(2) g 5
0. z&Q,,

entonces (SL)LEI es una base del Z-mddulo
jQIHO(Qi,Z), y €s claro que si I es infinito enton

. ) ; N
ces HO(Q,z) = LQIH (Qi,z). si I = {1,2,...,n}, 1la
aplicacidn
zn!——-» HO(Q,Z)
(72512 f
(myseee,m ) W m'ﬁ'
1 n 151 44



90 aportes

" es un isomorfismo.

DEFINICION 7.1. E1 Z-mddulo H°(Q,Z) se denomina el
grupo de cohomologia de Artin, en dimensibén 0, de Q.

Sea (91,92) una escisidn de Q y sea f= Ho(le,Z).
En virtud del Teorema 6.1, existen 6‘: = O(QL.), L=

1,2, tales que { = 61—62. Sea

2P B b TG el

(7.2) f(z) =

927”62(2), z &

9
Puesto que 4$(z) = Z paré todo z& le, ez"‘ﬁ(z) =

62""62(2) si z &€ Q de lo cual 4 es analitica en

r2?
Q. Si también § = 91-89> 9; < O(Q&-), y

2 &8

] {
{eZWLQI\Z)’ i

§(2) 1 :
\62'""'92(2), 2592’
entonces
E g2 46y - 9y)(2) z = Q,
Jgi(Z) -
Ll P AL SRR

Pero 51-—91 = 62-92 en 912. Por lo tanto,
6,(z) =g,(2), z«= 2,
h(z) =
62(2)"92(2)) VA > Qz’

es analitica en Q. Se deduce que
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g/ 5(2) - e2n£h(z),

z e« Q,

de lo cual

I =33.

Aqui, J : 0% (Q) — Hl(Q,Z) esta dada por (4.5).

Definamos entonces §, : HO(QIZ,Z) — HI(Q,Z) por
(7.3) 8,(6) = J(3).

En virtud de la discusidn anterior, 5* estda
bien definida. Un poco de paciencia demuestra el

siguiente lema. Los detalles se encuentran en [371.

LEMA 7.1. Sean Q un domindo de conexdidn ginifa de
L, (Q , 0 )una escisdon de Q, 912 = Q, ﬂQ Sean

8, H° 12,2) — Hl(Q,2),9, : Hl(2,z) ~ Hluz Z)@Hl(Qz,z)

dados respectivamente por (7.3) y !5.8). Entonces,
Imﬁ* = KQ’LQ*
Sea ahora

. o ) o,
€x : H (Ql,Z)eH (QZ,Z) - \912,2)

dada por
(7.4) ex(§,9) = §-g.

Los mismos ingredientes usados en la demostra-

cidn del lema anterior demuestran que
LEMA 7.2. Bajo Las hipGtesis del Lema 7.1,

Imey, = Kendy.
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Sea finalmente TNy : HO(Q,Z) — HO(QI,Z)QHO(QZ,Z)
- dada por
(7.5) n*(a) i (6 !91“’6 ’Qz ).

La sucesidn

(7.6) 0 — H°(Q,z) 2% H°(nl,z)oﬁ°«22,z) Ex, H (2,5 Z)

es evidentemente exacta. Por lo tanto, en virtud

de los Lemas 7.1 y 7.2, se concluye que

TEOREMA 7.1. S4i (91,92) es una escisibn del domi-
nio de conexidn finita Q, entonces

(7.7) 0 — @) 2 @, 2)eH@,2) s 100,,,2)

z) —'0

Ss, Wz 2o Hl(Ql,Z)eHl(Qz,Z) K, Hl(nlz,

24 una sucesddn exacta.

La sucesidon exacta del corolario anterior se
denominarad fa sucesdibn exacta de Mayen-Vietornis de
Q, relativa a (91’92)’ para La cohomologia de Arntin.
Escribiendo HO(Qi,C) = HO(QL,Z)at, L = 0,1,2,12(9O =Q) y

n* = nel, &* = €481, 6% = 84,81, se deduce que

COROLARIO 7.1. S& (Ql,ﬂz) ed una escisidn de Q, en
tonces g
(7.8) 0 — H(Q,8) I H°(szl,c)eH°(Q o) £§ H°(912,

* * *
1

Sl & Hl(Ql,m)eHl(Qz,c) Pgy By s

@,

es exacta.
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Tanto (7.7) como (7.8) tienen avlicaciones in-
teresantes, las cuales son dificiles de obtener

por otros medios. Por ejemplo:

TEOREMA 7.2. Sean Q un domindo de conexibn findiia
n, (2;,2,) una escisibn de Q tal que Q,, Q, son

simplemente conexecs. Entonces 912 tiene n+1 com-

ponentes conexas.

Demostrnacidn. Es claro que HO(Q, Z) x H° (Q JL) =
H°(2,,Z) = Z y que Hl(Q z) = H'(2,,2) = {0}. Se

tiene entonces la sucesidon exacta

0 = F'lbe ek <ta WO (. . .2). — K Q. Xy— 0,

12°

de la cual se deduce que

=
it
o

1-2+Dun (H® (912, n-

Entonces

]

Dimy (H°(R,,.2)) = n+1,

asi que le tiene exactamente n+ 1 componentes co-
nexas. A

Sea § un abierto de €, y definase
(7.9) H (@) = Homz(Ho(Q,z),z).

El Z-médulo HO(Q) se denomina el grupo de homo
logia en dimensidn 0 de . Supdngase ahora que
(91,92) es una escisidn del dominio Q, y sean

€ = Exxs N = Nx% las aplicaciones
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(7.10) € Ho(QIZ) —_— HO(QI)QHO(QZ)

'y

(7.11) n: HO(QI)OHO(QZ) _— HO(Q)

duales de €; y Nk, respectivamente. Si (91,92) es
estricta, podemos tambi&n definir § = §%%, la apli
cacidn dual de 84, asi que, siendo ) de conexidn
finita,

(7.12) 6:H Q) — H (Q,,),

como resulta de la identificacidn HI(Q) =

1. 5
Hom, (H™(Q,Z),Z).
s
Por paso a los duales se tiene entonces que

~
\

TEOREMA 7.3. SiL Q es de conexddn finita y (Jl,Q?)

es una escssdbn de Q, La sucesLibn

5 @) P; Y al (" / 6 ,
0 — H (Q;,) — H (Q,)eH,(Q,) > H.(Q) — H, (Q;,)

1
3 n
== HO(Ql)eHo(QZ) = HO(Q) =3 )

es exacta.

La anterior es entonces una 4sucesién exacta de
Mayen-Viefonis para La homologia de Antin.

Sea ﬂl(Q) el grupo fundamental de Q y sea
¢ :ﬂl(Q) — Hl(Q) la aplicacidn que a la clase de
homotopia [a] de o & C(R) hace corresponder la cla
se de homologia <a>. Que ¢ estda bien definida es
consecuencia de la versidn homotdpica del Teorema

de Cauchy. Evidentemente ¢ es un homomorfismo so-
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breyectivo de grupos. DP. Mond [26] ha demostrade
que el niicleo Ken¢ de ¢ ceincide cen el subgrupe
derivado, o subgrupo de los conmutadores ni(ﬂ) de
ﬂl(ﬂ). Como en virtud del Lema de Poincaré (Green-
berg and Harper [13]), el grupo de homologia sin-
gular f"\ll(Q) es isomorfo al grupo cociente Trl(Q) /‘ni(Q),
entonces ﬂl(Q) = HI(Q)’ y el isomorfismo hace co-
rresponder a la clase de homologia singular {a} de
a & C(R) la clase <a>. Esto permite facilmente esta-
blecer una sucesidn de Mayer-Vietoris para la homo
logia singular usual a partir de 1la sucesidn (5.1)
y, a partir de ella, sucesiones para las cohomolo-
gias singulares. Por otra parte, es posible dedu-
cir el resultado de Mond, al menos en el caso de
conexion finita, a partir de la exactitud de 1la
sucesidn exacta de Mayer-Vietoris para la homolo-

gia singular. Detalles pueden encontrarse en [37}.

REFERENCIAS Y BIBLIOGRAFIA

[1] Ahlfors, L.V., Complex Analysis, 3a. Edicidn,
McGraw-Hill, New York, N.Y., 1979.

(2] Apostol, T.M., Mathematical Analisis, 2a. Edi-
cidn, Addison-Wesley, Reading, Mass., 1974.

[3] caratheodory, C., Theory o4 Functions o4 a Com
plex Vardable, Cheléea, New York,N.Y. 1954,

[4] Charris, J.A., Izquierdo, E., Algunas propieda



(5]

[12]
[13]

[14]
[15]

96 . aportes

des de conexidn de Los espacios Localmente
compactos y de sus compactcdos de Alexan-
dnof4. Por aparecer.

Charris, J.A., Quintero, J., Rodrigues, G.,
Teorndia de Cauchy y Fundamentos del Andli-
448 Complejc, Public. III Coloquio Distri-
tal de Matematicas y Estadistica, Univ.Dis.
Fco. J. de Caldas, Univ. Nal. de Colombia,
Univ. Pedagdgica de Colcmbia,Bogota, 1986.

Conway, J.B., Functions of one Complex Varia-
bfe, 2a. Edicidn, Springer, Berlin, 1978.

Copson, E.T., Functions o4 a Complex Vanriable,
Clarendon, Oxford, 1935. '

Dettman, J.W., Applied Complex Analysis, Dove¥
New York, N.Y., 1965.

Dixon, J.D., Proc. Amer. Math. Soc., Vol.29,
PP. 625-626. 1971.

Fortster, 0., lLecfiunes on Riemann Sunfaces,
Springer, Berlin, 1981.

Hocking, J., Young, G., Topology, Addison-Wes=
ley, Read%ng, Mass., 1960.

Grabiner, S., Amer. Math. 83(1976), 807-808.

Greenberg, M., Harper, J., Algebraic Topology,
Benjamin, New York, N.Y., 1981.

Grove, E.A;, Ladas, G., Introduction to Complex
Variables, Houghton, Boston, Mass., 1974.

Gunning, R.G., Lectunes on Riemann Sunfaces,
Princeton Univ. Press, Princeton, N.J.,

1966.



aportes

L16]

[17]
[16]
[19]
[20]
[21]
[22]
[23]

[24]

[25]
[26]
[27)
(28]

97

Hormander, L., An Introduction to ComplLex Anal
ysis Ain Several Variables, D. Van Nostrand,
Prinpceton.,. Ned.; 1966

Hormander, L., Linear Partial Digferential Op
enatons, Springer, Berlin, 1963.

Knopp, K., Theory of Functions, 1,11, Dover,
New York, N.Y., 1966.

Lang, S., Complex Anaiyéié, Addison-Wesley,
Reading, Mass., 1969.

Lang, S., Real Analysis, Addison-Wesley, Read
ing, Mass., 1983.

Lang, S., Afgebra, Addison-Wesley, Reading,
Mass., 1965.

Mayer, J., Afgebraic Topology, Prentice Hall,
Englewood Cliffs, N.J., 1972.

Mackey, G., The Theory o4 Functions of a Com-
plex Variable, D. Van Nostrand, Princeton,
N.J., . .1967.

Markuchevich, A.I1., Theory o4 Functions o4 a
Complex Varniable, 1,11,I1II, Prentice Hall.
Englewood Cliffs, N.J., 1967-1969.

Massey, W.S., Afgebraic Teopology, Harcourt-
Brace, New York, N.Y., 1967.

Mond , D., Revista Col. de Mat. Vol.XIII, 1979.
pp. 121-138, 1979,

Nahrasimhan, R., Complex Analysis 4in one Vard
abfe, Birkhiuser, Boston, Mass., 1985.
Rudin, W., Principles of Mathematical Analysis,

3a. Edicidn, McGraw-Hill, Néw York, N.Y.

1976 .



[29]

[30]

[33]

[34]
[35]
[36]
[37]

Dpto.

Dpto.

aportes 98

Rudin, W., Real and Complex Analysis, McGraw-
Hill, New York, N.Y., 1966.

Rudin, W., Reaf and Complex Analysdis, 2a. Edi
cidén, McGraw-Hill, New York, N.Y., 1974.

Sacks, S., Zygmund, A., Analyiic Functions,
Monografie Matematyczne, Vol. 28, Warsaw,
1952,

Simmons, G.F., Introduction tc Topology and
Modean Analysis, McGraw-Hill, New York,
Ne¥:5:29634

Singer, I.M., Thorpe, J., Lectune Notes Ain
Elementany Topology and Geometry, M.I.T.
press, Cambridge, Méss., 1970.

Spivac, M., Calcufus on Manigofds, Benjamin,
New York, N.Y., 1965.

Titchmarsh, E.C., The Theory of Functions,
Clarendon, Oxford, 1935.

Vick, J.W., Homology Theory, Academic Press,
New ‘York, N.¥., '1973. :

Ortiz, C., Andlisis Complefo y Escisidn en La
HomoLogia de Artin, Tesis de Magister, De
partamento de Matemadtica y Estadistica,

-

Universidad Nacional, Begota, Colombia.

*

de Matematicas y Estadistica. U. Nal. Bogotia, D.E.

de Matematicas. Univ. Tec. de los Llanos Orientales.

Villavicencio.



