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ANILLOS DE FRACCIONES CASO NO CONMUTATIVO

Oswaldo Lezama' y Hector Linares?

§1. INTRODUCCION.

La construccidn del campo de cocientes de un
dominio de integridad se generaliza no sdlamente
a anillos conmutativos (Ver [1]), sino a énillos
en general no conmutativos. En este trabajo mos-
tramos dicha generalizacién siguiendo las ideas
de [2], pero incluyendo las pruebas alli omitidas.
Ilustramos ademd3s la teoria expuesta con suficien
te cantidad de ejemplos, no tratados por lo gene-

ral en la literatura clasica de esta tematica.

§2. EXISTENCIA Y UNICIDAD.

A lo largo de todo el trabajo A denotarid un

(1) Profesor Asistente, Universidad Nacional de Colombia.
(2) Est.de Magister, Depto.de Mat. Univ.Nal.de Colombia.
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anillo no necesariamente conmutativo, con unidad
1. Decimos que S = A, S # ¢ es un sLstema multi-
plicativo de A si 0 ¢ S, 1« S y el producto de

dos elementos cualesquiera de S estid en S.

DEFINICION 2.71. SeanA un anillo y S un sistema
multiplicativec de A. Se dice que el anillo B es
un anillo derecho de fracciones de A respecto de

S, si existe un homomorfismo de anillos,
¢:A —> B
tal que,
(1) ¢(S) = B*, donde B denota el grupo muliiplica
Z4ivo del anillo B.
(ii) Siendo a « A se cumple
p(a) = O<>qu = 0 para algiin u € S.

(iii) Cada elemento X « B puede escribirse en la

forma
X o(a)o(s)~ ",

para ciertos a = A, s = S.
Antes de enfrentar la exdisfencia y unicddad

resulta conveniente preguntarse bajo qué condicidp

un anillo puede sumergirse en un anillo de frac-

ciones.

LEMA. Sean A un anillo y B un aniflfo derecho de
fraesiones de A nespecto del sistema S con homo-
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morgismo ¢. Entonces,

(i) ¢ es 4nyectivo 44 y s6Lo 54 S no posee divi-
sones de ceno.

(ii) ¢ es biyectivo 44 y 3680 54 S A,

La demostracidn es muy sencilla y seri omitida.

A diferencia del caso conmutativo ([1]), la
existencia de un anillo derecho de fracciones es-

ti supeditada al cumplimiento de dos condiciones.

TEOREMA 1. (de existencia,[2]). Sea A un aniflo
Yy S un subconjunto multiplicativo de A. A posee
anillo dernecho de gracciones respecto de S 54 y
8600 84 S satishace Las sdigudentes condiciones:

(1) Para cualesquiena elementos a = A, 5 = S tales
Ggue sa = 0 exLsfte u = § tal que au = 0.

(2) Para cualesquiera elementos s S, a < A exdis
Zen elementos t = S, b =« A tales que

at = bV

Demostracién:=>)Supongamos que B es un anillo de-
recho de fracciones de A respecto de S con homomor

fismo ¢ que cumple las condiciones (i)-(iii) de la

(1) Siay 4 estdn en S entonces el elemento at = 4b = S.
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definicidn. 8i 4a = 0 entonces ¢$(4)¢(a) = 0 con 1lo
cual ¢(a) = 0. Existe entonces u € S tal que au =

0 y hemos probado (1).

Dados 4 € S y a €« A entonces ¢(A)-14Ka) < B.
Segin (iii) existen bo < A, .to e S tales que
8(8) to(a) = 8(b )02 )7!. segdn (i) existe u<= S
tal que (atoi-bbo)u = 0. Tomando %.= tou , b = bou

obtenemos (2).

Veamos el reciproco. La idea de esta demostra-

cidn fue tomada de [2], nosotros la dividimos en

varios pasos.

Paso l: En el conjunto AxS definimos la relacidn
= como sigue: (a,4) = (b,t) si y sdlo si existen

¢, d €A tales que ac = bd y s¢ = td = 3(12

(a,s)

La relacidén = es de equivalencia: (a,4)

44 € S; la simetria de = es

ya que as = as, 44
consecuencia de la simetria de la relacidn de igual
dad; finalmente supdngase que (a,8) = (b,%) y (b,%)
= (e,n). Existen elementos c,d, cl’dl’ = A tales que

ac = bd, sc = td = S

(1) Aplicando la condicidn (2) a los elementos 4,{ encontra-
mos elementos ¢,d tales que 4c = 1d, donde alguno ¢ & d
es de S, por eso 4 ¢ = tde
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bc1 = edl, Te, = adl « 'S

Aplicamos (2) a los elementos 4¢, 4d;: existen

entonces X, Yy « A tales que 4CX = ndlg < S. Resul-

ta pues acx = bdx, bcly = edly, tdx = scx = ndly =
tcly; y, de esto Gltimo, obtenemos t(dx - cly) =0
con £ = S. Segiin (1) existe u S tal que(dx - cly)u
=0, e.d, dxu = ¢,yu. Por lo tanto, bdxu = bclmg e.d.

acxu = edlyu
scxu = ndlyu « S
y hemos probado que (a,s) = (e,xn)

Paso 2: Denotemos por % la clase de equivalencia

: -1 :
que contiene el par (a,4) y mediante AS el conjun

to de clases determinadas. Sean %, % < AS-I; defi-
nimos

e i b ac + bd

S o S Pt SR b R
3 iyl m

donde ¢,d estdn determinados por la condicidn (2)

aplicada a los elementos 4,%, e.d, 4c = td =:m « S,

Inicialmente demostremos que (3) no depende de
los elementos ¢ y d. En efecto, sean ¢y dl’ < A

tales que sey = tdl =m < S. Aplicamos (2) a m,
m : existen u,v € A tales que mu = mv e e £

seu = sc,v, tdu = tdlv, e.d, s(cu-c,v) = 0,
t(du - dlu) = 0. Segilin (1) existen X,y € S tales

que cux = c,vx, duy = dluy. Aplicamos (2) a los

¥
elementos XYy: existen W,Z tales que W = yz« S.
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Se tiene entonces mMuUxw = mlvxw < S y ademas acuxw

= acyvxw, bduyz = bdlvyz; de aqui resulta acuxw+

bduyz = ac,vxw + bdlvgz, o también

(ac + bd) uxw (ac1+bd1)uxw, e.d,

ac + bd ac1+ bdl
m m

Ahora demostremos que (3) es independiente de
las fracciones elegidas:
Supdngase que b
-1
44:1

a
et

g -
4

|
4o

3

1

O

Sean ¢c,d « A tales que 4C = 4;d =t me S, ae=
ald, sean tambidn c¢',d' tales que m' =: 2! = tff L=
S, be' = bld'. Aplicando (2) amym' tenemos mu =
m've S con u,v &« A (alguno de estos en S). Resul
ta entonces dcu = fo'v =: ne S, Aldu = »tld'v = pe 8§,
Por la independencia ya probada

] 1
b aldu+ bld v

‘a,b _ acu+be'v __1 5
s T2 n W 1 t P 3
pero acu = a;du  be"v = byd'v y siendo adenmis
¢ 1

n o= scu =mu= mv = tld'v = p entonces

b

2
[
[

+ -

&+

>
Mo
>

1 1

Todo lo anterior muestra que la adicidn en (3)

estd correctamente definida.

El producto se define por
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ac

) srEtE

donde ¢ = A, u< S estan determinados por la con-

dicidn (2) aplicada a los elementos 4,b:
Ac = bu

(4) no depende de los elementos C,u: sean ey, < A,
u, « S tales que de, = bul. Aplicamos (2) a Wylhy s
existen entonces elementos X,y tales que UX = uﬁfe:S

y de aqui bux = bulg = 4,y = scx, e.d, s(ex=-c,yy)

0. De acuerdo a (1) existe m &« S tal que cxm =

clym. Hemos encontrado pues elementos xm,ym tales
ac

ac 1

que ftuxm = tulym < S, acxm = ac,ym, e.d, i EUT‘

Concluimos el Paso 2 mostrando que (4) no de-

pende de las fracciones elegidas: Supdngase que

a b

-
ot

s
I
=
&
]
|

Es suficiente mostrar que

a

P

>R

o

[
et

b = e S —
SR Sl e

Consideremos la demostracidn de la primera

igualdad: sea %-% = %% con e« A, us S, sc = bug
a a;c
1. b % } Mol 5 . .
g ARelr 7 ol Tt Ty el e Nl &
* a
am = a,n, 4m = s, h e S (ya que . y )

1
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Aplicamos (2) a tu 'y Zu;: existenw <« S, £ < A ta-

les que
tuw = tul (= 8)

Resulta de aqui que Z(uw -ugyf) = 0 con lo cual
existe v & S tal que uwv = u;£v, y resulta buwv =
bulf_v, e.d,

sewv = 8,¢,8v .

Aplicamos nuevamente (2) a scwv &« A, sm « §S:
existen -entonces p =S ¢ <A tales que
dCWvp= smq ;

A(cwvp -mg) = 0 y existe 2 & S tal que

cwvpr = mqr ;

acwvpr = amgr = &, nqxr

De otra parte, Alcli’,vp = 4,nq y exisre =38
tal que clivpn' = ngr', de aqui a c Lupar = angn'.

Aplicamos (2) a x,4" : existen xeA, y< S tales que

ny = n'x = 8,

Obtenemos acwvpiy = a, nqry = alnqn'x
a,c;Lvpr’'x; ademds tuwvpry = tulﬂvpn”x « S esta-
bleciéndose la primera igualdad.

al.b ajyc

Seaéljt-=—/ttconc€A,u=3,4c=bu;

1

ay by ayey
81 Ly o Lgup g by AZ; ule il (it i g
bm = blV':, im = tln S ('Z = 't—l-)
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Aplicamos (2) a Z%u, ilul: existen wE S, L= A
tales que fuw = Ilulﬁ. Aplicamos ahora (2) a
uw = S, m &« A: eéxisten X € A, y € S tales que
uwx = my, e.d, tuwx = Lmy. Resulta entonces v & §
tal que uwxv = myv y de aqui buwxv = bmyv, e.d,

4, cwxy = blnyv

De Luwx = fmy resulta L u;dx = Lyiny y existe
¥ :
V. & S tal que ujfxv' = nyv' con lo cual blulﬂxv'

= b nyv', e.d,

i {
s,¢,8xv = blngv

1

Aplicamos (2) a v, v' y encontramos p « S,

i
q & A con vg = V p. Obtenemos entonces

i
4, cwxvq = Alcllxu P

Aplicando (1), existe z & S tal que cwxvqz =
clixv'pz, de donde a;cwxvqz = alclﬂxu'pz, tuwxvqz
= tlulﬂxv’pzss.

Esto completa la demostracidn de la-segunda

igualdad.

Paso 3: E1 conjunto AS_1 con las operaciones de-
finidas en el paso 2 es un anillo. E1l cero es 1la
fraccidn %, la identidad 1 es la fraccidn %, la ve
rificacion de las propiedades de anil%o, tales como
asociatividad de la adicidn y de la multiplicacidnm

ypropiedades distributivas, asi como conmutatividad
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de la adicidén es rutinaria.

Paso 4: AS-l es: un anillo derecho de fracciones

de A respecto de S. En efecto, la funcidn

(55 $bi 3o A8TH
gl
av——»T

es un homomorfismo de anillos, pues facilmente se

demuestra que

_ab _a b _ ~
¢(ab) = y O gy ¢(a)d(b)
=L
,.-?(1) g
Sea 4 € S, entonces ¢(4) = % y %'% = %, e.d,
8(s) = (ASTH* y ¢(8) = (as™H*.
Ademds, si a € A es tal que ¢(a) = % = % en-
tonces existen c,d € A tales que l.c = 1.d « S,

ac = 0.d = 0, e.d, existe ¢ « S tal que ac = 0.
De otra parte, si au = 0 cona = A y u « S,en

tonces ¢(au) = 0 = d(a)d(u), con lo cual ¢(a) = O

ya que ¢(u) es invertible.
Por Gltimo, es claro que dado %-E As~!

g g1 -1
7= T'7 = ¥ae)?
Hemos complétado la demostracidn del teorema

l1.. A

Pasamos ahora a considerar 1la unicidad del ani

llo derecho de fracciones, en caso de que €ste exista.....
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PROPOSICION. Sean A un anilloc y S un subconjunto
multiplicativo de A que cumple las condiciones
(1) - (2) del teorema anterior. Sea g: A - Ay un
homomorfismo de anillos tal que g(S) E.Ao*. Enton
ces existe un dnico homomorfismo h tal que el dia

grama
A—d oA,
a
¢ Xy b(a) = %
h -
] l/
AS™
es conmutativo, e.d, he¢ = g. Si ademds g es in-
yectivo, h también lo es.
Demostnacidn: Existencia, Definimos,
! (l - —l v
(6) h(3) =2g(a)g(s) , a €A, s =8,
h estd bien definida: si % = % entonces existen

elementos ¢c,d = A tales que 4c = td € S, ac = bd.
De aqui resulta g(a)g(c) g(b)g(d), g(s)g(e) =
g(£)g(d). Ademds g(c) < A_ ya que g(8),g(sc) = A
Se sigue que g(a)g(C)[g(A)g(C)] = g(b)g(d)
[g(:)g(d)] Nerd, a(@a()™ = g(brg()~) v A -
h( ) h es un homomorfismo de amillos: Si —4-2
EE%%EQ td =: m = S entonces

h(%4—%) - g(aa+bd)g(m)"1

con 4C

= [g(a)g(e) +g(b)g(d)]g(e) tg(a)™?
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g(g(s) T gbygidrge) Tgce) Tt

g@g® trargdygdy oty gd) = A*D
hZy +h (3

t)
a b ac
Ademas si — Tk con 4¢ = bu, u« S, enton

ces h(%.2 2 7 o faciaCia s atera eratn) ratrs! =

Cg@g) Mg = kv . ady =sem =1

Sean ¢ el homomorfismo definido en (5),a € A,
Entonces, he¢(a) = h($) = g(a)g()™" = g(a), es de
cir, ho¢p = g. '

Unicidad. sea §: AS™}

6 = g. Enconces () - §ED = @)™ =
g@g®)™" = w(%), e.d, § = h.

—_— Ab un homomorfismo tal que

Finalmente ndtese que si h(%) = 0 entonces

g(a) = 0; suponiendo g inyectivo a 0y % = %

resulta #” invectiva. A

LEMA 2. Sean A y S como en La hipbtesis de La pro
posicibén antehion. SLi A se puede sumengin en AS™!
lesto es, s4 & en (5) es. inyectivo) entonces AS~!
es el menor anillo que contiene A en el cual todos
Los elementos de S son inventibles. A

De la Gltima proposicidn se desprende el si-

guiente teorema de umicidad para los anillos dere-

chos de fracciones.

TEOREMA 2. (de undicidad,[1]). Sean A un aniflo y S
un sistema muliiplicativo que satisfacen Las con-
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dicdiones (1) - (2) del teorema 1. Sea AO un aniflo
U g:h - AO un homomongisamo gue satisface Las con-
dicdones i) - iii) de La defindcibn. Entonces exis
Le un dndco Lsomorfismo h:As™1 & AO tal gque he¢p =
g, donde ¢ es el homomorfismo deginido en (5). La
demostracibén es inmediata.

§3. CASOS PARTICULARES.

12 Anillo cldsico de fraccifones. Sean A un anillo
y S = {a = Ala no es divisor de cero}. S es un sis
tema multiplicativo de A . La condicidn (1) del
teorema 1 es supérflua. La condicidn (2) se deno-
mina en este caso condicién derecha de Ore, y en
caso de cumplirse AS—l =:Ac£se denomina.aniffo de
necho cldsice de gracciones del anifllo A. E1 teo-
rema 1 toma en este caso la forma siguiente: A po
see anillo derecho cladsico de fraccicnes si y sdo-
lo si A cumple la condicidn derecha de Ore. De
acuerdo al Lema 1, A puede sumergirse en Acﬂ

y Acl es el menor anillo que contiene A en el cual

todos los elementos de A no divisores de cero son

invertibles.

22 Cuenrpo de fraccLones. Si A es un anillo sin di-
visores de ceros el anillo derecho clasico de frac-
ciones de A es un cuerpo (anillo de divisidn) que

denotamos T, y denominamos cuerpo denecho de {rac-

ciones de A: Si %:#0 entonces a#0 y a = S. Resulta
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a,s _ as P g . AT iyl >
pues ~° - = o+ Yya que 44 = 54; e.d, wE ¥y 7 esd

invertible.

NéGtese nuevamente que TA existe si y sélo si
A cumple 1la condicidn derecha de Ore; en tal cas®
TA es el menor cuerpo que contiene A. En otras p#
labras, un anillo sin divisores de cero puede su’
mergirse en un cuerpo si y s0lo si satisface la

condicién derecha de Ore.

>

32 Anillo Lzquierdo de fraccLones. Es claro a pat
tir de la definicidén y teoremas 1 -2 del segundo
pardgrafo, cdmo definir y.caracterizar un anillo

izquierdo de fracciones.

PROPOSICION. Sea A un anillo y $ un sistema mul=-

1

tiplicativo de A. Si AS " y s71a existen, enton=-

ces son 1somorfos.

Demostracidn: Sean ¢d: A —--'AS_1 v ¢L: A — S-lA

los homomorfismos definidos como en (5). Segin la
proposicidn del paragrafo anterior existen homo-
morfismos hd: AS-1~;*-S-1A y h{: §* P insd As™! ta-
les que hdo¢d = ¢i y hio¢£ = ¢d, e.d,(mph£MMu'=
¢L’ (hLOhd)°¢d = ¢d.-Por la unicidad en la propo-
sicidén mencionada obtenemos que hdoh. =1y hohd
<1 3 A A
= 1, e.d, AS &S A, A

En{Z]pag.SB, se da un ejemplo de anillo que
tiene anillo cldsico derecho de fracciones pero

no izquierdo.
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42 Caso conmutativo. Queremos ahora mostrar como
las construcciones efectuadas en el segundo pard-

grafo son generalizacidn del caso conmutativo.

Sea R un anillo conmutativo y S un sistema

multiplicativo de R. Nitese en primer lugar que
R = 57 R :

En [1] la construccidn del anillo de fraccio-
nes RS_l se da por la relacidn de equivalencia

(a,8) ~ (b,%) equivale a que:

existe u & S tal que
(7) atu=bsu, a,b<=R, s,t<S$
De las relaciones &' = ¢ Si (a,8) ~ (b,%t) de-
ducimos que existe u & S tal que atu = bsu. Toman
do ¢ =: tu, d =: su entonces 4c = £d con lo cual
(a,8) = (b,t). Reciprocamente, si (a,s) = (b,%)
entonces existen ¢,d € R tales que ac = bd y 4¢c =

td € S, De aqui resulta aft(dt) = at(sc) = acts =
bdts = 'bsfld);.com d,€. S, eid; {as4) ~»: b, L)%

Las operaciones en [1] se definen por

a, b _at+bs
e - 41
a b ab

il SRR J

€3) y (4) coinciden con estas_definiciones.
Como 4t = t3 « S entonces (3) coincide con la su-

ma de arriba. Para el producto basta tener en cuen

ta que 4b = bs.
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Si R es un dominio de integridad entonces su
cuerpo de fracciones es un campo KR’ vy se denomi-

na campo de cocdentes(gracciones) del dominic R,

NStese que si R = Z entonces Kz = 0.

§4. EJEMPLOS.

EJEMPLO 7.Siendo A un anillo, el grupo A% i Sk
mentos invertibles de A es un sistema multiplicas
tivo para el cual el anillo de fracciones A(A*)"l
siempre existe, y coincide con A (Ver LEMA 1):

Aca*ry -1 - A= (AH7lA,

De lo anterior se concluye que para n > 2

_(zn)cﬁ " Ey
En efecto, basta mostrar que el sistema S de
elementos no divisores de cero en Zh, coincide cor
Zn*: Evidentemente Zn* < S. Reciprocamente, si
x e Zn* entonces existe 2 < d < n tal que d|x, d|n,

Sean entonces 1 € 2,54 £ n-1 tales que X =dr, n w

ds. Entonces x4 =0 (médn) y x & S.

EJEMPLO 2. Consideremos en € el dominio de inte-

gridad

z[ /3] ={a+ b/ 3et|abe 2}
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Su campo de cocientes es

[/ -3] = -{x+"y/-3]x,y-: Q}

En efecto, la funcién

g: Z[/T3] = o[/ TF]

At by 3 3> %+-§’- LA

es un homomorfismo inyectivo de anillos. Siendo

&

a, b enteros no simultaneamente nulos entonces
g(a+bv=73) es no nnlo,*y por lo tanto invertible.
Ntese ademds que cada’ elemento ﬁwk— /-3=q[/-73]

n
se escribe en 1la forma,

—+<—-ri/-3'* = g[(aa ~3bn3 ‘+ (a3 -th)\/-3|g(u+u/_ 3‘)1"'

=~

Segun el teorema 2 Q[/ 3] es (salvo isomor-
flsmo) el campo de coc1entes de Z[# ]

EJEMPLO 3. sea {A.}
7T

no vacia de axullos, .y sea para cada. 4L <1 S un

una famxlxa cualquiera - -no

sxstepa multiplicativo de- A.. Supdngase - queAns w

existe para cada £ « [I. Sean.;
A=TTA, ., s =TTS,
donde T denota producto cortesiano.

Nétese que S es un:sistema multiplicativo de
A. (Existe AS-I? Sean @ = (ai) A, 4= (Ai)<c S
tales que 4a = 0. Existen entonces u, e S‘-_, i< 1,
para los cuales aiui = 0; de aqui resulta au = 0

con u = (ui) « S. Sean otra vez 4 &« S y a < A.
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txi.ount ¢S e bzck o iw tales que
““ .‘ .‘ .‘-‘O
Se tieme entonces gque at = b, con L. (2‘..)

«® S, b (b ) @4, Qucda de esta maners prodada
) oatncach do As”?

Resulta natural preguatarse si 1os anillos
As™! yn‘uf‘.l sen fsomerfes.

Veamos que 3a funcifa
o)

a
(a,) o= (1‘)

cumple las condicieonce del teorens 23 De (3) del
pasfgrafe 52 se concluye que § o un honemerfisae
de anillos. Evidentenente o § © (0 ) @ 8 entonces
960) = i) « Ma;3)% st a o (apaAysia =0

entonces 14- © 0 pare cada { @ 1. De aquf existe
U, €8, tal que @.u, © 0, ¢.do 38 ®* O con &t * (u_.)
4 4 44 g.
e S. Resta obsevvar que cada elemento de m‘S‘
se escride en la ferha
b - t-fn-) . (-,4»)(-—-) e 9 ()9~} con a o
(a}). s =),

Consideremos como caso particular una familia
finita de dominios de integridad Rl,...,kh.siendo
Si = R&.-{O}, 1 < { € n, entonces S = Slx...xsn
es el conjunto de elementos de R = Rlx...an que

no son divisores de cero, y por tanto
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(Rlx...an)cz = KRIX":XKRn %

donde KR' es el campo de cocientes deRL, } .46 1.
&
Por ejemplo
(Zx...xZ)cz = @x...x0

EJEMPLO 4. SeanA un anillo y S un sistema multipli
cativo de A tal que AS-1 existe. Sea X un conjunto
no vacio cualquiera. Puesto que el anillo de fun-
ciones AX es un producto cartesiano, entonces de
acuerdo a lo obtenido en el ejemplo 3 se tiemne el

isomorfismo

AX(SX)—l ~ (AS—I)X
X X
donde St = {§ =« AT 4(X) e 8}
Si A = R es un dominio de integridad y S =

R- {0} entonces S et ol conjunto de elementos de

Rx que no son divisores de cero, con lo cual
X b X
RBodpips P kK)o i

siendo KR el campo de cocientes de R. Por ejemplo

@), ¢ T
@, - &

OEN)QE K
@et =

EJEMPLO 5. Este ejemplo figura como ejercicio pro-

]

puesto en [2]. Sea A un anillo y S un sistema mul
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tiplitativo de A taltque AS-1 existe. Sea M(n,A)

el aﬁillo de'matriceé de orden n 3 1 sobre A y sea
b(n,#) el conjunto de matrices diagonales de M(n,A)
cuyos elémen:os diagbﬁales son tomados de S. N&te
se que entonces U(n,;) es unvsisggma_mulpipiicati
vo de M(n,A). Se desea probaf_quefM(n;A)D(n,4)~lﬁf
= M(n;AS‘J).fEn primér 10gar'e§tudiamos la exiﬁteg
cia de M(n,A)D(n,8)7 s Sean M = (m, ) < M(n,A), -
D = (dij) « 0(n,s) tbles'que DM = 0. Entonces

d =0, 1¢4,45<n

oM
: AL LS
Segin la condicidn (1) del teorema 1 existen uij

&< S tales que

(8) . mijuij - 0 , 1 ¢ £, s n

Si logramos anular todos los elementos de M
mediante ﬁultiplicaciones sucesivas a la derecha.
de ella por matrices de P(n,S), entonces habriamos
probado la condicién. (1) del teorema 1, ya que

D(n,SX'esibn sistemé éﬁltiplicgtiVo. ' :

Co@enzémbs ahﬁlaﬁdo iop elementos de.ia priﬁ!
ta'fila:'Sea”U(o)v-70(u t(ol...;uv t(o)) < D(n,d),
: ey v ) 117117 nnnn
donde Z,,"=:- 1y thHCIS estdn determinados apli- -

éando,la:tondiciah (2) au ulj’ {3 2:

» if’
1 g pRehE R i el g G 98
S L T8 Do B N |
Segun (8)
moou, 2% m o.u b 05" 2
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NStese que entonces M(l)-z MU(O) toma la forma
7’ N\
0 0 o4 0
(o) (o) (o)
marUiitil’ M22%22%22% Maptnntun
(o) (o) PRC))
\mn1“11‘11 "n2%22%22" = Mentpntan
Procedemos ahora a anular los elementos de la
segunda fila de M(l). Aplicando la condicidn (2) a
los elementos u- 2(9), uz-, { » 1, encontramos
(1) JJ d4 J
< S, b A, § > 1, tales gque

!i

(o) ,(1) .
¢ < T TS e
w7 e Bl i s A

Aplicando (8)

(0) 4 (1) e,
MoilaitiiatijeTsPegtasle s Bnadod sbos
NOtese que entonces M(z)-S M(l)u(l), donde
u1)a: D(tgi),....t;;)) < 0(n,s), toma 1la forma
§ )} 4 0 o uin 0 )
0 0 s & 0
(o) (1) (o) (1) (o) (l)
my Uity 4y Magboglan 432" «oomy 2o Lom
(o) (l) (0) (1) (o) ,(1)
M %081 A0 Maotaata2 822 oot Mattuntan £

nm i AR /
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De manera an‘loga encontramos utticcs diagona
les u‘”..'...u‘"’ € P(r,4) tales que

VAL ) L2 B

10 cual prueba la comndicidn (1).

Pasamos ahora a probar (2)vs Sean M = (mij)c
M(n,A), 0 = (dij) e 0(n,s8) .

Aplicamos (2) a los elementos mlj,d“,IC § € n,
encontramos .t(-;)t e blj €A, 1 & € n, tales que

(1) m. 259 & 4

11744 111j’~l‘1‘".

Aplicamos (2) a los elementos 211}32 d en-
contramos t(l)cs b 2 «A, 1 €4 <n, tales que

11
5 (0) ,(1) _ , :
(2) Zthj 4‘._“ d22b21' l<3€n

Continuando de esta manera, aplicamos (2) a los
elementos m z“?Z..z‘"’z,’ d y encontramos
(n=1) ny 44 14 nn
'tjj < S, bnjeA l‘j‘ntalesquo

- (0) ,L0-1) _ .
(%) mn!t”...z“ = dyybuis 15 6n

Aplicando combinadamente (T)..,..(i) resulta
MT = DB, donde

e « 0(n,8)

: (o) (n-1y
0 Zon Lpn
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[ (1)  ,n-1) (1) ,(n-1) (1) ,(n-1)
b, 2 0 Qe T o oo iRl e v
(2) (n-1) (2) (n-1) (2) (n-1)
Bierdiunt siofs B3« Biafoh adlahet ihbgelisut B
B = . : )
n-1) (n-1) (n-1)
bn-l,ligz bn-l,ztzz e bn—l,ntnn
g bnl bn2 S bnn )

lo cual completa la demostracidn de la existencia

de M(n,A)D(n,s) L.
Veamos ahora que la funcidn

R LS e T €

mi .
i A4
(m ;) — (5)
satisface las condiciones del teorema 2.

Segin (5) del paragrafo §2 g es un homomorfis-

mo de anillos. Si D = (dij) = D(n,S) entonces g(D)

d; d d by
= (—%i) = D( il,...,—%ﬂ) = M(n,AS 1)* con inversa
di dpp -1 1 1
(—=,...,—~ = D( P, 6 ).
(=1 1) dy) dyp

Sea M = (mij) € M(n,A) tal que g(M) = 0. Exis-

ten entonces U, . < S tales que

44
= Oy 3

n

o A5te n
Ai744 4 <

Repitiendo el procedimiento que sigue a (8) en

contramos V € D(n,S) tal que MV = 0
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a..
" -1
Resta probar que cada matrizX = (-64"-1-)": M{n,As ")
Af
se puede expresar en la forma

X = o(A)g(D) ™, con A & M(n,A), D= D(n,s)

Comencemos con una observacidn muy sencilla.

a b -1 ! ; .
Dados 37 e AS existen fracciones con denomina-

=y
o pt b° " AP LT L _
dor comun Catie) tales que ety Y ; ek En efec

to, aplicando (2) a 4,1 encontramos ve& §, £ «A

tales que 1 sv = t2 =€ S; entonces claramente

av _a bt _b

3Y 5° L -
Aplicamos esta observacidn a los elementos de

cada columna de X y encontramos X' = X donde los

denominadores por columnas son iguales, digamos

Y . B
' ]
#13a in
; 7@? < & g
X = X = :
v 1
a a
n nn
)Ll /Ln
i 4

Nétese que X = X' = g(A)g(P)~1 donde A==(a;j)’
U= D(nl,...,nn) e 0(n,S)
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