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ALTERNATIVA DE FREDHOLM
PARA
OPERADORES MONOTONOS

Darnio Sénchez Herndndez

ABSTRACT. Several conditions are imposed on a non-linear
operator of a reflexive Banach Space into its dual which
allow to establish a Fredholm alternative for such an op-
erator. Then an application is given to a problem in Alge-
braic Geometry.

RESUMEN. Se dan condiciones para que un operador no li-
neal de un espacio de Banach reflexivo en su dual satisfa
ga la alternativa de Fredholm. Se usa luego el resultado
para responder a una pregunta en Geometria Algebraica.

§1. INTRODUCCION. E1 estudio de los operadores
mondtonos se origind en investigaciones sobre

desigualdades variacionales yes de utilidad en

AMS-M0S Subject classification, 47H06, 47H15.
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el estudio de las ecuaciones diferenciales par-
ciales no lineales. Tiene ademds otras aplica-
ciones interesantes, como es el caso en el ana
lisis de la siguiente pregunta en geometria al

gebraica:

Sea T:R" » R" una aplicacién cuyos componen
tes son polinomios en n vardlables. Supbngase que
para el fjacobiano VT se Ziene que

det(VT(x)) # 0, para todo x e RrR".

GEs T un homeomongismo de R" sobre r"?

Si E es un espacio de Banach real y E* es su
dual topoldgico, un operador T:E + E* es un ope
rador mondtono si .(Tx-Ty,x-y) > 0 para todo
X,y « E. Aqui (z*,x) denota la imagen de x € E
por el funcional z* € E¥. Por otra parte, se di
ce que T es de tipo polindmico si para algin

par Vv, we E el hecho de que

1im sup |(T(w+tv),v)| < =
1+

asegura que (T(w+fv),Vv) es constante en la va-

riable £ € R.

Es un hecho interesante que la alternativa

de Fredholm sea valida para operadores mondto-
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nos de tipo polindmico que satisfagan adem&s una de
sigualdad del tipo de "Garding" (estas son gene-
ralizaciones de la desigualdad de Rellich) o al-
guna condicidn andloga de semicoercitividad, como
fue observado alrededor de 1977 por varios inves
tigadores. Dentro de este contexto la propiedad

de Fredholm es equivalente a la linealidad cerra

da del recorrido R(T) del operador.

El propdsito de este articulo es enunciar y
demostrar un teorema de Fredholm bajo situacio-
nes ligeramente diferentes, muy elegantes, que
se originan en un teorema de Landesman y Lazer
[2] sobre dicha alternativa para ecuaciones elip

ticas con parte principal no lineal.

§2. ELEMENTOS DE OPERADORES MONOTONOS.

Sean £ un espacio de Banach real, E* su dual
topoldgico y T:E - E” un operador no lineal (o,
mejor, no necesariamente lineal) de E en E¥. E1

operador T:E - E* es monétono si
(M1) (Tx-Ty,x-y) > 0 para todo x,y € E

Aqui, (z*,x) denota la imagen de x € E por 1la

funcional z € E®. El operador T:E » E" es coen
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eLtivo si

(Tx,x)

_— > 4 cuando [X|| > +o .
Ix" ﬂ "

{C1)
Si E es el sistema de los nfimeros reales, T es
simplemente una funcidn real definida sobre los
nimeros reales, y decir que T es un operador mo
nbétono equivale a decir que T es una funcidn mo

ndtona no-decreciente:
Tx > Ty para X >y .

La coercitividad de T se traduce en que

Tx » +° cuando X > +% y Ty + - cuando Yy *>-=.

Una aplicacidn T:E » E* es fuentemente monG-

tona si existe una constante C > 0 tal que
(MF) (Tx-Ty,x-y) )Cﬂx-yﬂ2 para todo X,y e« E.

Es facil ver que una aplicacidn fuertemente mo-
ndtona es coercitiva. En efecto, usando (MF)
con y = 0 tenemos (Tx-TO,x) )C"x"Q, lo cual im-
plica que T(x,x) > cclx]-1Tol) ] x| -

Para dar respuesta a la pregunta formulada
en §1, recordemos un resultado muy Gtil en la
teoria de los problemas elipticos no lineales

con valores de frontera.
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AFIRMACION. Si E es un espacio de Banach reflexi
vo con espacio dual E* y T:E =+ E* es una aplica-
cidn continua que satisface la condicidn de mono-
tonia (M1) y la condicidn de coercitividad (C1),

entonces T es sobreyectiva.

Este resultado fue ampliamente estudiado por
D.G. de Figueiredo [1] en 1974. Muchas generali-
zaciones de la afirmacidn se han dado posterior-

mente.

En las aplicaciones a.la teoria de las ecua-
ciones elipticas, el espacio E es usualmente un
subespacio cerrado del espacio de Sobolevfﬂ“p(QL
donde  es un dominio de Rn, que contiene el es-
pacio C:(Q) de las funciones de prueba. Por otra

parte, el operador T es generalmente de la for-

ma

(1) (Tu,v) =) [ Aa(x,u,...,vmu)aavdx, (Ja]<m), v e E.
o

La notacidn usa multi-indices’a = (al,a2,..,anL

la abreviatura 3% = H(B/Bxi)aL Ol = ], paps ) 1y

una funcidn apropiada Aa de m+1 variables. Con-

diciones apropiadas de elipticidad y crecimien-

to conducen a la  coercitividad completa de T.

Tambi&n se han estudiado condiciones que sdlo

conducen a desigualdades del tipo de Garding
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que, como se dijo, son generalizaciones de la
desigualdad de Rellich. Estas desigualdades de

Gdrding son usualmente de la forma
P P
> - -
(2) (Tu,u) > Cﬂulm’p Izﬂulp k
para constantes positivas C y k. Aqui

ful

1/p L .
= (fu|Pdx) u = Y| vt (L=, .,m)
5= lul 1y, = 7, ,
Como T es un operador lineal, la desigualdad (2)
da la clave para la demostracidn de la giguien-

te forma de la alternativa de Fredholm:

"S{ el necorndido R(T) de T tiene codimensibn §4-

nita, La ecuacibn Tu = § es socluble 24 y s6La-
4

mente 84 § - R(T) ".

Para dar un tratamiento alternativo a este
famoso resultado, generalizaremos ligeramente
algunas de las propiedades del operador T:E-*E*,
siendo E, como lo hemos dicho antes, un espacio

de Banach reflexivo.
i) Se dice que T es un operador noamaf, si
(3) T(o) = 0

ii) Si para cada v € E,



28 aportes

(Tu-Tv,u-v) 0

(%) 1im inf
ful > = Jul

diremos que T es mondtonamente asintético.

iii) Si T es tal que el hecho de que para algin

par v,w « E

(5) 1im sup |(T(w+tv),v)| < =
,t++oo

asegura que (T(w+fv),v) es constante en la va-

riable t €« R, diremos que T es de tdipo polindmi-

co.
iv) Si la funcidn Y definida por
(6) () = (T(tw),v)

es diferenciable en t = 0 para todovetywe F,
donde F es un subconjunto denso de E, diremos

que T es débilfmente diferenciable en 0.

v) Si para todo subconjunto cerrado, acotado y

convexo D e E y toda 4 € E¥ 1a desigualdad va-

riacional
(7) (Tu-§,u-v) € 0 para todo vea D

tiene una solucidn ue« D, diremos que T es un

operador neguflan.
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. . ’ L . 7 2 .
vi) Si existe una proyeccidn lineal continua

Q:E * E tal que

dim QE < «

i (Tu,u) k,)u e E} < pof

W
et ou+D ¢ Tal ~

para todo k > ho,

diremos que T es psemi-coencitivo.

§3. TEOREMA DE FREDHOLM.

En esta seccidn enunciaremos y demostrare-
mos el teorema principal de este trabajo. Supon
dremos que T es un operador definido en un es-
pacio de Banach reflexivo E con valores en su
dual E*, y que T satisface las propiedades (i)

a (vi) del final del paragrafo anterior.

Para facilitar la demostracidn haremos uso
de dos lemas preliminares, que de inmediato pa-

samos a considerar.
LEMA 1. Sean ve E y kR € R tales que
(9) (Tw,v) € kR, weE.

Supbéngase ademas que T:E » E” es continua y sa-

tisface las propiedades (i) a (iv) del §2. En-
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tonces, VLR(T).

Demostracidn. Sea w € E y definase
g(t):= (T(w+tv),v), e R.

Entonces, g(£) < k para todo £ « R.

Por la monotonia asintdtica (ii) de T se tie

ne que

1fm inf £ 1(T(w+tv)-Tw,tv) 2 0,

1 » o
asi que, si e(w) < 0, entonces

-e(w) € (T(w+tv),v) < kR, £ > 2,

o

O sea

[ T(w+tv),v] < max{c(w),k}, £ > to'

Esto asegura que

1im sup |[T(w+tv),v)| < +e
1t > o

L

y, como T es de tipo polindmico, entonces
(o) g(t) = constante = (Tw,v), T € R

De la monotonia asintdtica (ii) se deduce

también que



aportes 31
1im inf |2] 1T (wrtv)-T(ow), (1-a)w+tv) > 0,
L+t

y un c8lculo elemental muestra que

1im inf [(1-a) [£] (T (wrtv) ,wrtv) +alt] (T (whtv), £V)

t >+t

- 127N T (ow) 0] > o.

En virtud de (10) obtenemos de esta fltima desi

gualdad que
a0 (Tw,v) - o(T(aw),Vv)

> (a-1) 1im inf [|£] (T (w+tv),w+tv)]

>
I » o

donde 0 =1 si £t + oy 0o = -1 si £ » -,

Para o > 1 el término de la derecha en la
iltima desigualdad es no negativo, como se de-
duce de la condicidn (4). Esto conduce a la de-

sigualdad

00(Tw,v)-0(T(aw),v) > 0, 0 = *¥1, a > 1,
de la cual se deduce que
(11) a(Tw,v) = (T(oaw),v), a > 1.

Haciendo uso nuevamente de la hipdtesis (9), ob-

tenemos que

A\

o(Tw,v) < k, a 1,
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y pasando al limite cuando a =+ ®©, que

(12) (Tw,v) € 0, w = E.
Tomando B = 1/a, w = (1/a)z, o > 1, obtenemos de
(11) que

B(Tz,v) = (T(Bz),v), O < B < 1.
Por lo tanto,

(13) 1im B~ Y(T(Bz),v) = (Tz,v).
B+ot

.

Por otra parte, la hipdtesis (iv) asegura que la

funcidn Y definida para B « R por
Y(B) = (T(Bz),v)

es diferenciable en B = 0 si z € F. Puesto que
Y(0) = 0, la condicidn de normalidad (i) de T
permite concluir de (12), que ¥ tiene un maximo

en B = 0. Por lo tanto, la derivada y'(0) es nu

la, de lo cual

1im B Y1(T(Bz),v) = 0
B>o

De (13) concluimos entonces que

(Fz,v) = 0, z& F,

y puesto que F es denso en E y T es continua,
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necesariamente v LR(T).

LEMA 2. Sea T:E + E¥ un operador semicoerciti-

vo en el sentido de (vi). Entonces,
1
domR(T) <« dimQE

o
Demostracidén. Sean n = dimQE y 2, = R(T) ,
L =1,2,...,n+t+l. Probaremos que los Z, son 1li-
nealmente independientes. Puesto que dimQE = n,

existen escalares AL tales que

n+1 n+1
1 Az, =0, ) |x;] # 0.
4=1 14=1
n+1
Sea z = Z Aizi' Puesto que z LR{(T), tenemos que
£=1

(T(£z),tz) = 0, £ € R,

y, por la semicoercitividad, que

[ 2]

_ R < .
(1+]ot] - S }

sup{

Puesto que

n+1
Q(tz) = 1 L

4=1

0,

concluimos que z = 0. Por lo tanto no pueden
existir mas de n vectores linealmente indepen-

1
dientesen R(T) . Esto demuestra el lema.
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TEOREMA 1. Sea T:E » E* un operador continuo de
un espacio de Banach reflexivo en su dual, el

cual cumple las propiedades (i) a (vi) del82.
Entonces, el recorrido R(T) es un espacio lineal

ol
cerrado de E, de codimensidn finita.

L
Demostracidon. La finitud de dimR(T) resulta del

Lema 2, ya que
1
dimR(T) <« dimQE < « ,

La demostracidn de que R(T) es lineal y cerrado

se reduce a probar la siguiente afirmacidn:

"La ecuacddn Tu = § es soluble 84 y sGLamente
4
54 LR M.

La parte '"solamente si" de la anterior afirma-

cidn es trivial. Para la parte '"si'", supongamos
que 6.LR(T)¢ y que la ecuacidn Tu = § no es so-
luble. Por induccidn construiremos vectores 1li-
nealmente independientes Zi_LR(T), L = 1,2 000 oM
m = 1+dimQ, lo cual estard en contradiccidn con

el Lema 2.

si {« {1,2,...} y si £ > 2, supongamos que
se han podido construir los elementos linealmen
te independientes Zj_LR(T), § = 3325 swn 54510
Sean V1 = 0, vy Vi = subespacio generado por

{21,22,...,21_1},si L 2 2.
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Sea W el complemento lineal cerrado del subespa
cio V;. Por la condicidn (v) de T, para todo

" > 0 existe un u, = Bnﬂ W tal que
- - <
(14) (Tu& fou,-x) €0, x e B, N W,

donde

B, = {x e E: Ix] < »}.

Si para alglin 4 > 0 podemos tomar u, de tal ma-
nera que uunl < n, entonces Tun—éJ.W. Pero en-
tonces Tun—é_Lw-+Vi, ya que R(T)—ﬁ.LVL por 1la
hipdtesis de induccidn y 6.LVL. i Tu&—éJ.E,
o sea, Tun = §, lo cual contradice la hipdte-
sis de que la ecuacidn Tu = § no tiene solucidn
en este caso. Queda entonces por considerar el ca
so en que 1lim ﬂunl/n = 1, (el cual ocurre, por
ejemplo, s?$Wunﬂ =N para todo 4 > 0). Puesto
que E es reflexivo, existen un elemento z €t y

S -1 e
una sucesion Iukl u, convergente débilmente a

n
Z. Haciendo X = 0 en (14) obtenemos que
Tug,u
1im sup .(___"l’__)(-_l < o,
n > o "U}LI

y de la condicidn de semicoercitividad de T se

tiene entonces que

lu b < clau] +C (x> =
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para alguna constante C > 0. Por lo tanto,

1< clu,l M lQu, ]+ clu, ™

= n n n 2

de lo cual

-1 -1 -1y -1

¢ -fu, 17 € lud ™ e, = 120w, 17 u,)].
Pasando al limite cuando % + ® tenemos que
-1
¢t < o],

pues Q es completamente continua. Se deduce que

Z # 0. De la condicidn de monotonia asintdtica

se concluye que

> .

lim inf
n > o "U.}LI
Por otra parte, de la desigualdad variacional
(14) y de las relaciones de ortogonalidad
VL.lR(T), V{_Lé se concluye que W = w1+w2=:E,

donde w, = wr1Bn, w, < Ui’ y, ademds que

1

(15) (Tu, -f,u,-w) < 0

De (15) tenemos que

1im infﬂunﬂ'l(ﬁ—Tw,un—w) > 0

n > oo



aportes 37

(§-Tw,z) > 0, w eE

Del Lema 1 concluimos entonces que z LR(T), y
por hipdtesis § 1z. Puesto que z e W y
zZ # 0, tenemos que Z & Vi; es decir z no depen-

de linealmente de 21,22,...,2 Tomandozi = Z,

£-1"°
completamos la construccidn de los zj’ obteniendo
asi una contradiccidn. El1 teorema queda demostra

do.

Una consecuencia del Teorema 1 es la siguien
te respuesta a la pregunta formulada al comien-

zo del articulo:

TEOREMA 2. Sea T:R" + R" una aplicacidn polind-
mica tal que, para todo X, VT(x) estd positiva-

mente definido. Entonces, T es sobreyectiva.

Demostracidn. Por el Teorema 1, el recorrido de
T es lineal y por lo tanto cerrado. Por ser
det(VT(x)) # 0 para todo X R", T es ademas
abierta. Por lo tanto, T aplica Rn sobre todo

Rr".
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