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LAS NOCIONES MATEMATICAS,

ALONSO TAKAHASHI

INTRODUCC/ON

La Matematica es una ciencia inti-

til. E ntiendo par e llo que no pue de

s eruir dire ctamente para la ex plo-

t ac ion de nue stros s eme jante s ni

para su e xterminac io n :

Empezando en la sequnda mitad del siglo pasado ha ida dellne andcse en

forma cada vez mas acentuada un enfoque muy especial de la Maternatica,

La atencion empieza a desviarse progresivamente del estudio de elemen -

tos (ruimeros. puntos etc) definidos 0 construidos .aisladamente y en su lu-

gar, y empleando procedimientos que evocan inmediatamente los metod os de

lnve stiqacion experimental. tratase de disoclat los principales inqredientes

presentes en varias teorias importantes, clasificandolos y anallzandolos dey

de puntos de vista mas 0 menos g[obales buscando slempre leves generales a·

p icables a gran des farnil ias de entes, Una vez que los diversos constituyen-

tes han side aislados y analizados, se recombinan en forma metridic a para pro-
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ducir sistemas mas complejos cuya "estructura" es entonces mas accesibJe

al estudio orqanizado,

Para tener una idea aproximada de este nuevo enfoque de la antes lla-

mada \\ Ciencia de la Magnitud y la C antidad" es necesario precisar ciertas

nocione s como las de H Sistema axi omatico ". " Teoria formal", " Estructu-

ra (rnaternatica) ", alrededor de las cuales giran las actuales tecnlc as de fun-

damentacion, exp os icion e investiqacion matematic a.

Lo que podriarnos lIam ar la "Matematica actlva", es declr, la mate-

matica en vias de desarrollo; de lnv estiqac icn tiene un esqueleto constitui-

do por ciertas" estructuras madras" entre las cuales las mas individualiza~

das son:

a) las e struc tur as a lg eb raic as , cuya nocion basl ca es la de oper acion 0 ley

de compos ic idn (ejern plos : adicion, rn ultipl icacion), En cierto sent idoJas

estructuras algebraicas tienen un caracter [init o ; se suman 0 se multiplican

dos <,0 a lomas un ruimero fi ni to de ) ruimeros •

b) Las e s tr uc tuxas ord inale s que estudian 5 istemas en los cuales la no ~

cion esencial es la de prec edenc ia (antes y despues, menor y mayor). Estas

relaciones, a pesar de su aparente trivialidad, han demostrado ser esenciales

en el edificio matematico •

c) Las es tructuras to poldgic as en las cuales se analiza la nocion de prox i-

midad (en grado "infinitesimal") loqrandos e aSI precisar los importantes

conceptos de limite y de funcion (0 transformacion) c ontinu a ,
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l.anocion de es tructura , cuyo sentido riguroso aclararemos posterior -

mente, se formula en termincs de c onjuntos 0 clas es, Estos no son otra co-

sa Que los objetosmatem6ticos '" es decir, las cos as Que los matematicos es-

tudian. .Entre estos objetos se destacan lasllamadas relaciones y en espe-

cial las [uncione s y las equiualencias, En terminos generales puede afir-

marse que la lnvestiqacion maternatlca consiste en buscar (demostrar) propie-

dades de estes obletos matematicos.

Durante el ultimo cuarto de siglo, y tenienda su oriqen en la aplicacicn

de tecnicas algebraicas en topoloqia , se empezaron a considerar no sol amen-

te transformaciones entre sistemas individuales analcqos sino tambien entre

ampl ias colecciones dedichos sistemas ala vez que Sf! analizaba la estructu-

ra algebrai ca de estos nuevos superobj etos, Surqen as i Ias Ilamadas catego-

rias cuyo lenguaje y metodo proporciona unidad en campos antes considera "

dos esencialmente disimiles,

Par ultimo, y con el objeto de fundarnentar las teori as matematicas y en

particular Ii Tecria de Conj~os, se introduce la nocicn de teor!a (0 siste-

ma) formal In cuyo sene puede precisarse la idea de obj,to, de condici6n "'1

de afirmaci6n uerdadera. Estos estudios, Que combinan la logica con metodos
,

de tipo algebraico, constituyen Ia metamatematica-, '

En esta serie dearticulos, de caracter prirnordialmente divulqativo, in-

tentatemos presentar en forma sencilla algunas ideas sobre los temas antes

mencionados. Especlficamente, incluiremos las secciones siguientes: (1)

George Cantor <Ia Teorfa de Conjuntos) (2) Paradojas <Ia crisis de los Fun-

damentos); (3) La Tesis Logicista; (4) La Tesis Intuicionista; (5) Gi.Lisseppe'C:
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Peano (Ia Axiomatica): (6) Dav-id Hilbert (e'l Formalism 0); (7) Nicolas Bourba

ki (las Estructuras) (8) La Logica Formal, (9) La Metamarema,tica. nO) Cia
,-

ses y conjuntos ; (11) La funcion loqic a r .; (12) las Estructuras Fundamen

'tales ,: (13) Cateqorias : (14) Naturaleza de las nociones ; (15) E! Infinito ,

1. GEORG E CANTOR

(La T eoria de Conj untos )

Conjunfos,

En el desarrollo de la Matematica se han distinquido tradicionaimente

dos tendencias que. aunque a veces parecen oponerse siempre se complemen

tan La prim era apoyandose simultaneamente en ei aparato teorico y en la in

tulcion constructlva. trata audazmente de descubrir ( i. a crear ?) nuevas cam

pas d.e investiqac ton y de loqrar en los antiguos c ada vez mas resultados sin

preocuparse demasiado POI' los fundamentos POl' los cimientos podriamos de

cir de su edificio La segunda por e! contrario seocupa esenc ialmente de

sentar bases firmes para las construcc ione s y de [ustif icar los procedimientos

ernp!eados par la primera

Con el objeto de loqrar la ansiada c ons is tenc ia de la Matematica se ha

tratado siempre de edificarla sobre sistemas 10 suficientemente simples para

que su legitimidad ofrezca el min irno de dudas Es as! como para fundamentar
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el Andlisis (calculo infinitesimal! teoria de funciones ) se ha recurrido tra-

dicionalmente a los ruimeros natorales 0; I, 2A .~. 0 a los enteros

, • , ! ~2! 1, 0,1 1, 2Q 0" (de los cuales decia Kronecker que eran obra de

Dies mlentras que todas las otras entidades maternaticas eran oora de lcs bor;'~

bres): analoqarnente, la Geometrla se ha construido con base en sus ncciones

mas S'imples,punlo Y recta ,

t. principios de este siglo se creyo haber halfado la base mas adecuada

para toda la Matematica en la llanada Teoria ( " intuitiva" dec irrus hoy) de

Conjuntos introducida por G. Cantor, matematico [udio nacido en San Petesbur-

go (1845 <. 1918) .,

Los oriqenes de esta teoria pueden p'ecisamentelocalizarse en los es-

fuerzos lIevados a cabo para aclarar loS fundamentos del Anattsts : clasifica-

c ion de los conceptos de ,,,imero racional, ntim ero real, If,,,ile y contiuuidad

( ccnceptos" lnflniteslmates'") Cuy05 extraord inarios resultados se conocen

globahrente cor(,o~' la aritmetizac icn del Amilisisu 0 En esta labor se desta-

caronespeclalmente Weierstrass (1815 "lB92) p Dedekind <1831",1916) y el

mismo Cantor, Se lagro entonces for~lar una definicion adecuada del conjun~

to de los nurr,eros reales ( 10 recta real) en tern'jnos de ntlrneros racionales J

los cuales a su vez se redujeron al cancepto de nurnero entero~ de tal manera

qLe hacia el ana de 1900 Poincare podia decir con justa razon ~ Ho)' que dan

en el Antilisis solamente enteros 0 sistemas linitos 0 inlinitos de enleros in,·

terconectados por Nna red de relaciones de igualdad)' desigualdad •

En efeete, para definir un mimero real se consideraba un cierto conjun-

to de numeros racionales; es decir, la coleccion de todos los racionales que
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s atisfacian ciertas relaciones de desigualdad y dicho conj unto era entonce s

mirado como un nuevo objeto (eortadura ) ~ pasando fuego a considerar la co-

lecclon formada por todos los entes aSI defin idos como un nuevo objeto, a

saber, la recta real. EI paso hacia la con~ideracion de colecciones de obje-

tos cualesquiera era entonces inminente. Y asi Heqa Cantor a enunciar su

\\ definicion 11 ( seria mejor decir de scripcidn ) de \\ conjunto ": Por 1111

" conjunto " ent ende mos cualqui e r e ole ccidn M de ob je t os bien de term i-

nados In de nuestra percepcidu 0 de nuestro pe ns am ie nt o ( los cuale s son

los" elementos 11 de M), considerada c omo un todo '.

De acuerdo con esta descrlpcion, una manera natural de formar conjun-

tos consiste en pasar de una propiedad 0 condic ion P a su extension,

es decir, a fa colecc ion formada por todos aquellos entes qLJ:!satisfacen I a

condiclon P. ASI, por ejempfo, si P es la condicion en n : II n es un

rnimero natural menor que 15 y divisible por 4" I. su extension es el conjun-

to A cuyos elementos son 0, 4,8 y 12 el cual acostumbra denotarse en la

forma I 0,4, 8, 12 I , es decir, A = I 0, 4, 8, 12 I. Para indicar que, por

ejemplo, 4 es un elemento de A se escribe 4 E:A. En la actualidad la le-

tra griega E: se ha deformado produciendo el sigo E cuyo uso se limita ex-

clusivamente a esta situacion. a E A (a es un elemento de A). Para in-

dicar que a no es un elemento de A se escribe a t A •

Si P es un a condl cion cualquiera y a es un objeto, se escribe pea)

en lugar de "n satisface la condicicn P". Si A es la extension de P

entonces A es precisamente el conjunto formada por todos los objetos a

tales que P(a), el cual se denota {a' pea) I, Es decir A = {a: pea)\'
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Es clare que en lu;ar de a puede usarse x, ti I 0, etc. :

A = I e : P(aJl '"' I x : prot) I"" ••• T enem 05 entonces Q~ aC A si y

solo si Na). Puede decirse que A es la realizacitin o.jetivrl de la

propiedad P; natural mente esta propiedad 0 condlcicn P puede ref.rirse

a objetos que 110 son ruim eros y por 10 tanto los elementos de A pueden

ser de naturaleza diversa. Por ejemplo, sl • representa un objeto cualqule-

ra (pero bien dettmMAado) entonces ,{ x : x =.1 eli W1 conjunto can un so-

lo elemento, a saber II,. este conjunto se dice IlldlllPio y se denota {a I.

Analogam ente IX : x=:; :. :x = • I"" {- ,b I. N-6tne Q41e6; a =. en-

tonees {","l '"'t. t. ~ncionemos por ,w.time que.4 P e5 una cOAcH-GiOg

contradlctoria, poi fjemplo \\el objeto a no f& ef objeto a" entonces la

exten ~6n de P no puede contener objeto alquno, lueqo, Ii deseamos

Que la extension de una cordlcidn sea s4.empri un cc.jlHlJ. debem QI admi -

til' la existencia de un conlunto sin elementos (l ), E$18 .~.~ se d-eslgfla

¢ . POl' ejempio, Ix : X t X l::a ¢ .

Era entonces muy natural admitir el siguiente principio general: " Para

cada condicion P .. is'. un unico conjunto A cuyos elementos son pre-

cisamente aquellos objetos que satisfacen lacondicion P". Sinembargo,es-

te principio de apariencia tan inocente encubria al Monstrflo de la COrltrodic-

cion, segun 10 demostro mas tarde y en forma contundente e I ~a yue-

matico ingles Bertrand Russell, entre otros.

Equ;potencio.

Con base en la nocion de conjunto puede iniciarse un analisis del con -

cepto de ntimero {natural> y al mismo tiempo general izarlo. C onsideremos u-
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na sltuacion intuitiva : Suponqam cs que un pastor liega a un bosque y deci

de atar sus ovejas a los arboles loqrando que cada oveja quedeatada a un

arbol (y a uno solo) y que recfprocamente a ·cada arbol quede atada una oveia

(y 56101 una), sin que sobren arboles ni ovej as, Decimos entonces que entre

el rebafio y el bosque se ha establecido una c orrespondenci a biuniuoc a. En

esta situacion el pastor, aiin suponiendo que no supiese c ont ar, podria aflr-

mar que hay t ant as ovejas como drb ole s 0, en forma mas sofisticada (?\ que

el ntimero de ovejas es igual al mimero de arboles, En otras palabras, el

n time ro (de elementos) deun conjunto A no es otra cosa que aquella pro

/}iedad que A tiene en connin con todos los conjuntos X que pueden po·

nerse en correspondenc!a biunivoca con. A .

Precisemos un poco •. Una correspondenciacomo la anterior, y que tecnica "

menterecibe el nombre de [unc idn 0 ap.liCficion, es una regia (Ilamernosta /)

que determina para cada ove] a a el .frbol . hal cual debe "-, aplic arse' c (atar-

se), Sl . a este arbot b,al cual .'se apl'lca 0 se ata . a Ie

colocamos 113etiqueta lea) tenemos que / Ie aslqna a cada elernento a

de A un elemento I(a) de, B, Y uno solo, Esta ccrrespondencia tie-

ne dos propiedades adici onale s: (1) a cada arboi no se at« mas de una oveja,

e:; dec iI', si i'T ,,' entcn·;:,:~; f(a,lr j(a') y. (2) tcdo.a"ba! tiene unaoveja

atada a eli es dec!I', para tOO\) !:; de D existe una; a ,de A . tal que

I(a) =0 b,. La primera propiedad la expresamos diciendo que f es uno'

a~ uno (0 inyectiva) y la segunda'diciendo que '. f aplica A sabre, B

(0 que f es sobreyecfiva), Cuando f establece una correspcndencia biu,·

nivoca entre .A y B., es dec ire cuando f es a la vez inyectivay so~

breyectiva, decimos que es biyectiva ( 0 que es una biyeccion),

Si A Y B representan conjuntos d colecciones de objetos cualesquiera
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e quip o

t ente s (A Cp B) 0 que tienen el mis mo cardinal ( Card A 7.' Card B), note"
, I

se que no hemos dado significadoalgunq a los sim bolos Card A Card B

sino a la expresion Card A =c Card B Sin embargo en e! caso concreto an-

tes considerado, la relacionA 21)B (0 10 quees equivaiente Card A ..;

Card B) indica que, A y B. tienen.el mismo ruimero de elementos. lueqo

en este CQSO podriam os interpretar. Card A como el ntimero deelementos

de A ... y similarmente para B, En consecuencia. la relacion tener el mis-

mo cardinal genera!iza a t~ner el mismo ndmero de eleme.ntosV el concepto

de cardinal generaliza al de ndmero (natural); cuando X esun coniunto

-.finito" (vale decir concreto) el simholo Card X puede interpretarse ~Ol'"

mo el mimero de elementos de x. Cuando x no es finite Card X es un

ruimero generalizado decirnos que es un ntimero trans jinito, L1egarnos asi a

plantearnos fa posihilidad de desarrollar una Aritmetica Trans jinita que estu-

die e5t05 nuevos "ruimeros". E sta teoria fue uno de los mayores exitos 10 .,

qrados POl' Cantor y seqiin Hilbert la mas marauillos a [lorac idn del espiritu

matematico y, sin duda {~n~de las mi~ altas aportadone s de la serena y pu-

rei uctivid'2d de la inte!igencia hUJ71ana, Es necesaria declarar explicitamente

que al CQi1S~der(lr conju!1tos no finitos ('" infinitost) se esta aceptando la e~

xistencia de entes de naturaleza esencialmente diferente a las colecciones de

objetospresent€:s en ei universo f1sico y sabre las cuales Sl? ha mode!ado .

nuestn intuicioil, De alii la grandiosidad de una tl"oria que provee reg las pre"

cisas para manipular estos nuevos'objetos supra naturales.

La aplicacion de estos conceptos a conjuntos no finitos esta plagada

de hechos sorprendentes. POl' ejemplo, si IN es elc_onjuntode los nurneros

naturales y C el conjunto de sus cuadrados
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entonces puede deflnirse UM apllcacien I: fJ ... C CO/l'() sigue :

'0) =' Cl , I(J) == 1 , 1(2) == 4 yen general j(n) =' n2• Esta apucaclen

es clararnente biyectiva, l!.ego ClZrd IN == Card C. intui tivamente: ~ y

C ti~ el mismo \\ mimerc" de elementos, 10 cual ccntradlce frontalrnentft

el "axioma'": el todo es mlt'yGr qtle elida una" S. plff'tu. En ef.eta, al

conjunto ~ Ii hemos QlIitiGo una iliinidad de ilem-ertos, a saber, aq\Jill~

_ue no son cuadrados, y 51n embargo eI resu Itado C ti ene aun eI mismo

\\ rnirnerode elementes " del conjuntEl criginal IN. E~ hecho, ya conoei-

do por Galileo ("paradoja" de GalUeo, If>38>, hi stde p~sel1tado en forma

mas familiar por Russell :\\'rrI5tr. ShJfU!y invirtid dOl ailos para hater III

cninica de los dos primetos dlas de 6.\J vida, y selamentaba <re que a e* rlt-

mo el material se acumularia mas rapldjmente de 10 que el fracapar de ela-

borarlo, de suerte Quecon el paso de los alios cada vez estarla mas lejos del

f lnalde su relato. Ahara bien, Yo sostengo que 5i el hubiese vivido eterna-

mente sin sentirse cansado de su trabajo, entonces, aun en er caso de que su

vida hubiese estado tan repleta de acGfltecimientos como cuarido eomenzo,

n~ngunaparte de su biografla halria Quedadosin escribitse. En efeeto :el ~il

centesimo sera eserito en el alio cmtesimo, el dia milesimo en el alia mill~si-

mo, y asi sueesivamente. Cualquler dla que elijamos, tan lejano que se pier-

dan las esperanzai de lIegar i el, ese dia sera escrito en el ano earrespon -

dientQ,AsI" cualquier dia q~ puedll mencionarse sera escrito mas tarde 0 mas
ternpraro,y, pl1 ende, nirv:JunapiYte de la blOt)rafiaquedaraI permanentemtnte .por
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escribir, Esta proposicion paradcjica, pero perfectamente verdadera, depende

del hecho de que el rnimero de dias de todo el tiempo no es mayor que el nu -

rnero de afios ",

Ademas de la noclcn deigualdad puede tambien introducirse la de orden ;

Decimoa que-el cardinal de A es me nor 0 igual que el cardinal de--B

(CardA S.Card B) si A es equipctente con una parte de. B. Adernas, si

Card A < Card B pero Card A t Card B decimos que Card A es es>

trictamente menrr que Card B (Card A < Card B ) •

Coniuntos numerables,

Sl un conjunto es equipotente con IN (= 10 ,1,2, ... I) se dice que

es numerable 0, con mas precision, ;nl;n;to numerable. ASI, por ejemplo ,

el conjunto C = 1 0, 1, 4, 9, .•• I de los cuadrados de los mimeros natura -

les y el conjunto Z = 1 0,1, -1, 2 , ·2 , 3 , -3 , ••• I de todos los ente-

ros son numerables. En general, un conjunto A es numerable si sus ele -

mentes pueden disponerse en una lis ta ( infinlta) :

en la cual cada clemente va seguido de otro bien determinado (y adernas en la

lista aparecen todos los elementos de A).

Tambien los elementos de un conjunto finite pueden disponerse en una

lista (finita, en este case) y aSI los conjuntos finitos y. los infinitos nurnera .

bles tienen esta propiedad en comun y los llamaremos genericamente conjun-
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tos contables , advirtiendo que esta terrninoloqia no es estandar. Asi pues i

cuando aflrmarnos que A es contable querernos decir que c bien A es fi-

nito 0 bien A es (Inf inlto) numerable. Lueqc, si un conjunto es contable pe-
I

ro no es Hnito, entonces debe ser (infinite) numerable. Es clare Que una par-

te (subccnjunto) de un conjunto contable es contable.

Sin embargo, en muchos casos no es faci! decidir inmediatamente si un

conjunto dado es contable 0 no" de tal marera cue es conveniente tener algll~

nos criterios a este respecto, Oescribiremos e! masutil: supongamos dada

una colecc tcn contable A], liz,.". de conjuntos contables

A] ::;: I oj aJ 1 1 .l2 a3 • °4 • i(J ;) q-tJ

A2 ::;: 2 2 a2 2 lI a] , °2 , 3 ' (1.4 t) .~ 0- 0{> II .'
A3 ::;: I 3 a3 aj 3 I etc ••0] 0 2 0 • a 4 ' e- .. •

y sea A la unidn de los A. ,es decir, el conjunte obtenido al reunir los
t

e len.cr.tos de todos estos conjuntos en una sola ccteccicn de tal marera que

A queda formado POl' aquellos objetos que estanenfllgurJo de los conjuntos

A1 0 A2 Q 0 0 '. i Es A todavia contable? La respuesta es aftrmativa y

para demostrarlo usaremos uno de los Ilamados" metodos diagonales"': Es

claro que en el siguiente" cuadrado infinitoU aparecen todos los elementos

de A (eventua!rnente repetidos ) :


