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LGS METODOS CLASICOS DE LA MECANICA NO LINEAL

LUCIANO MORA

Consideremos una ecuacion diferencial (E. D.) ordinaria en la forma

x = fix, 2

donde % = dx/dt 'y f(x.1) esuna funcidon definida en cierto dominio
D delplano «x-#, continuay ademas. df/dx es continua sobre D

(E D. normal).

x es una funcion desconocida de la variable ¢ ( tiempo).

La ecuacion diferencial expresa pues la variacion de una funcién descono

cida en funcion de ella misma y del tiempo.

Una funcion x = @(#) definida en cierto intervalo Id = {fcR
mp<t<my}t (noseexcluyeelcaso my ~~o . my=:0) €5 una

solucién de la E.D. si se obtiene idénticamente.

Q) = f(o@).t)

lo cual supone que @(# sea diferenciable y por lo.tanto continua y que
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(t, ©(t) ) eD .

Si interpretamos a (x,#) como coordenadas cartesianas en un plano,

podemos construir el dominio D 'y en cada uno de sus puntos dibujar la

recta /. , de pendiente m = f(x,#) y obtenerel “campo de direc-

ciones’’ definido por la ecuacion diferencial .

<)

4

Alli mismo podemos considerar la solucién ~ x = @ (z)  como una cur-

va continua con tangente continua o como se dice una curva integral.

X

i
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La ecuacion diferencial conecta las dos representaciones puesto que
o(t) debe ser tangente a la recta logyy, ¢ €N cada uno de sus puntos en

el intervalo 1 .

La cuestion principal es saber cuantas soluciones admite una ecuacion
diferencial ; pero como esta admite todo un continuo de soluciones, la cuestion
se transforma en saber como pueden describirse esas soluciones. La respues -

ta es el siguiente teorema .

Teorema de existencia y unicided . Porcadapunto (2,, x,) €D

pasa una solucién ¢ tal que x, = ®(z)) (7)

Si existe otra solucion ¢ (2), talque x, =y(z,) entonces

o) = Y@ en todo el intervalo .

Se dice que la ecuacién (i) es la condicion inicial (C.L)y que la E.D.
satisface la C. . (i). Por tanto cada puntode D es C.l. parauna solu-

cién y dos soluciones con C.l. comunes coinciden.

Graficamente

x \

+/
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Sistemas de ecuaciones diferenciales, ecuacién diferencial de orden.

Facilmente podemos extender estas ideas fundamentales a un sistema
de ecuaciones diferenciales : para simplificar, consideremos un sistema de 2
ecuaciones de primer orden :

x; = L,x .x )
1 = Jyltex,ex,

3;2 = fz(t, xi,xz)
donde ok x2 es |a pareja de funciones desconocidas. Una solucién se-
ria una pareja de funciones * = (01 (#) , - = cpz(t) definidas en un in-
tervalo I ={teRrR ; m, <t< m, ! que satisfacen simultaneamente ca

da una de las ecuaciones diferenciales. Sin continuar la repeticién en los ar-
gumentos anteriores. basta considerar el vector x = (xl , x2) y definir

x = (J'cl . :22) . f= (fl , fz) y es claro entonces que el sistema es e -

quivalente a

x = f(r, x)

Si tenemos una ecuacién diferencial ordinaria de orden

x(n):f(t,x,;c,. ...x(nrl))

podemos también reducirlo al caso anterior, introduciendo las nuevas funcio-

nes
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x =X X = ; 6l n:__ x(n.l)

1 2
primer orden

de modo que, obtenemos el sistema de

Sistema autdnomo de primer orden en IR?

Si el tiempo no figura explicitamente en las funciones /1. f2 de un

sistema de ecuaciones de primer orden
x = (x ., x )
1 f1 1 2

2 - fz(xl ’ xz)

Vectorialmente x = f (x) esta definida en un dominio D, tenemos un

sistema auténomo. caracterizado por el hecho de que la variacion del vector

x  depende solamente de é! y no del tiempo, lo cual ocurre frecuentemente

en fisica.

Se ve inmediatamente  que si  x = @ (2), i =1, 2 es una solucion
1 z

del sistema auténomo (S. A.) sobre

x =9 (1) = Q)I(t +c) donde < esunaconstante también o es en el in-
z z

tervalo :
f ) ==¥talR-m1~c<t/‘m2~C¥
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Interpretacién cinemdtica. El espacio de fase ( Poincaré)

A toda solucion del sistema auténomo

x = Q@) , i=1,2 (-4i)
z z

podemos hacer corresponder el movimiento dé un punto en el plano, movimien-
to definido por | as ecuaciones (iZ) donde (xl ’ xz) son las coordenadas
espacialesy ¢ el tiempo. Al moverse, el punto describe una trayectoria®
pero si asociamos la solucién (i) con la trayectoria, no veriamos la direccion

del movimiento, en otras palabras, no veriamos la marcha del tiempo.

En efecto, si tuviéramos ofra solucién  x = ¢ (#)  juntc con
z z

x = ®(1) sus trayectorias o coinciden en el piano, o no se interceptan
z 1

Sinembargo, en el primer caso, si tuvieran un punto comun Cp'(tI) zp_(zZ)A
7 z
puesto que &p () = © (t - ¢ es también solucién, tendriamos
z

1

CP* t = 4 = = (¢
§(1) =0 (L ec) =0 ) = §(1)

donde ¢ = t1 - t2 . Entonces

*

P =¢@w=9(t+c)  donde c
1 z

1

I
~
)
~

por lo tanto, aunque las trayectorias coinciden, la primera es descrita con

un retardode ¢ .
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Si el punto representativo de Ia primera aicanza una cierta posicion en el
instante  #+ ¢, entonces, el punto representativo de la segunda ya estuvo

alli en el instante ¢

0 sea, una trayectoria puede representarse paramétricamente por mas de

una solucién, por tanto, trayectoria y solucién no son sinénimos.

Interpretacion cinemdtica del S. A.

En la forma vectorial del sistema auténomo

x = f(x)

a cada puntode D  cuyo vector de posicion es x le corresponde el vec-
tor f cuyo punto inicial es ese punto. El espacio vectorial de los f es
un espacio vectorial de 2 dimensiones que emana de  x - Aparece asi. aso -

ciado al S. A. un campo vectorial definidoen D .

La conexion entre la interpretacion de la solucién y la interpretacion del

sistema es clara,

Sea P, unpuntode D de vectorde posicion  x, . de donde -
emana el vector del campo f(x,) Si o (cp] : cpz) = @t)., existe una

solucion x = (&) tal que x, = ()

Al describir  ©(z) su trayectoria el mévil pasa por x, enelins

tante ¢ . conun vector velocidad x, - f(x,) "osea. el vector del
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campo y el vector velocidad coinciden en cada punto de ia trayectoria.

El plano en el cual las soluciones del S. A, se interpretan como trayec:
torias orientadas y el S, A, como campo campo vectorial se llama el plano

de fase del S.A, (x, x).

Se dice equivalentemente trayectorias orientadas o trayectorias de fase

y los vectores f(x) se llaman ve'ocidades de fase .

: Se podria decir © la velocidad del movimiento de un
punto sobre |a trayectoria de fase coincide en cada instante con la velocidad
de fase correspondiente a la posicion donde el punto se encuentra en ese ins-

tante.

Estado de equilibrio. Trayectorias cerradas. Ciclos limite. Estabilidad .

Preguntamos si una trayectoria que representa una solucién del S. A,

puede interceptarse a si misma.

Sea x = ¢(1) ,i=1,2  unasolucién del S. A. sobre
7

I = {teR ; m <t<m }
1 b

S = ,i=1,2 (t ¥t )t .t el
upongamos que ¢ () Cpi(tz) i (¢, 757 8.3,6

: & . = (t)=0( )=0.(t)
Si ¢ tl t2 entonces t1 , +ic y CPI_ 1) Epl_ G A2,

It

entonces @ (2) = (;0*:(!) 0 sea P (2) cpi(nc) (#ii)
z 1 z
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De lo anterior se sigue entonces que 1" coincide con I y por lo

tanto m = 200 , m T 4+ 00 .
1 2

1) Puede suceder que VceR . ©(t+c)=@(t) oseaque (cpl(t), (pz(t))
1 1

no se mueve al variar ¢,

En este caso la solucion @ (1) = a_ se llama " un estado de equili
2 1
brio” (E.E.) del S. A, Ninguna trayectoria puede pasar por (al ; a2) por

eso también se llama singularidad del S. A,

Desde el punto de vistade las velocidades de fase es claro que !a con-
dicion necesaria y suficiente para que a-= (al ; az) sea estado de equi

librio es que f(a) = 0.

Si a esE.E. entonces x=®(1) essolucionyasi f(a)=x=a=0.

Si f(a) =0 entonces x=%@)=a=f(a)=0.

Entonces, para encontrar todos los E. E. del S. A. debemos resolver el

sistema

2) La ecuacién (iii) @ (¢+c) = @ () nose cumple paratodo ¢ real.
i i

Se puede demostrar que el conjunto de los ¢ validos, admite un nimero po

sitivo minimo T tal que cualquier otro ¢ valido se escribe como

c kT, con keZ osea Wt o+ T) 'cpi(t) Pero para

irl -rzi <T ypara algin i=1,2 setiene _cpi(rl) ¥ cpi(rz)
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De manera que lasolucion x = @ (2)  es periddica de periodo T
7 1

y su trayectoria es cerrada. Es un ciclo .

3) Enelotro caso, las soluciones x = @ (#)  no se interceptan. Existen
1 2

entonces tres tipos de trayectorias

a) Puntos de equilibrio
b) Ciclos

c)  Trayectorias libres

Por el teorema generalizado de existencia y unicidad, por cada punto
de D pasa una trayectoria que representa una solucién : D esta lleno

de trayectorias que no se interceptan entre si .

La primera pregunta sobre la distribucién de los E. E. y los ciclos es:
ien qué condiciones un E, E. y un ciclo son aislados? Intuitivamente pode -
mos esperar la existencia de los E. E. como puntos aislados. O sea. el
E.E. x =0 seraaislado siexiste >0 tal que ningln punto del

circulo {x;|x|<p} esunE E fuerade x=0.

En cambio la situacion con un ciclo es distinta. Dada la naturaleza de
f y x podemos preguntar como se comportan las trayectorias en la vecin

dad de un ciclo, donde no existen otros ciclos .

Esta cuestion fue aclarada por Poincaré con la introduccion del cone-
cepto de ciclo limite . es una solucidn periddica aislada del S.A.: geomé -

tricamente? no existen otras trayectorias cerradas en una vecindad de la tra-
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yectoria .

La trayectoria K del ciclo limite divide al plano en dos dominios (in -
terior y exterior). Tanto las trayectorias internas como las trayectorias ex -

ternas se acercan a K espiralmente, bien seacuando 75 -0 . O 4o,

Sobre la existencia de ciclos limites. Sea C, (p(t)) una trayectoria definida
para t> t, contenida en una region cerrada y acotadade D ; x, es
un punto limite de ¢ si.existe una sucesion :© {r,} quedivergea + o
tal que {o(z,)} convergea x,-. El conjunto de los puntos limites es

el conjunto limite 7.

Si g =x, esE.E, C =ix,]

Si (1) esperiddica de trayectoria K, C’' =

Teorema de Poincaré - Bendixson : Si C* no contiene ningin E.E., se

presentan dos casos :

a) C’'(=C) es un ciclo
b) C’ es un ciclo limite al cual tiende €’ espiralmente desde el inte -

rior o el exterior .

Estabilidad de un E. E. de un S. A. Sea % = f(x) unsistema auténo:-

mo.

Con ¢(z,&) simbolizamos una solucién del S. A. conC. 1. =0, x=¢

entonces  ©(0,¢) = ¢
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intuitivamente, la idea de estabilidad de un E. E, a = (a1 a2) del
S.A. es: toda solucion del S. A. que comienzaen ¢ =0, bastante proxi -
maa a, permanece en una vecindad de « en la marcha futura (2> 0);
una vez que una trayectoria se ha acercado a una singularidad, se mantendra

siempre proxima a ella .

Definicién de Liapounov. a es estable en el sentido de Liapounov si

(1 3,>0 tal quesi | E-a|<p, o, &) estadefinida para to-

do ¢.

@) Ye>0 3550 ¢ si | €-al<8 entonces |9, -a <€,

paratodo £>0.
a es ademas asintoticamente estable si

(3) 3
j5<p: si. | £=a|< A entonces

lim |9(t,€)- a|=0

t—)OO

Siel S.A. x =f(x) poseeel E.E. 0, sedeseasaberen qué
condiciones la solucionde x = f(x) conC.l. x(0) = c se acerca al

E.E. x=0 cuando -

En términos fisicos, esto significa que el sistema descrito por el S.A.
vuelve al E. E, después de haber sido perturbado inicialmente por una fuer

Za,
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El S. A. Lineal - Homogeneo con coeficientes constantes.

Como punto de partida y de referencia, consideremos el sistema

*n ‘1z
det (A) = £ 0

21 22

0, también ;- Si los dos autovalores de A, )\1 y )\2 son diferentes

de 0.

Supongamos, ademds, que sean reales y diferentes : entonces toda solu -

cion real del S. A, puede escribirse

donde h1 y h2 son los autovectores reales y linealmente independien -

tes correspondientes a AI y )\2 respectivamente y €% son

constantes reales.
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Enel plano H de los vectores generadospor h_ y h se tie-
At Ayt
ne =& b h d - 1 ¢ = 2"
x 61 n & 62 " onde 61 € e g §2 gt

(En general, h1 , h2 no son ortogonales). Efectuamos entonces una

transformacion del plano de fase .

tal que h s e, , i=1,2 .,

Si analizamos la situacién en H  podemos luego regresara  H .

At Ayt
Puesto que, conjuntamente con las ecuaciones &, = c e 1; 5o = c,® o
At Ayt .
podemos considerar fl Trcoe 5 . §2 = f;'cze 2" pasta analizar la

situacion en el primer cuadrante y completar el cuadro por reflexion sobre
los ejes.
(a) c =c =0 . obtenemos el E.E. (0, 0)

(b) c >0, h 0 , obtenemos el semieje positivo de abscisas

(c) c =0, c,> 0 , obtenemos el semieje positivo de ordenadas
(d) c >0, e, ~ 0 obtenemos movimiento en el primer cuadrante

que no toca los ejes.

En (b) si )\1<0 el movimiento es hacia 0 y si )\1>0 el movimien-

toes hacia + « . Analogamente en(c) .

Si )\1 , )\2 tienen el mismo signo, en particular ,\1< 0, ,\2 <0y
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| A I<IA| entonces, en-el primer cuadrarte, cuando - o

podemos obsetvar que sg tiene : €1 -0 y & -0 masra
pidamente, de modo que el eje de las abscisas es tangenteen 0. Por re-

flexion se completa el diagrama :

(0,0) esun nodo estable .

Si Ay . Ay son positivos, las trayectorias se alejan de (0,0) cuando

- o0

(0,0) es un nodo inestable .
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Si. A;. A, tienen signos contrarios, por ejemplosi A;<0<A,, so-

bre el eje positivo de las abscisas el movimiento se realiza hacia el origen.
Sobre el eje positivo de las ordenadas, el movil se aleja del origen. Otras
trayectorias en el primer cuadrante se asemejan a hipérbolas. en las cuales
el movimiento horizontal se acercaa 0 y el movimiento vertical se aleja

de 0.

7N

(0,00 esun punto silla (inestable).

Y

Continuando el analisis e incluyendo auto valores complejos, se obtienen los

siguientes casos

(@ ;. A, realesy del mismosigno nodo
(b) A, ., realesy de signo contrario silla
(c) A;.A, imaginarios puros : UOMice o centro

(d  A;, A, complejos : espiral

En cuanto a la estabilidad los resultados se resumen en la siguiente propo-

sicién . Una condicién necesaria y suficiente para que el E. E. (0, 0) sea
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estable esque A; y A, tengan partes reales negativas o nulas .

En este caso se dice que la matriz A es estable .

Sistemas no linedles .

Volviendo a considerar el caso general del S, A.

x = f(x) (iv)

(donde x=0 esun E.E) conC.l. x(0) =c con respecto al proble -
ma de la estabilidad, es natural empezar por estudiar el caso de perturbaciones
iniciales pequefias y suponer que las componentes de f sean analiticas en
una vecindad V() . (Esto dltimo es automatico en el caso de un S. A, nor-

mal) .

En este caso, el S.A. puede escribirse :

x=Ax +h(x) (v)

donde A es una matriz constante y las componentes de h son por lo menos

de 20. grado en las componentes de  x .

Se puede ver mas claro si escribimos el S. A. en |a forma

-

*
i

’ /l(xl,xz)

Xe
1]

/2 (x1 ; x2)

El teorema de Taylor permite escribir v
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. afl 8f1
x1_(ax10 1+(ax)x2+b (xI,x)
: 2] d/2
Xz = (9x1)0x1 + (axz)o x2+ bz(xl,xz)
T » b (x ,xZ) b (x ,x2)
lim > 5 =0:( lim) 0 0)——‘———"2 5
- ; X )=V,
(X-I.;..xz) (0,0) xlw x2 XI 5 Jx] x
df;
Si e (-—Z) 5 .l .= 1:2
W oy e
a a
11 12
A =
a a
21 22

obtenemos la formula (2)

Es razonable suponer que el comportamiento asintdtico de las soluciones
del S. A. no lineal sera bastante similar al correspondiente a las soluciones

del S. A. lineal

cuya teoria conocemos.

Que esto sucede realmente ha sido establecido en el teorema de Liapounov—

Poincaré -
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Sea |[|x||[=%|x;; si (D |[f(x)| =0(|x]|| cuando ||x|| -0 'y
(2) , A es estable .

Entonces : toda solucion de (iv) para las cuales || c|| es suficiente-

mente pequerio, tiendea 0 cuando -

Aparece claramente que las hipétesis de analiticidad de f , ||c [l su-
ficientemente pequefioy A constante son muy restrictivas. Por esto, mu-

chos esfuerzos se han dedicado a obtener criterios de estabilidad de mayor

aplicabilidad .

El resultado mas sobresaliente es el llamado método directo de Liapounov

que exponemos brevemente a continuacion .

Introduccién. Conviene considerar los vectores x de componentes  x;

como una matriz = x 1 (vector cqlumna).

El vector fila correspondiente, puede indicarse  x’

Una forma cuadratica del vector x es una funcion w(x) = Z agx %o don-
i

de a; = @j; - Si A= (“z‘j) = A" entonces w(x)=x Ax- w(x)
es definida positiva sipara xf0 setiene w(x)>0 'y definida

negativa si en el mismo caso w(x) <0.

En los dos casos, w(x) =0 si solamentesi x=0.

Sea x = x(z) unasoluciéndelS.A. x=f#(x) y w»(x) una fun-

cién escalarde x = x(2) . Asi :

Vix) = S@v/dx;) %; = 2@v/dx) |,
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Si podemos elegir la funcién V(x) de manera que para todo x

Z(V/ax) [, < - MV

donde M es una constante entonces, puesto que

V(x)/V(x) < - M setiene V(x)<V(xt0)) M, para >0

Si ademas V(x) es una forma cuadratica definida positiva, entonces

V>0 cuando f-o Y porlo tanto x -0 cuando - .

Entonces, el problema de estabilidad, se reduce a encontrar  V(x), lo cual

no es trivial .
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