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REORDENACION DE NUMEROS RACIONALES

YU TAKEUCHI

1. Introduccion

En las primeras lecciones del curso de Analisis Matematico aprendemos que
el conjunto @, de todos los numeros racionales es enumerable (o contable). Jun-
to con la propiedad de densidad del ccnjunto @ en IR, la enumerabilidad de
@ juega un papel principal en los estudios de Calculo en R . Los conceptos
de limite y de continuidad de una funcion real a veces no son tan intuitivos como
se observan en los estudios elementales del Calculo, y solo se podran visualizar
a través de varios ejemplos. Las dos propiedades de @ mencionadas anterior -
mente nos facilitan la construccion de muchos ejemplos valiosos de funciones pe-
culiares que son de verdadera ayuda para los estudiantes; sinembargo, poco se
necesitan algunas ordenaciones especificas de los numeros racionales. En el pa-
ragrafo 1 se daran varios ejemplos, bien conocidos ya, de funciones construidas
utilizando el conjunto @, en los cuales la enumeracion especifica de los nime-
ros racionales no tiene importancia alguna. En el paragrafo 2, se muestran casos
en que la enumeracion especificade @ juega papel esencial en los problen:as

enunciados.



2. Funciones definidas en los Nimeros Racionales

Ejemplo 1. Sean f, g dos funciones continuas en R, si f(x)= g(x)

paratodo x€ @ entonces [ =g.

Ver [11;12], (3].

Ejemplo 2. Sea f una funcion uniformemente continuaen ¢, entonces
existe una Unica extension de f, continuaen R .

Ver [3].

Basta utilizar la densidad de @ en R vy la completez de R (condicion de
Cauchy). Nétese que la continuidad uniforme de f en @ es indispensable pa-

ra este caso, por ejemplo :

flx) = 1 x €@

es continua (pero no uniformemente en @) y no existe la extension continua de

faR.

PYRETTE SR } el conjunto de todos los

numeros racionales en [0,1] , sea

Ejemplo 3. Sea olzleyx

f(x)=0 si x€[0,]-8@ gx)=-1 si x€[0,1]- @,

f(xn)=—,1l— (anQ‘) g(xn):1 (xne@,).

La funcién f es continua para todo x irracional, y discontinua en Q,;/ noes

de variacion acotada, pero es integrable segtn Riemann.

La funcion g es discontinua para todo x, luego no es integrable en el sentidode



Riemann pero la funcion |g| es integrable en ese sentido.

Ver [2], [3].

s eees X 5, ...} el conjunto de todos los

Ejemplo 4. Sea O,-{x ,x
1" 2 n

numeros racionales en (0,1), sea

(x)=3 -4 (suma para todo indice / tal que x <x)
f(x 1A<x7”. para todo indice qb:ex/f x,

Entonces f es continua por la derecha para todo «x, discontinua por Ia izquierda
en @, y continuaen [0,1]1-Q,; f es creciente (luego, es de variacion acotada)

y f(0)=0,f(1)=1. Ver [2],[3].

Ejemplo 5. Sea € el conjunto de todos los nimeros racionales, entonces

Q no es interseccion de conjuntos abiertos. Ver [1], [2], [3](Ej. 12).

Ejemplo 6. Sea () el conjunto de todos los numeros racionales, entonces
no existe una funcion continua en {, discontinuaen IR -Q.

Para obtener este resultado hay que usar el Ejemplo 5 ; Ver [3].

Ejemplo 7. Sea @, el conjunto de todos los nimeros racionales en [0, n,

entonces existe una aplicacion de ¢, sobre ¢,-{0}, continuay uno a uno. Ver
(31.
Ejemplo 8. Sea [ definida por :
x si x esracionaly xe[0,1],
f(x) =

-x si x esirracionaly x€[-1,0]

Entonces [ es una funcion continua, uno a uno sobre [0, 1]. Laimagen inver-



sa de un conjunto abierto no es abiertoen R, y f'] (existe!) pero no es conti-

nua. Ver (1], (3].

Este ejemplo es muy Util para romper la falsa creencia de que la funcion in-

versa de una funcion continua es siempre continua.

Ejemplo 9. Sea Ozixl,x2,---,x.,--- § el conjunto de todos los nu-
J

meros racionales, sea

4 =8t st Bypen, 51 Loy
nojELog oo g

donde 2]. b]. es una serie convergente de términos positivos. Entonces :

A, D4 >4 >...0A4 DA 3 e 3
1 2 3 n n+l

El conjuntom il An = lim An =A% ¢ , 4, contiene a ¢, yesuncon-
=

n - o0

junto no-contable. La medidade 4  es nula.
Ver (51, [6], (7] (Ej. 5).

Ejemplo 10. Sea @,= {xl R A } el conjunto de todos los nu-
n

meros racionales en [0, 1], entonces la serie :

> S A R
n=l on |x -x,|
converge para casi todo x del intervalo [0,1].

Ver [5].

Ejemplo 11. Sea @,= {xI T ETE } el conjunto de todos los ni-
n



meros racionales en [0,1], sea
f(x;) = a, (x €@) y
n
f(x) =0 Si x ¢ @,

donde X o es unaserie convergente de términos positivos. Silaserie X g,

(B, >0) es convergente y tal que

lim —Z =0

n-oo n

sea
(x_-iﬁ_,x.+ '_I“B)zl
I j n j j nj

[t

A = lim {

o n - oo ]

entonces [ es derivable para todo x€([0,1]-4

Ver [6] (paragrafo 2)

,x ,...} elconjunto de todos los nu-

Ejemplo 12. Sea Q,: { xI R x2, Sy B
meros racionales en (0,1), { B,} cualquier sucesion de términos positivos; en-

tonces el conjunto

00

"-Bn’ xn+ﬁn): n

m=1

A = lim (x 10 (x,-Bo%+ B

n-oo
es densoen [0, 1].

Demostracion .

Sea (a,b) un intervalo contenido en [0,1].

p(p# 1), escogemos s(1),s(2),... como

Tomemos un numero natural fijo



sigue :

i x a,b).
i) s(I)E( )

ii) Existe ¢(1) tal que

L dyl) 1, 41) g )
(xs(l) (p) ,xs(1)+(p) )C(a,b)ﬂ(xs”) BS(I) xs(])+

v+ (1/p+1

Sea  x oo = E o)

iii) En general, existe t(n) (>t(n-1) ) tal que

(x oL, 5 (Ll -8
P

s(n) p s(n) s(n)’ xs(n)*-ﬁs(n)

(n)

% +(1/p)t(n)+l.

S -
e xS(n+1) s(n)

Si escribimos

x = x +(L)L(1.)+1+(_1_)t(2)+1+.“+(_i)t(n)+1+.“
s(1) " p P P

entonces «x pertenece a (a,b), y tenemos :

O<x-g = (dytin)+] +(.;1).)‘("+U+1 hen
P

s(n)

crymid g Lo Ly oy 2(L)elm) ¢ (1yun)
p P p PP P

0 sea

x € (x ) para todo n,

s(n) BS(n/' : xs(n) H BS('n)

B

s(l))

por lo tanto, x pertenece a AO . Noétese que x puede ser siempre un nimero

irracional escogiendo adecuadamente 1), «(2), ¢(3), ...



3. Algunas Ordenaciones de los Nimeros Racionales.

En este paragrafo, se denota 0, al conjunto de todos los nimeros racionales

en [0,1].

Ejemplo 13.  Existe una ordenacion de O, 0={x ,x ,.c0,x , ...}

1 2 n
tal que
lim (x -x ) =0
nooe N ntl
Si se define una funcién f como sigue :
flx ) = x (x €Q)
n n+] n
flx) = x si. x40,

entonces f es continua en los niimeros irracionales, y discontinua en @,.

. £
Demostracion.

(11 Sea @-=| Y2 Yo Yy oo } una ordenacion del conjunto @,, sean

273
I;=10,1] Ti
12:[0’;’|313:[%7I] ki I3 L; 13
— 3 - 3 !l 1
——-l,[*%,—,]*—-,—,
Iy =12, 15 = 16,2), 16 = (55 5 il o5 1ol
Y 4 ¢ 3 s 2 Ia
fo= [0, ’ !
7 ’49
Iﬁ I’ I,‘-
en general ,
Figura l



Iy =f.4, Ltk si k esi

2k+j [2k . ] , si k esimpar y

! =(1-Jdx1 1.1 si k es par.
‘2

2k 3 py .

+]

(i=0,1,2...,2%.1).

Ahora, reordenemos el conjunto @, en la siguiente manera :

171

x2 = el numero racional yke I2 , yk # x1 , cuyo Indice k& es minimo y
en general,

% = el numero racional ykelk vy, # ST ST S cuyo indice k
es minimd .
Evidentemente { o I } es una reordenacion de @, y se tiene :

nl-l»To lxn-lel =0
() Dado xe€[0,1], sea |} xs(k)§ una sucesion de numeros racionales tal

que xs(k)..x (k> =), entonces

f(xs(k/zxs(k)+1:xs(k)+{xs(k)+1-xs(k)} 5 X (ko) ,

por lo tanto [ es continua en los nimeros irracionales, y discontinuaen @.

Ver [3].

Ejemplo 14. Sea I 0 =4, (0 >0, lim an:O)’ (1)
1 n n n oo



existe una ordenacion de 0,0-1{x ,x_,x,...} talque

172 3
u -0, x o =-lo,1], 2
AT oo x ea)1o10,1] (2)
0 Sea
lim (xn-fx,x +(Y}——[0 1] (3)

n->o00

En esta ordenacion de 0, la funcion g definida por:

( = =
g,xn) Oén (xn& ()l) y
(4)
glx)=0 Si x¢0,
no es derivable en ningun punto de [0, 1].
Demostracion .
(1) Por (1), existe una sucesion de los numeros naturales :
= N (5
0 1\0<N1<N2< <Nk< )
tal que
Nk+1’l
20 =8, >1  (k=0,1,2,3,...) (6)
n:Nk+l n k+l
Sea % (1 < k<Nj-1) unnimero racional tal que
i) xké (Z(X].;. se e 2 (Yk_1+ U«k.” B]-] ak’2d1+...+2(xk_1+dk+ BI-] aA)
Bi Bi Bi B1



BI‘Ia 2a1+...+2<xk_1+ock 2"'1*"'*20‘[:
Bi BI Bi B1

3 2
T L X K dje ﬁ‘
: - A g
-« qk
Figura 2
. 1 1
1 ;"—9"-9'—5 !
i) xkq—i , 3 " }

y entonces tenemos (ver Fig. 2) :

2 + +20q,
20+ ... 2ock_1 5 a1+... 2%_1 k-] (k>2),

(x -0 ,x +0 )D [
ko kT k
' ’ B1 B,
20
o + 0, —1] (ver Fig. 3).
(XI (11 ’x] a])j [ BI
oy
9 Yor ,:B_‘.,x,‘,,‘?‘
Y-y ’ Y ;
‘4 dt \ B,'i a‘
R,
Figura 3

Por lo tanto tenemos :

Nl-I

kl__]] (xk-OC,x + OLk)D [0,1]

E Tk

10



De la misma manera se pueden escoger los nimeros racionales X,

(Ny+I<n<Ny p-1) tales que

N/‘+]'] >
i Lu (x = Ocn,x + Ogl)j [0,1] (7)
TL:N/L*'I L n
i) x 6;—{ 1, 1 5 )) { (8)
iii) es dif 3 X 4 oeee,
iii xn s diferente a x] s x2 x”’-l

Los racionales asi escogidos forman un subconjunto propio de @, digamos O,.

Por la condicion (8) el conjunto 0,‘90 es enumerablemente infinito, o sea :
@‘-Qo :{AI’ A29 /\3’ . s ;

Sea
W, =8 (6=1,2,3 .9,

entonces tenemos :

0,=0,U (-0, =t x:n=1,23..|
De (7) se tiene :
G (xn-ocn ; xn+ an)j {0, 1] para todo m,
luego

fim (x -0 x v )= AU (x -0, x+a))[0,1]

n-ec m=1 n=m



puesto que

lima =20.

n - oo

(I1) Sea g lafuncion definida por (4). Para cualquier nimero irracional x €[0,1]

existe una sucesion {mk} :
m_ <m <m,<.eo
1 2 3

tal que
x €(x -a ,x +o ), paratodo k-
1o} m m mk mk

k k

0 sea que
para todo & 9)

X =-X
o “m | <0
k m

k

Como lim o =0 setieneque limx ==x , luego
n- oo n k—)oc mk o

— (x - gl _
lim ‘ g m ) g xO)\ — le mk > I
k—»oo x’”k-xo /f—»ao lxmk-xo
Por lo tanto la funcion g no es derivable en x = ya que
glx)- g(xo) = B para todo «x & ()‘ .
X -xo

Evidentemente g no es derivable en @, ya que g es discontinua en 0,-

Ver [6]

Ejemplo 15. Sea {B } una sucesion de términos positivos que tiende a
n

12



0; existe una ordenacion de 0,0~ {xl, Topeeer & peis } tal que el conjunto
n

A - =Fnte-8 , = A0 (x - 10
o n—,;o'z (xn Bn xn+ﬁn) nrz)—"l x/«:Lim(xk Bk’ xk+/3k)¥ (10)
tiene medida nula.
Ademas, la funcion & definida por :
Mx )=(B)? si x €@, h(x) =0 si x4¢, (11)
n n n )

es derivable en los nimeros irracionales que no pertenecena A4,, o seaque h

es derivable en casi toda parte,

.
Demostracion.

(8) Sea {yl,y( ¥, .-+ } cualquier ordenacion de @,, sean NI ;N2,

2°73
N3,...,Nk, ... tales que

; p : 1 _
n>N; implica /3n<—2,£ (k=1,2,3,..:). (12)

Construimos una reordenacion de @, como sigue :

i) x =y Si 1<n<N1

n n - -

i) ( x -
I\1+1 >/V}+I

x (N;*1<ng Ny ) son nimeros racionales tales que
n

1
n N | <

| x

iii) En general, al primer numero racional diferente a X Koy eues X

x = 5

13



en la ordenacion 5 Yois Vosison bo
{yl Yy s }

Los X, (Nk+l <n< Nk+1) son numeros racionales taies que

| x -x

1
< A
n Nk+1l 2k

Evidentemente @,= {x} » Xy x3', ceo y ademas (Fig, 4) :

N

k+i 2
( - ’ )C( W sm— W + — )
n—Nk . Bn xn+’Bn j‘Nk+1 Zk xNkﬂ t 2k

— I/ 2k >

(13)

N k+1 % B :

e ] 1 _ 2
PLINY B
Figura 4
Por lo tanto se tiene :
i 2 2
UNk+1x-B " +ﬁ)CU(xN+1 5 N+1 _7)
y entonces
mt U ﬂ,x+[3)}<§l=-1—»0 (WY
_Nk+1 i ':k 2]1 2’(,"3
Es decir,

14



dim mt 0,5, 8,5, 8,01=0
o sea que el conjunio 4, definido en (10) tiene medida nula.

(I1). Sea 4 la funcién definida en (11), si x (irracional) & 4 entonces exis-

te m tal que
x &(x B ,x +B ) paratodo n> m,
o n n n n -
es decir
x -x | > B paratodo n> m.
o n n -
Por lo tanto se tiene :
C h(x)-h(x,) B )? B
lim =B S0 =iy B i n_ B =20,
n-oc ®, =X, n-oo |xn = x,| noee Ixn- x| ' n

es decir, h es derivableen x_, vy h'(x,) =0

Ver [6].

Nota . Si escogemos {B § tal gue X (B )2 = + =, este ejemplo proporciona
n n
una funcién de variacion no acotada y derivable en casi toda parte. Pero, m(4 J-0

no implica que 4_=¢ (Ver Ej. 12).

Ejemplo 16 . Existe una ordenacion @, = { Xpp Ky e } tal gue

= Bim -i— -—1 = ~ U -_1 _I
A, = lim (x T n) N {klim(xk T+ k“

n->oo n n m:]

no contiene ndmeros racionales .

15



Si z}_ es la funcion definida por :

4= _I_ i % = i d s
t]'(x.n‘) "’ Si xniéxj, tj(x) 0 six&@Q, 6 x—x]-

entonces |a funcion z]. es derivableen x = «x..
]

Demc stracion .

(1) Ordenamos el conjunto @, como se indica en la Figura 5.

Sea Y € nimero numerador 1 .:12_ _é_ . _i_ 3{_ . 6L
racional que esta en VS 7 /
, : _— 2 2 2 2 2
la n-ésima fila y en numerador e @ —; ? 7 -5 ﬁ
i AT RN
la k-esima columna 3 3 3 3
numerador 3 .... i s A 1
enlaFig. 5, 0 sea H / /
que vy es el k-ési- numerador 4 ... AR \CR. U
nok 5 79
mo numero racional /
S5 S5 5
numerador 5 Ku T m e s
cuyo numerador |
es igual a n,y e o e s o . .
;. Figura 5
sea x, el [-esimo g
niimero racional en la ordenacion indicada en la figura 5. Si R ALY

entonces tenemos (ver Fig. €)

l> n/n-])
2
Si -
yn-p’ p+1 :—n_p_
C
entonces :

16
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¢ <(n=p)+ (guzy *1) (n = p) (15)

13 7
/7

2,3

1,4

8 §

Figura b

donde &{x) es lafuncion de Euler (¢(x) es igual al nimero de nimeros na-

turales, j, talesque ;<x y (j,x)=1).

Si
S] S9 s

ASp=g gy ssn 4

es la factorizacion de n-p en nimeros primos, entonces

n_p-: q] qz... qr ” %g—.-. r+] :."+I, (16)
b (n-p) (ql-l). .. f(q -1} r
r

donde r es el nimero de divisores primosde n-p. Tenemos :

Spi.So Sp
Iq2 ...q

s 9T

o = > e .. s &
n-p = q 2.9, 9, - 4,

luego :

17



< log(n-p) (17)
log 2

De (15), (16) y (17) :

c<2(n- nop 9 fsia 105(n°e) ] n(1 + log n)
p)+P¢(n‘P)< (np)+p( log 2 g log 2

Sea 2< @, entonces :
t

s L log2 2 [ 1
t n(l+logn) n(n-1) 1

si n es suficientemente grande (6 [ es suficientemente grande.) Luego, para

[ suficientemente grande tenemos :

s L L
'?Q(xl l ’xl+l),
por lo tanto tenemos :
4= Atln-L,x  Lyps
0 [=1 n=l n n n n t
0 sea
4,NQ=¢

(1) Sea ¢. la funcion definida en (14), entonces :
]



0 sea que existe un m tal que

1 1
x §(x - —, — t b
]QE o xk+k) paratodo k> m,

estoes:

| % =% | > paratodo k> m.

]

|~

Tenemos entonces :

~.
I
o
t
IA
~
&
S

por lo tanto, Ia funcion t; es derivable en x .
]

Nota : Ningln numero racional pertenecea A4 _, pero 4, # ¢, mas ain, 4,

contiene a un niimero no contable de numeros irracionales (ver 1., Ej. 12).
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Matemdticas y alpinismo

“‘La investigacién y el estudio matematico se asemejan al alpinismo. Why -
mper intenté conquistar el Matterhorn siete veces en los aftos 1860 y esto costé
la vida a cuatro miembros de su partida. Ahora, sin embargo, cualquier turista
puede subir por cable aéreo sin costarle mas que unos centavos, sin apreciar la
dificultad del ascenso original. Asi en matematicas, es muy dificil captar Ia
gran dificultad inicial para dar un pequefio paso que ahora parece tan natural y

obvio, y no es sorprendente que un tal paso se haya encontrado y perdido de nue-

it

vo’’.
L. J. Mordell

Three lectures on Fermat’s last theorem
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