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POLINOMIOS DE TSCHEBYSHEFF

YU TAKEUCHL

1. Introduccion.

En la matematica pura y aplicada se usan varios polinomios, por ejemplo, los
polinomios de Legendre P, (x), los polinomios de Hermite h,(x) , los polino-
mios de L aguerre Ln(x), los polinomios de Jacobi G, (x), los polinomios de
Tschebysheff T,(x), los polinomios de Lommel R&,(x) etc. y todos ellos estan
estrechamente relacionados con algiin tipo de ecuaciones diferenciales de segundo
orden. Los polinomios de Tschebysheff pueden ser estudiados a nivel elemental ,
razon por la cual los libros apenas mencionan sus nombres o algunas propiedades
sin dar detalles (11, 121, 3], (41, [3] 4 pesar de tener gran utilidad en muchos
campos de |a matematica aplicada. En esta nota, daremos un desarrollo completo
de los polinomios de Tschebysheff con el objeto de facilitar sus aplicaciones, o

para satisfacer la curiosidad de algunos estudiantes.
2. Polinomios de Tschebysheff, Ty U_.

Por trigonometria elem ental sabemos que :

(:oS‘ZG:Q(us?O-], sen 2 0 = senf (2 cos 0)



cos3 0 =4 cos36 -3 cosf, sen30 = senf (4 cos20 -1)
cos4 0 =8 (_-054 0-8 0052 +1, send @ = sen 0 (8 00830 -4cos 0)

etc.

Estas formulas nos sugieren que en general cos n6 puede ser expresado como
un polinomio de grado n de cos 6,y que sennf es el producto de senf 'y

un polinomio de grado n-I de cos@. En realidad, es facil demostrar este hecho

por induccion.
Supongamos que
cosnf = Tn(cose), senn@zsene-sn_l(c‘ose) (1)

donde T, es un polinomio de grado n, y S,_; es un polinomio de grado n-1I.

Entonces :

cos (ntl)@ = cosn@ cos@ - sennf senf

I

Tn(('os 0)cosf - sen2 (O Sn-] (cos 8)

I

T, (cost) cos 0 -(1-cos”6) S, cos 6), (2)
sen(n+1) 6 =senn6 cos 6 + cosn@ sen@

= sen®S,_j(cos0) cos O+ T,fcos 6) sen

= sen@- S, j(cos0) cos B+ Tyl cos 6) send

= senf[cos@ - Sp-1(cos )+ T,(cos a)1 (3)

Observandose que cos(n+1)6 es un polinomio de grado (n +1) de cos#,
y sen(nt1)6 esun producto de sen6 y un polinomio de grado n de cos6
respectivamente. Ademas haciendo x=cosf se obtienen las siguientes formu-

las de recurrenciapara T, y S, :



T, y(x)= T (x)-(1-2%) S, ;(x)
(4)
S,l(x,) = x Sn_I(x) +Tn(x'}

Por otro lado, podemos encontrar las expresiones de 7, y S, ; como sigue:

U tilizando Ia formula de Euler tenemos

cosnf = -]; (e infl " (?-ine)
= -—é! ‘cos @ + i senf)" i (cosB-isenf)"}

B (,{)((‘OS ())”-k(-i sen ﬁ)k]

-0

:T]’ [ 2:: 0( Z ) (cos 8)"K(isen 6k ZZ

En la primera sumatoria aparece (i sen 6)% mientras que en la segunda aparece
(-i senB)k, razén por la cual cuando el subindice / es impar los términos co -
rrespondientes en las dos sumas se anulan, luego solamente apareceran los subin-

dices, digamos =2k, obieniéndose asi :

<n/2 , <n/2 oh 97
7, n-2h,. 2h = | n=h - L
cosnf =[x (I )(cos@) (isen@)"" +% (" Jlcos ) (=i senf')
2 h=o 2h h=0 2
_— i .
L n2h, 2k 2k
=223 (Y)lcosB) (i) (sen@)
2 h=0 2
< n/2
S Me ;L u-2h 92}
=3 (-1 " )(cos 6) (lI-cos“9)" ,
h=o0 2h

donde el subindice 4 toma los valgres

) {"‘2'] si a esimpar
h=0;1,2, ...,

.;)L si n espar,

-



Usando (1) y (5) y reemplazando x por cos 6 se obtiene una expresion para el

polinomio T, (x):
<n/2
Tn(x) =3

-2h
o (DR ) e (6)

El polinomio T, dado en (6) se Ilama polinomio de Tschebysheff de grado n

o funcion de T schebysheff de grado n de primera clase .

Por otra parte, usando la formula de Euler :

inf  -ind
senn():(—l.{e”l——em }
21

1 . n . n
== 1{(cosf +isenf) = (cos@-isenB) }
13

n
dfs
2i k=o

n n-k i lf_ . - n-k ¥ k
(")(cosB) (isenB) == (")(cosh) (-isenb) ]
k k=o k

Esta vez, los términos correspondientes a subindices pares se anulan, y quedan

Gnicamente los términos con subindices impares, digamos 4 =2A+I, obteniéndo-

se

] S wi2 n-2h- ] 2h +1
sennf= = 2% n et li seng)
senn — h:o(.?hﬂ) (cos @) (

%)

<l

; Sn/2 2k n-2h-1 2h
— I (™ )(i) i(cosB) (senf) senf
3 i h=o 2htl
<n/2
-2h-1
2hl ] os20)" (7)

= SBn R h, n
serezh:()( 1) (2h+1)(c()80)

donde el subindice % toma los valores :



B

asl si n es impar
h=0, 1,2, 0000 n-2 si n espar.

8o

Usando (1) y (7) y sustituyendo x por cosf se obtiene una expresion para el po-
linomio S, _;(x):

<n/2 n-2h-1 ok
Sued(®)= 2 (-1, ) (1-x2) (8)
Lafuncion sennd = sen®S (cosf) =V I-x" - 5,1 se llama funcion de

Tschebysheff de secunda clase y se acostumbra denotarla por U (x), o sea

U x) = 1-x2. S _j(x) (9)

3. Ecuacion Diferencial de Tschebysheff. ([7])

Es bien conocido que las funciones sennfl y cosnf) satisfacen la ecuacion
diferencial :

ﬂ "rnzv:()

) (10)
d()2

Haciendo la sustitucion x=cos€ tenemos :

-

dy dy 4

—tee 2Y 8&X _ssen® LI..L 5
d# dx d@ dx
1[2) = _d_.r’-wn() -il-/ == —[—/-senbj—d—l*-sau())—— L) . L\—
;;2 (l@l U dx d6 dx ‘d d6
’ 2
= wcos 9& + scrz‘)é’ AN
dx di2 ¢



por lo tanto :

c 2 i ‘
senzeu - cos 6 %L+nzy =0,

dx %
0 Sead
. 2
(I-xz)u—xﬂ+n2y =0, (11)
dx dx

Esta dltima se Ilama ecuacion diferencial de Tschebysheff y posee como solucio-

nes independientes las dos funciones de Tschebysheff :

y = Tn(x) s Y= L'n(x). (12)

4. Formula Explicita para Tn(x) (07D

Supongamos que la ecuacion de Tschebysheff (11) tiene una solucidn en serie

de potencias de « :

, 9 ; L
y=A Hjx tA49x°+ ...+.4kxk+... —}.k:oAkxk (13)
entonces :
00 A,e] o0 X .
=L kA x s YRR k1) A xh (14)

Reemplazando (13) y (14) en (11) tenemos

(1-x2)3" k(k-DAyxP%x S kd x5 142257 4 2F =0,
k=2 k=1 k=0 k
5
00 k-2 oo k % . k 00 2 11'*
k(k-1)A — c(k-1)A, x'™= A : A, x"= ¢,
A A L L L T



o k o0
Zkzo(k+2)(k+ 1)‘4k+2x = Ekzo[k(k-l)ﬂ"k-ng] Ak xk =0 .
Comparando los coeficientes de ok tenemos :

L - 2 -
(k+2)(k ‘”)Ak+2- {k(k-1)+ k-n“}A; (k=0,1,2,... ),

0 sea

2
Ak+2:7;ﬁ1—)(ﬁ+—2)/1k (k=0,1,2,...). (15)

De (15) se observa que si 4,=0 entonces
A2:0,A4:0,A6 = 0, eee *

por lo tanto todos los coeficientes pares son nulos, y los coeficientes impares son:

2 3yl B
. - (1-n°)(3%-n%)
Ag = nToq4o 4= (A=n7)(B3%-n7) 4
4 2.8 175 2.3.4.5 I
y en general :
4o o= (1-n2)(3%n%)(52.02) . 4(2p-1)%n%
.?p-f'] 1

2p+1)]
Asi pues, tenemos una solucidn impar de la ecuacion de Tschebysheff :

2 .9 . , 9 32., 9 .9, -
n2-12 3., (n2-1%)(n%-32) 5
31 51

=¥ Al[x-

(n?-12)(n?-32).. . {n?-(2p-1)%)

+(-1)P x2ptl 4 -] (16)

2p+1)!

De manera similar, si 4;=0 se liene que todos los coeficientes impares son

~



nulos, y los coeficientes pares son :

y en general

4y = (~n?)(22=n?)(8°=n?) .. {(2p-2)%r2) 4
g (2p)!

Obtenemos asi una solucion par de la ecuacion de Tschebysheff :

: 9, 9
2 o ! 41

0o

+ (-1)[’ n2_(n2-22)....{n2-’2p-2)2} x2p tour ]
2p) !

(17)

Si n es impar, la solucién impar es un polinomio de grado n, si n es par la so-
lucién par es un polinomio de grado ». Como T,(x) es la dnica solucién de Ia
ecuacion de Tschebysheff (salvo un factor constante), las formulas (16) 6 (17) nos

dan la expresion explicita del polinomio 7,(x) para un valor adecuado de 4,

6de A, . Si n espar,

T o (-I)nv/Q

?_

Tn(cos %) = cos n
reemplazando en (17) x por cos }”— = 0 setiene :
Tn(cos %) = /10 N

0 sea
= /2
A() = (-1)"



Luego la expresion de I,(x) para n pares :

¢ 2 2, 2 92
Tn(x):(_])n/Z[]_% x-?.g.."_%)xai_...] (17%)
Si n esimpar,
lim cos nf . , 0 )
=2 A lim  msen nf :

0+1/2 Cos O 6::/2 — 3 (Regla de L’Hopital)

n’-I
=nsenlT =pn(1) 2

Dividiendo (16) por x y tomando el limitecuando x=cos § - cos g_ =0 se

tiene :
T (cos ) 2.1 9
li —n = A Jalt_—— Fuaw L = Aages
0—:,7]7/2 cos X i"()) 1[ 3! * L 1
0sea : ol
dy=afel)

Luego la expresion de  7',(x) para n impar

=l ¥ a2 . 2 2By 2 92 ‘=
T"/x): nﬁl‘%_[x- LC 3;1 x4 (n®-1 )‘/_", =37) x9.... (16')
(v -

La expresion de U, (x) se obtiene inmediatamente utilizando la identidad :

l"(x) = sennf) == T]z dcosnf — | L _d_ (cosnB) L[l.

dé noax 0
IT () f ey gt P )
dT (» -x° X
= /. (=senf) N = \ n
n da L dx

De (16°) y (179



i) Si n es par

1

-5 " / c 2 o2 2 52 2 2 o
U) = (1% 1ex?  na [1= 8527 3 (222 ) 247) 5.y (17)
' 5]

J:

i) Si n es impar :

el — 2 42 2 12472 22
gL n2el? x‘-’f__l_("“'ﬂ, fiied ) (B Is (16")
1!

('n(x)f(-l)-‘-) Vi-x=[1- 5] .

Ahora hallaremos el coeficiente de ™ en T, (x). Si n es par el ultimo coe-

ficiente del polinomio (17°) es :

<

9 w2 m2-22)m?-4%) ... gn‘—’-(n-z)zg]

/¢
(.])n 2[ (-1)”
n!

C n2(n-2)(n42)(n-4)(n+4) ... 2(2n-2)

n!

2.4 ...(n=2)n(nt2)(n+4)...(2n=2)

= Muds

n!

(18)

n!

Si n es impar, el tltimo coeficiente de (1€*) es :

n-1 . n-l 9« 9 ‘
AT (ST (21200230 L e n2)?)

n!

n(n=1)(n+l)(n-3)(n+3)...2(2n=-2)

n!

2.4 ... (n=1)(n+tl)...(2n-2)

- n.Z
|

n.




o ] !
i 2” n (n-]). :271-] (]9)

n!

Para obtener la expresign del polinomio 7,x) en forma de potencias descendien-
tes, reemplazamos sucesivamente & por n-2, n-4, n-6, . . . . n-2j en(15) y

multiplicamos los resultados miembro a miembro obteniéndose

= a1 j-2)  (ne2j+1) 4

n 9
] // ))/

Observando (18) y (19), vemos que 4, = 2™ en cualquier caso, luego :

gy = (1) Bef D0 2) (2 ]) ]
]’ ))]

?(-I)j nin-j-1)! on-2j _ n (n-j)u on-2j

2.(m-25) 1 1~ 2(n-j)

Por lo tanto :

T (o) = on=l ng,  on=3 n-2  n(n-3)yn-5 _n-4_
2] ‘
] e s g : 2j
=<[(2x)"+n3 (-1)) ==(""1)(25)" %)) (20)
2 j:] H'j /

5.sennp, cos nfl como funciones de sen O .

Si hacemos la sustitucion x = sen € en la ecuacion diferencial (10), obtene-

mos
d
— b (ll - dv
d(f J-: (:{— (!)?9—; »
2 )
d ‘;-’9—1{—(‘1/.8‘6&*6050-—({—((’[\} d x
d6° dé d x dx dx {19
=.senB Y + cos“H J .
dx dx2

11



por lo tanto :

- 2 =
-scn@{l_-~ *('0320 a7y ‘ +n2y =0
ax d x2 ¢
0 sea 9
(1-x2)8°Y -x 4% +,2y =0 , (21)
dx? ax

Esta ltima es idénticamente igual a la ecuacion (11), por lo tanto el Y, Y el Yy
dados en (16) y (17) son dos soluciones independientes de la ecuacion (21). Te -
niendo en cuenta que sen@ es una funcion impar, la solucion Y, dada en (16)
debe ser igual a sen n@ ,y la solucion Yy dada en (17) debe ser igual a cos n
para los valores adecuados de A, y A;. Si 6 =0 entonces x=sen0 =0,

cos(n0)=1, asique A, =1 paraque y, en (17) seaiguala cosnf :

2 2+n2(n2-22) x4-..

= Js B
cosn @ =1 2!x N

(22)
donde =x=senf .
Dividiendo (16) por x y tomando limite cuando 6 > 0( 06 x= senf » 0)
tenemos
li y . 2.1 2
LH(I) sennf - ;o 71 = lim A [1—-2== — % +...1=4_,
6- sen @ x-0 X x> 1 3. 1
luego :
A] =n
Por lo tanto : 92 .9 2 192.,,92 .2
senn@znx[]-f_;]_ x2+ M’L—:‘g_)x(;-,,_ ]
3! 5!
(23)

donde x=senf ,

Derivando la expresion para cosnf dada en (22) con respectoa «x:



dx —

%cos nf = i(cos nf) £X = cos 0 - Zid—(cos no),

dx do

2(n2-22) X3 - n2(n2-22)(n2-42) . S 1«

X

2
-nsenn6=c036[--'ﬁ—x+ L

51 4

3!
0 sea
sennf _ e [ B n2-22 x
cos @ 3!
(x = sen@)

2 4 (11,2-2523@2-422 zte 1, 29

En (23) se observa que senn@ es un polinomio de grado n de sen si n es

impar y en (24) se ve que sennf/cos6 es un polinomio de grado n-I de

sen@ si n es par.

6. Funciones generatrices para Tn(x) y para U (x).

i6

Sea z=r(cos@ + isenf)=re ,si |z|

pero : .
z re!o = reie(l-re'.ie)

0 (I-rei())(l-re'ie)

l1-z  1-réf

- (r C(186-r2)+ irsenf

J
1-2r cos® +r°

s

Observando (25) y (26)

) )
(rcos@-r<)+ irsenf —

T g

1

24
1-2rcos@ +r~

“r<l tenemos :

. (25)

(26)

o0
Fheind _ 21 rlcos n@ + i sennf), (27)
n:

13



y comparando la parte real de la identidad anterior, obtenemos :

rcos @ - e .0 n
—_ = }._l r'“cos nf, 28)
1-2r cos 9+r2 =
Por lo tanto
c c 2 4y 5.2 ~
1 - r2 5 = (1-2r (.0876*‘ L 4 ‘(27‘('()8 g.gr 4 =1+23 r'cos né (29)
1-2r cos@ir” 1 -2rcos 6 _Lr“) n=1

En (29), haciendo x = cos@ , cos nf = T,(x) se obtiene |a siguiente identidad:

1-r2 " L =

— T = T (x) 423 T (x), (30)
; .2 o :_1 n

1-2rx +r &

donde T (x)=1, la cual nos muestra que —]-—'-——) es una funcion generatriz

1-2rx+r~
de . T

n°

Comparando la parte imaginaria de ambos miembros en la igualdad (27) vemos que

rsen 6 _ ; P sen n@ (31)

~

- 5
1-2rcos @ 4+r= 1

Dividiendo la identidad anterior por r y haciendo x = cosf , sennf = U (x)

se obtiene la identidad siguiente :
> 1
ViE =3 U ), (32)

luego la funcidn

es una generatrizde U, .

14



7. Formulas de recurrenciapara Ty U

n n°*

De la primera ecuacion de (4), despejando S,.1 tenemos :

Sp-10x) = ]—_-LQ- lx T (x)-T,  1(x)];

X

reemplazando esta expresion en la segunda ecuacion de (4) :

Ll Ty ) Ty pa))= g [a Ty ()= Ty (314 Ty

]le _xz

0 sea

Tn+2(x)- 2x Tn_i_](x) + Tn(x) =0,

Despejando T de la segunda ecuacion de (4) :

n
T (x)=S8,(x)-x8§,;(x),
reemplazando €sta en |a primera ecuacion de (4) :

o . . = D iz )
S I(x)-xbn(g): x [bn(.x}-.\b"_](x)]-(l -x )D"_](:X‘),

“nt

0 sea :

5”+](x) - 2x Sn(x} + Sh_ ](x) =0

9 : a9
Multiplicando por 1-x2 y teniendo en cuenta que U, (x) =y /-x""

se obtiene :

l (x)=-2x Uy qfx) +U (x) = 0 .

nt+2

(33) y (35) son las formulas de recurrenciapara T,y U, .

S
T=

(33)

(34)

](,\.')

(3!

5

)



8. Ortogonalidadde T_ y U

n [

Usandp la ortogonalidad de las funciones cos n@

r() Si n =k
7
[ cosnf cos k§ df = w/2 Si n=k=0
o
g Si n=hk=0,

y efectuando la sustitucion x=cos § dx=-senfdf = - Vfl - xE do
= T”(('os 0) = Tn(x) ,cos k= Tk(cos k@)= T/f(.\‘) .
obtenemos :

-1

1
["cos n0 cos k0 dO = [ T,(x) Tyfx) (=t ) = [ T (x) Tyfx).

V-

de donde se obtiene la siguiente relacion de ortogonalidad para los polinomios

Tschebysheff :
0 si n# k
1
; ri { x . ;
f 1 ’(x) lk(x) (_1_ = 7/2 si n=k#0
-1 " vV ]-x

r—
E]
w
]

I
=~

"
S

De la misma manera, la ortogonalidad de las funciones sen n 6 :

- )’ 0 si  n*k
[ sennf senk® 46 =
L n/2 si n=k# 0

o

nos conduce a la siguiente relacion de ortogonalidad para las funciones

por medio de la sustitucion

d x

\/]‘.\”'

cos=x,dlf = =

16

cos nf-=

(36)

Ufx) »



senk § = L'n(x) , senk § = l"k(x) .

0 Si n# k
] / ] L (_?’7)
[ U (x)Ux) 7= e
ol Vi-x n/2  Si n=k#% 0
9. Formulas explicitas para Ty U,
Sean x =cosf . t= COS—; ) entonces :
Tfx)= cos nf = cos 2n(1-6) = Tg, (1)
- k 2n. 2n-2k 2.k
=% (-1) ( ) (1-t7)
k=o
S NIL (2) (1+x)"F (1) (38)
/c-fo gn
ya que
l1+x=1+cos @ = 2 (*(;.\2-%(" =242 >
lex=1-cosf :»Z?scnzf])-ﬁz 2/(1 -t2).
Por otra parte, tenemos !a siguiente identidad :
In 192n 2k-1 1 3 o 2n=2k-1 |
(2]17)::#’/ )(n-—-)(,,e—j n-T" nv“_j')(n";}'/...(n' P) / 4
pcr lo tanto
‘:_)n . 3 2k~ ] 3 2n=2Z k=1
T /m) ‘-\L o1) ( )(n-")(n-""l (--—;;—, 2)(71-"‘)..(n- 5 - )
ko172 ], (39)



Teniendo en cuenta que :

] 1 ]
dn 2 -5_ n-2v ne=<
m(]-x) _d +x) (1-x) 22
=" " e Lm-d). o 2 g o)™ R B ) R Ly (e 2m2l by T
_Zk:() k n 2 n 2—.. H'T X - n 5 n-z)—.. n-—2—— -X <
(40)
De (39) y (40) :
s 22 rd) A2
=al2" g A" ). :
nl* (271)., ( x i x) 2
]
_ )" 5 4", 25
= 1- a4 _r]- 4
1.3.5...02n)V " " TREES ., (41)
ya que
S 12 12 k12 kT %
(1-x2)" %1+ 2)" (I-x) " C=(1+x) (1-2)" ,

(2 e i 1

Para encontrar wna formula similar a (41) para la funcion U,(x) utilizamos la si -

guiente identidad :

T, (x) —~(osn0~%d%sm,,9__,t d_( (x) d;%sa

[1-x dl(x)

= - i.suz ng — U, (x)= -—\/
n dx

En efecto, se tiene :
— an]. )L-]’/.?
/_ ])II, /
( \] x“ ______:-ivl-x? (-i—i—ln(x)

1.3.5...(2n-1) dx" n



o sea :

6 n=1/2
dU ) )" la an1aa2TTT (42)
o~ I.3.5...2n-1) dxn
Integrando (42) y teniendo en cuenta que U, (1) =0 se obtiene :
ne1 n-1 2 n-l/2
U (x)= (1)" " n d"(1-x7) ) (43)
1.3. 5. ..(2n-1) dd
10. Raices de Tn(x) y Un(x) .
Las raices de cosn6 en el intervalo [0,7] son :
=1, m ym w4 2n o ogon-lg
2n 2n n 2n n "2n n ’
por lo tanto, las raices de Tn(x) = cosnf = cos(n (cos'lx)) son :
cos 'I(l) , COS -1 (-—3 ), cos '1(-—577), v ('os'I(-z—f‘i 7). (44)
2n 2n 2n 2n

Como T,(x) es un polinomio de grado n , existen a lo mads n raices’ entonces

las n raices dadas en (44) son simples, y estan todas entre -1 y 1.

Las raices de sen n@ en el intervalo [0, 7] son:

8o

0.1 7 3n n=1
5 Al g L

n n n n

por lo tanto, las raices de U, (x) = senn = sen (n cos Iy ) son :

I, — n., cos”

n n n n

1 27

19



Sabemos que U, (x) = /1~ x?

tanto U,(x) tiene n-1 raicesentre -1 y I, luego

en (45) son todas simples.

2_77 37

S,.1(x) es un polinomio de grado n-1, por lo

las (n+1) raices dadas

Valor del producto  sen<L sen sen <Z sen==
n n n n
Las raices de sen n@ en el intervalo [-% ; %] son
+ ’f,"z 7 , 2= (sin espar)
2n 2
0,+2, 27
n n
* Eg—-—?n :L}—In (si » es impar),
n

entonces las raices de la funcion sen(n. sen'lx) son

9
n-
sen —=1 ,

2n

I+

+

n-3
SeN —— T ,
2n

+

Si n par, de (24) se concluye que la siguiente funcion

sen nf sen(nsen 'Ix)
e s Mt A0 L

senf cos 6 x\/1-x°

es un polinomio de grado n-2

n/'? -1 (7l2 - 22).

sennf

Sen e—

(si n espar)

n=lo (si n es impar).
n

24, .. 4(-1)

2 92
n(l-2—= el %

3!

DA .
senflcos 0

(n-1)!

Este polinomio tiene n-2 raices simples a saber

.. {n2-(n-2')2§
X

n= 2]'(46)



El producto de estas n-2 raices es igual a :

) ! 7 :(-I)n/2 (n-1)!
n= P ¢ ¢ «
(n2-22)(n2 < 42). . A n2-(n-271

coeficiente de x

y ])11/2 (n=1)!
(n42)(n=2)(n+4)(n-4)... (2n=2) 2
w2 n(n-1)! n/ 2 n
= (-1 =fu] ” z ¢
-l 2.4 .. (n-2)n(n42)..(2n-2) (1) 2"

En caso de ser n» impar, de (23) se tiene que la funcion :

senni sen (nsen'lx)
senf sen 6

es un polinomio de grado n-1:

n-]]

2.32). . {n-(n-2%)
!

n.

’ -1, 2
2 , ﬂ?— -1)(n
sen nf [I-n,'1x2+...+(-1) (n”-1)(n

sen@

Este polinomio tiene n-I raices simples, a saber

i 27 n-1
tSen — , + sen — , ..., t sen m
n n n

El producto de estas n-I raiceses igual a :

ntl ’
1 J (-1) 2 : lll.
coeficiente de 21 (n2-]) (n2-32}. oo} n2-(n-2)2 }

(47)

(48)

. (19)

(50)
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ntl nel

— s ”" = =l 2 . 51
02 sz e B

De (47), (48), (50) y (51) tenemos :

7 277 377 Il‘] - n (52)

sen — . sen =— sen — cee sen ——mw =
n n n 2"'1

ya que el producto anterior es positivo.

Nota 1. Si n es par, el producto (52) tiene un factor mas que el producto (en va-
lor absoluto) de las raices dadas en (47); este factor sobrante es I y no afecta

el valor final.

11. Caracterizacion de los polinomios de Tschebysheff .

I. De la expresion (20) se obtiene :

<n /') 5 . a -

= n- n-2
Lo =+ A el L Lyt (53)
on-1 Py n-j j

~

Como T, (x) = cos(n. (-os']x) , el valor maximo del polinomio (53) en [-1,1] es

n-1 . . . n-1 , .
1/2 y su valor minimo en el mismo intervaloes -//2 * osea que el maxi-

-1
mo del valor absoluto del polinomio (53) en [-1,1] es 17277, Sea f cualquier

polinomio unitario de grado n :

) n-1 n-2 -
flx) = xta x ta x +... ta x ta (54)
1 2 n-1 n

si flx)# T, (x)/ 2""" entonces el maximo de | flx)| en [-1,1] es siempre

n=l n T .
mayor que /2 ., 0 sea que tenemos la siguiente caracterizacion de los polino-
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mios de Tschebysheff :

Sea { un polinomio unitario de grado n, entonces el valor maximo de |f(x)| en

T (\)

[(-1,1] es minimo cuando f(x) = )”_1

Demostracion. Supongamos que

[ f(x)] < ! paratodo xe[-1,1]
on=
o0 sea )
'2,—1: I(x) < ST (55)
Entonces :

1 . L l m
() = 5o Tof®) 100 = S T

1 -
:ZITTn(x) + glx) (56)
donde g(x)= f(x)- 7{-; T,(x) es un polinomio de grado n-1.

N . 1 - . , P ‘
El polinomio 7n(x) = 57 cos (n cos ]x) tiene maximos 6 minimos en n+ I

puntos del intervalo cerrado [-1, 1]. Sean

Sl 0 <0 <A <., <O < = ] (57)
2 n n+l

los puntos en donde ——T (x) tiene un maximo o un minimo. Para mayor senci-

on=1
llez, supongamos que n es par, 0 sea que m T (-1)= —— (maximo); enton-
ces:
= I__ (valor max.
ZTT(“) =T, s/ T T oned )
)i : ] (58)
- T )_2 - “onel (valor min.)
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De (55) y (56) se tiene :

1 1 -
- swT < grT Il T e <

1
2n-1
Reemplazando (58) en la desigualdad anterior se obtiene :
(i) si k esimpar:2—+g(o¢k)g;2#, o0 sea , gl )< 0.

(ii) si k espar: —1— <-%—+g(ock;» , 0sea, g(otk)z 0.

Esto es :

g%, ) <0, g(a)>0,g(0)<0,g(a)>0 g(0d)< 0, .., (59)

La condicidn (59) implica que la funcién g tiene n raices (Nota 2) ; como g
es un polinomio de grado n-/ esto es imposible a menos que g sea idéntica -

mente nulo. Luego :

flx)=

]
et Tl

Nota 2. Sien la condicion (59) las desigualdades son estrictas, es decir

g((l]}<0 > g((12) >0, g/OLg)< 0, g((l4)>0 s es ey
entonces es evidente que g tiene una raiz entre al‘ y ak+1 (Teorema del Va-

lor Intermedio) y por lo tanto hay n raices en [otI, o 1] . Generalmente se
n+

demuestra la existencia de (por lo menos) n raices de g bajo la condicion (59)

usando induccion con respectoa n:
(i) si n=1, gla;)<0, ()20,

Si glay) =0 6 &(0y)=0 entonces g tiene por lo menos una rajz en [ag, &,l-
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Si g(otl)< 0 'y g(az) >0, porel teorema del valor intermedio g tiene por

lo menos una raiz entre d] y .

(ii) Supongamos valida la afirmacion para 7,2, 3, ....n. Sean

@ < 0 <0 <...< @0 <0 <o N
1 2 ; n ntl nt2

()< 0, gt )> 0, A )< 0y
gle,)< g 2)_ gl 313

Consideramos dos casos :

(A) Si g(flk) #0 vparaalgin k k# 1, k# n+2 entonces por la hipétesis de
induccion g tiene k-1 raices en [ul. ak] yhay n+2-k raicesde g

en [o:k, a +2] entonces habra k-1 +(n+2-k)= n+1 raicesde g en
n

a, o .

[ 1 n+2]

(B) Supongamos ahora que

(@ )=g(a )= g(a )=...= g0 )=glaa )=0.
5 2 J 3 8 4 g n & ntl
Si g(a)=0, 6, sialgunas de las raices «_, 0_, ..., a son maltiples,
1 2 3 ntl
entonces es evidente que g tiene por lo menos n+I1 raices en [u], o +2]
n
Podemos entonces suponer que 0, ) <0 e L e L, O son las
0 panet quei £ (4, ) ¥ o e ntl
(nicas raices simples de g en (oc], o +]]. Entonces g debe tener por lo
n
menos una raizen (o .o ] yaque :
ntl nt2
(*) si n espar, g esdecrecienteen « y g(@ _)>0 (Fig. 2) .
ntl nt2 ~
**) si n es impar, g €5 crecienteen « y gl(o )< 0 (Fig. D) .
. ntl nt2 —

Notese que la Gltima raiz puede ser « .
n




Por lotanto, g tiene por lo menos ! raices en lu].- a

b — - — = -

n+t2

Y
:96”')«)

H Vi W) s \—f
dn: /&1 ‘43\..\/&“1 9(5\/3&' u'\ v” “\/ \)[,,“ /y/, ;

ultima raiz

g(dma)sa

Fig. 1 (» impar)

dltima raiz

Fig. 2 (n par)

I1. De la definicion de los polinomios de Tschebysheff, se tiene que T, (x) to-

ma maxinios locales o minimos locales en -/ puntos en el intervalor (-/,1), y

7

que todos los valores maximos son iguales a / vy todos los valores minimos son

iguales a -1. Reciprocamente, se puede demostrar que (ver[6]):

Sea [ un polinomio de grado » tal que

(i) [ tiene extremos locales en n-1 puntos diferentes,
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(i) todos los valores maximos de f son iguales y todos los valores minimos de

f son iguales.

Entonces [ es de la forma :

f(x)=a+bT (ax+B).

Estoes, f es el polinomio de Tschebysheff salvo una transformacion de primer

grado.
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