


axiomas, clasificados por razones simplemente técnicas en cinco grupos, a partir
de los cuales pueden demostrarse rigurosamente los teoremas geométricos usuales.
Su interés radica primordialmente en el andlisis de las interrelaciones de los axio-
mas entre si y de éstos con los teoremas. Como dice Hermann Weil : ** Una,cosa
es edificar la Geometria sobre cimientos firmes y otra inquirir dentro de la estruc-
tura Idgica del edificio asi erigido. Si no me equivoco, Hilbert es el primero en
moverse libremente en este nivel «metageométrico» superior : sistematicamente
estudia la mutua independencia de sus axiomas y resuelve, para los mas fundamen-
tales teoremas geométricos, la cuestion de su independencia con respecto a cier-
tos grupos limitados de entre sus axiomas. Su método es la construccion de mode-
los : se muestra que un modelo no comulga con uno de los axiomas mientras que
si satisface todos los demds ; entonces, dicho axioma no puede ser una consecuen-

cia de los otros’’.

E stas investigaciones fueron expuestas en el libro Grundlagen der Geometrie
(Fundamentos de Geometria, 1899), cuyas célebres frases introductorias muestran
de una vez por todas el espiritu del método axiomadtico :

** Pensemos (en) ires distintos sistem as de entes : a los entes del primer sis-
tema los llamamos puntos y los designamos A, B, C, ..., alos entes del se-
gundo sistema los llamamos rectas y los designamos a, b,c,..., alosentes
del tercer sistema los |lamamos planos y los designamos &, B, y , «.. .

** Concebimos los puntos, rectas y planos guardando ciertas relaciones reciprocas
y nos referimos a estas relaciones como « estar situado» , «<entre» , «congruente»,
«paralelo», « continuo» . La descripcion completa de estas relaciones, llevada a

cabo exactamente y con fines matematicos, resulta de los axiomas de la Geome -

tria * .
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Como se dijo al principio, ideas analogas habian sido expuestas, por ejemplo,
por Pasch quien enunciaba un “‘sistema bdsico’’ de proposiciones, a partir del cual
se deducian los teoremas. En sus propias palabras : ** En realidad, si se quiere
que la geometria sea deductiva, la deduccion debe ser en todo punto independiente
del significado de los conceptos geométricos, tanto com o debe ser independiente
de los diagramas; Unicamente las relaciones especificadas en las proposiciones
y definiciones empleadas pueden legitimamente tomarse en cuenta. Durante la de-
duccion es til y legitimo, mas en modo alguno necesario, pensar en el significado
de los términos; de hecho, si resultare necesario hacerlo, eso mismo pondria de
manifiesto lo inadecuado de la demostracion. Mas, cuando un teorema ha sido de-
rivado de un conjunto de axiomas -el sistema bdsico - la deduccidn tiene un va-
lor que va mas alla del propdsito original, pues, si al reemplazar en el sistema ba-
sico los términos geométricos por ciertos otros, se obtienen proposiciones ciertas,
entonces también pueden hacerse los correspondientes reemplazos en el teorema ;
de este modo uno obtiene un nuevo teorema el cual es consecuencia de las nuevas
proposiciones basicas y esto sin haber tenido que repetir la demostracion’’. Pue-
de observarse claramente que ya aqui se reconocia y se buscaba la |lamada econo-
mia de esfuerzo (o de **pensamiento’’) caracteristica de la moderna axiomatica,
aunque en ese momento s6lo se trataba de un subproducto del interés hacia el ana-
lisis de las interrelaciones entre los “‘axiomas’’ geométricos originado en los es-
tudios acerca de la independencia del quinto postulado de Euclides. Estos estu-
dios condujeron a la invencién de las geometrias no-euclideanas (Gauss, Bolyai,
Lobachevski, Riemann ) y com o extrapolacion natural a las *‘geometrias’’ comple-
tamente abstractas. Es asi como Grassmann hablaba (1844) de la “‘fundamenta -
cibn abstracta de la doctrina del espacio, esto es, libre de toda intuicion espacial

y que es una disciplina puramente matematica cuya aplicacion al espacio da como
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resultado la ciencia del espacio. Esta (ltima, al referirse a algo dado en la natura-
leza (a saber, el espacio) no es una rama de las matematicas sino una aplicacion

de las matematicas a la naturaleza’’. Mas tarde (1889) y para comenzar la obra men-
cionada al principio de este articulo, Peano diria : “'El signo 1 se lee punto’’ (in-
tuitivamente es el “‘conjunto de todos los puntos’’), agregando mas adelante : ** Te-
nemos entonces una categoria de entes Ilamados puntos. Estos entes no se definen.
Ademas, dados tres puntos, consideramos una relacion entre ellos, indicada por

C

™

ab, yestarelacion tampoco se define. El lector puede entender por el sig-
no 1 una categoria cualquiera de entesy por ¢ € ab unarelacion cualquiera
entre tres entes de dicha categoria *’. Por Gltimo, citemos a G. Fano: ‘'Como
base de nuestro estudio asumimos una coleccion arbitrariade entes de naturaleza
arbitraria ; entes que, para abreviar, |lamaremos puntos , y esto independientemen-
te de su naturaleza’’ (Sui postulati fondamentalli della geometria in uno spazio

lineare a un numero qualunque di dimensioni , 1892) .

Las observaciones anteriores muestran que a finales del siglo pasado la axio-
matizacion, el estudio de situaciones y teorias abstractas y, como consecuencia
natural, la formalizacidn de las mismas, era algo que ‘' flotaba en el ambiente ** .
Valgan estas consideraciones para ayudar a situar adecuadamente la actividad
cientifica de Hilbert y en modo alguno para disminuir la importancia de sus contri-
buciones ciertamente decisivas y perdurables tanto en este campo como en todos
los que estudi6, o cual le ha valido el ser considerado por muchos como el mas
grande matematico de este siglo o por lo menos como el de mayor influencia en nues-
tra época.

Ya en 1888 el genio de Hilbert se habia manifestado en forma impresionante
cuando, usando procedimientos asombrosamente efectivos, logré demostrar los

teoremas existenciales basicos de la hasta entonces intrincadisima Teoria de los
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invariantes. Esta modalidad en el enfoque de los problemas, el *estilo hilbertiano’, consis-
tia en atacar a fondo el nicleo mismo del problema en la forma mas simple y directa
posible. VEx ungue leonem , el joven leon Hilbert muestra sus garras’’, comenta-
ba Weil al comprender las grandes potencialidades del nuevo prodigio. Y en pre -
sencia del resultado mismo, Gordan, un especialista en la Teoria de los Invarian -
tes, exclama ’’ j Esto ya no es Matematica, es Teologia! * Reacciones andlogas
habian desencadenado poco antes las hoy clasicas demostraciones de Cantor refe-
rentes a los cardinales infinitos, como la no enumerabilidad de los nimeros reales,
la existencia de nlmeros trascendentales (1873) y los multiples resultados de la
aritmética transfinita los cuales, de acuerdo con Kronecker, no eran matematicas

sino misticismo.

Axiomatizacién . Siguiendo a Hilbert, un sistema de axiomas para una teoria
particular, por ejemplo la Geometria euclidea, debe ser
(i) consistente : el sistema no debe implicar contradiccion alguna,
(ii) independiente : el sistema obtenido al cambiar un axioma cualquiera por su
negacion debe también ser consistente,
(iii) completo : no debe ser posible agregar axiomas nuevos y al mismo tiempo se-

guir conservando la independencia .

La primera de estas condiciones es obviamente indispensable mientras que la
segunda es deseable por razones de elegancia pues si, por ejemplo, P es un
axioma tal que al ser sustituido por su negacion se obtiene una contradiccion, es
decir, si P no puede suponerse falso en presencia de los axiomas restantes en-
tonces P es una consecuencia l6gica de aquellos y por lo tanto el sistema de
axiomas puede simplificarse con la eliminacién de P el cual pasaria a ser un

teorema de’la teoria en cuestion. Sin embargq la falta de independencia, a dife-
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rencia de la inconsistencia, no invalida un sistema de axiomas y en cambio puede
facilitar una primera exposicion de la teoria. De hecho, el sistema de axiomas
para la geometria publicado originalmente por Hilbert no era independiente pues in-
vestigaciones posteriores revelaron que dos de sus ‘‘axiomas’’ podian ser demos-
trados con base en los restantes. En cuanto a la completez, puede manifestarse
por el hecho de que dos ‘‘modelos’’ que satisfagan al sistema axiomatico deban ser
necesariamente ‘‘isomorfos’’ ; esto indica que en muchos casos, especialmente en
el ambito generalizador modero , la completéz puede mirarse como una limitacion .
En efecto, un sistema no completo es la base de una teoria mas ampiia en lo refe-
rente a los casos particulares que incluye. También desde este punto de vista re-
sulta deseable la independencia pues mientras mas simple sea el sistema axioma-
tico mas facil sera verificar si una estructura particular lo satisface y asi poder

aplicarle toda la teoria derivada del sistema.

Las investigaciones posteriores de Hilbert sobre los fundamentos de la Geome-
tria, la Aritmética y de la Matematica en general, dieron como resultado una sis-
tematizacion completa del método axiomatico. Se puso en evidencia la completa
arbitrariedad de los términos empleados en la formulacidn de las teorias matemati-
cas resaltando asi su caracter esencialmente abstracto. Esta actitud se refleja
claramente en la popular afirmacion de Hilbert, enunciada en 1891 pero no publica-
da hasta 1935, segiin la cual nada cambiaria en la Geometria si en lugar de «punto,
«recta» .y «plano» dijéramos siempre «mesa» , «silla» y <¢vaso» respectiva -
mente. Resaltaba en cambio la importancia de analizar |a naturaleza del procesc
deductivo y su expresion por medio de signos; en particular, se deseaba encontrar
una descripcion adecuada de lo que €S una demostracion. El logro de estos ob-
jetivos supone un estudio detenido del lenguaje simbdlico empleado para designar

las relaciones y los objetos matemdticos lo cuai eventualmente conduce al llamado



Formalismo; esta linea de investigacion fué iniciada por Hilbert con su Teoria de
la Demostracion y condujo a los mas interesantes hallazgos en materia de funda -
mentos aunque puede asegurarse que ni la direccion de estas investigaciones ni
sus a veces sorprendentes resultados coinciden exactamente con las intenciones y

las esperanzas originales del mismo Hilbert.

Formalizacién. Corriendo el riesgo que conlleva todo parangdn podriamos afirmar
que el Formalismo es con respecto a la A xiomatica lo que la gramatica es con res-
pecto al arte del bien hablar. Las estrechisimas relaciones entre los procesos del

razonamiento 16gico y la palabra que lo expresa han conducido a la escuela del

empirismo l6gico a sostener la identidad entre pensamiento y lenguaje. Sin llegar
a comprometerse con tales afirmaciones debe en todo caso aceptarse su intima co-
nexion que condiciona |a existencia de uno a la del otro de tal manera que, por
ejemplo, la inmensa importancia del lenguaje en todo lo relacionado con el ejerci-
cio de la I6gica es incuestionable. Es asi como se explican |os intentos Ilevados
a cabo para reducir el lenguaje a un sistema simbdlico, lihre de interpretaciones
perturbadoras, para asi intentar un analisis del **algebra’’ del razonamiento, es-
tudiando directamente los signos sin referencia alguna a las cosas que ellos pue-
dan designar,apartandose por ende de todo posible sicologismo. Es claro enton -
ces que el Formalismo, al colocar todo el énfasis en el lenguaje con exciusion ca-
si completa de otros factores, es una doctrina que difiere fundamentalmente del

Intuicionism o.

Comencemos observando que, entre los factores ligados a un lenguaje escrito
L se cuenta una coleccion bien determinada de signos primitivos (en castella.
no, por ejemplo, tenemos el abecedario a, b,c,...,z, los signos de puntua -

cién, latilde). Estos signos pueden disponerse unos al lado de otros formando
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agrupaciones finitas que son las expresiones de L y corresponden a las pala-
bras o frases de un lenguaj e natural como el Castellano. Por supuesto, sélo son ad-
misibles ciertas clases de agrupaciones, a saber, las que obedecen a ciertas reglas
de formacion previamente convenidas. Asi, por ejemplo, x.ap,n dificilmente
puede ser considerada como una expresion en Castellano ordinario.

El andlisis de un lenguaje o presupone naturalmente otro lenguaje ofm
en el cual se “*habla’’ acerca del lenguaje L . Se dice entonces que oL es
el lenguaje objeto y que Vi m ©s el metalenguaje empleado en la construccion
y/o estudio de ‘,[ . De acuerdo con R. Carnap cada lenguaje presenta

tres aspectos diferentes :

a) lapragmatica que dirige su atencién hacia el organismo locutor,es decir, al or-

ganismo que emplea el lenguaje ,

b) la semantica que considera las expresiones del lenguaje en su conexién con
las cosas o relaciones que ellas representan. Se refiere entonces al significa-
do de las expresiones; esto es, a la interrelacion entre el signo y la cosa sigs
nificada.

¢) la sintaxis que dirige su atencion a la manera de disponer los signos para for -

mar las expresiones, dejando de iado todo intento de interpretacion,

Ahora bien, una teoria (o sistema) formal <]~ es esencialmente un lenguaje
artificial o, mas precisamente, |a sintaxis de un tal lenguaje. En consecuencia, se
especificaran desde un principio unos ciertos signos (prim itivos) a partir de los cua-
les se deben construir las expresiones de T , es decir, agrupaciones lineales
finitas de signos primitivos. A estos signos y expresiones no se les atribuye en
principio ninguna significacion aunque, intuitivamente, algunas de esas expresiones

representan los ‘*objetos’’ que la teoria intenta estudiar; estas expresiones se de-



nominan términos de lateoria J . También habra expresiones que, intuitivamen-
te, representan las “‘afirmaciones’’ o ‘“*enunciados’’ que se hacen acerca de los
“objetos’’ y reciben el nombre técnico relaciones de la teoria T Posterior-
mente se especifica una cierta coleccign de relaciones (** enunciados’’ o ** afirma-

ciones’’) las cuales seran los axiomas de la teoria y corresponden, intuitivamente

a “*hechos’’ que se suponen conocidos acerca de los objetos.

Se enuncian ademas ciertas reglas de inferencia las cuales, con base en la dis-
posicign relativa de las expresiones escritas permiten decidir cuando un enunciado
es ““consecuencia directa’” de otros. Una demostracion, en la teoria particular con-

siderada, puede describirse entonces como una sucesign finita de enunciados

ﬂﬁ,@)qa .

cada uno de los cuales es un axioma o es consecuencia directa, seggn alguna de
las reglas de inferencia de T , de algunos de los enunciados que figuran an-
tes de él en la misma sucesign. En términos nada técnicos podriamos expresar
estas condiciones diciendo que toda afirmacign que figure en una demostracign de-
be ser “‘cierta’’ por derecho propio (axiomas) o debe poderse *‘deducir’” de las an-

teriores . Se dice que la sucesién (1) es una demostracion de ?‘)

Un teorema de T o también un enunciado  J—verdadero (o, sencillamen-
te, verdadero, si no hay riesgo de confusign), es un enunciado para el cual se ha
logrado escribir una demostracign; por ejemplo, todo axioma de Cr es un enun-

ciado "7- verdadero (!) , pues si ﬂ es un axioma entonces

es una demostracign (de A ). Se dice que un enunciado es ?{falso (o, sen-
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cillamente, falso) si su negacign es un teorema, es decir, si su negacign es 7:
verdadera; naturalmente estamos asumiendo que en la descripcign de 7 se
ha incluido la manera de formar la “*negacign’’ de cada enunciado de T Es en-

tonces a priori posible que un enunciado no sea verdadero pero tampoco sea falso,
es decir, que no haya podido escribirse una demostracion de él ni de su negacign.
Aun mas, es efectivamente posible que en una teoria 7l existan enunciados
o¢ tales que sea imposible Ilegar a escribir una demostracion de (/‘Z 0 una
de su negacign. Esto es en efecto lo que demostro Gédel para la Aritmética (for -
mal), bajo la hipotesis de que esta teoria es consistente; puede considerarse que
de esta manera queda enterrado para siempre el [lamado **Principio de solubilidad’’
de Hilbert es decir, su creencia en que todo problema matematico deberia eventual-
mente resolverse (afirmativa g negativamente).

Vale la pena anotar que si en una teoria formal se afirma que un enunciado
C/z no es cierto, es decir, que no se ha logrado escribir una demostracign de A
ello no quiere decir que dicho enunciado sea falso (cabe confrontar esto con el lla-
mado principio del tercero excluido). Cuando una teoria T estal que, para
todo enunciado (‘/4 de T se tiene que o bien 04 es un teorema o bien
su negacign es un teorema, es decir, si todo enunciado de T es cierto o es fal-
so, se dice que la teoria 7’ es categorica (*) . Con esta teminologia podemos

decir que Hilbert confiaba en que toda teoria matematica fuese categgrica.

En la somera y por lo tanto imprecisa descripcign anterior puede observarse la

intencign de sustituir los procesos del pensamiento poniendo en su lugar ciertas

(*) Es conveniente anotar que este término tiene varias acepciones distintas en Matematicas.



manipulaciones de tipo mecanico sobre signos determinados por sus caracteristicas
tipograficas o geométricas. Refiriéndose a la formalizacign utilizada por Bourbaki
como base para su desarrollo de la Teoria de Conjuntos y la Aritmética, el célebre
André Weil, quien desempefig un papel preponderante en la conformacign de dicho
grupo, decia que **Hemos aprendido a fundar toda nuestra ciencia en una fuente (ni-
ca, compuesta solamente de algunos signos y de algunas reglas para el manejo de
estos signos; reducto indudablemente inexpugnable, en el cual no podemos ence -
rrarnos sin riesgo de pasar hambre, pero al cual siempre podremos replegarnos en

casc de incertidumbre o peligro exterior’’.

Es asi como en la formalizacign de las teorias se realiza en principio lo que
Leibnitz entrevig como posibilidad maravillosa de sintetizar un **alfabeto’’ de con-
ceptos primitives cuya manipulacién,siguiendo reglas prefijadas, lograria expresar
todas las afirmaciones verdaderas accesibies al entendimiento humano. La parte
factible de esta ** Caracteristica Universal ** buscada por Leibnitz fue creada 200

anos después de él por Peano, perfeccionada por Hilbert e impuesta por Bourbaki.

Resulta interesante confrontar las opiniones de Leibnitz y Bourbaki con respec-

to a la formalizacign en cuanto a reduccién del proceso deductivo a operaciones de
tipo “*mecanico’’ las cuales, tegricamente, puede llevar a cabo una maquina. Segin
Leibnitz, una vez descritas las reglas del juego : no habria mas necesidad de dis-
putas entre dos filgsofos que entre dos contadores, pues bastaria que tomaran sus
monedas en la mano, se sentaran en sus pupitres y dijeran (con un amigo como tes-
tigo, si lo creyera necesario): ““contemos *. Y Bourbaki corrobora : *‘La verifica-

cign de un texto formalizado no requiere mds que una atencion en cierta forma meca-
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