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SOBRE L ADEFINICION DE DET ERMINANTE

GILMA R. DE VILLAMARIN Y CARLOS F.LUQUE

En este articulo se exponen detalladamente tres formas de definir determinante
las cuales contrastan tanto por su punto de partida, como por su-<aplicabilidad en la
demostracion de teoremas o solucion de problemas practicos.

La primera, atribuida a Weierstrass, es la definicién usual o clasica de determi -
nante como funcién que asigna a cada matriz cuadrada un tnico escalar (el determi-
nante de dicha matriz).

En segundo lugar, aunque es esencialmente la misma anterior, se expone la defi-
nicion por recurrencia, que permite definir el determinante de matrices de orden » a
partir de la nocion de determinante de una matriz de orden »-1 ; naturalmente el
caso »=1 es trivial.

Conceptos como los de base, dimensidon, multilinealidad son necesarios para dar
la tercera definicion, la cual aventaja a las anteriores en alcance y elegancia, ésta
es la llamada definicion invariante de determinante.

Para efectos de claridad, ha sido necesario en mas de una ocasion hacer digresio-

nes y cuando éstas resultaron muy largas, se prefirié anexarlas, como apéndices, al

final del trabajo.



1. Determinante de unaMatriz  (Definicion de Weierstrass)
) a b ,
Dada una matriz A = donde a4, b,c,d son numeros reales (o comple-
C

jos), es usual definir el determinante de A , como el nimero real (o complejo) :

ad-ch, el cual senota det A.

c d

Es facil verificar que el determinante :

Es decir : det(“ 1’)= ad-c.d

1) es cero si las dos columnas de la matriz son iguales.

2) es lineal, en cualquiera de las dos columnas de la matriz. Es decir:

dat a b a b a’ b

det = Odet + det

cualesquiera sean «, @', ¢’, nameros reales (o complejos) y lo mismo para la se-

gunda columna.

3) es uyno si lamatriz es

(esta matriz es la llamada matriz unidad o idéntica porque al multiplicar una matriz

cualquiera por la idéntica se obtiene la misma matriz :

a b 1 0 a.l+ b.0 a.0+b.1 a b

c d 0 1 c.1+d.0 c.0+d.1 c d

Lo mismo si se invierte el orden de los factores).

Se trata de dar una definicion de determinante de una matriz cuadrada de orden »



de tal manera que tenga por lo menos las tres propiedades anteriores, o sea como
una funcion que a cada matriz de orden » asigne un bien determinado nimero real o
complejo (seglin que la matriz esté formada por reales o complejos) y que satisfaga
las “‘condiciones’ 1), 2) y 3).

El problema consiste en demostrar que tal funcion existe y que es Gnica.

Como todo nimero real es un nimero complejo, la discusion puede reduciise al
caso complejo. Alin mas general, en lugar de considerar el sistema ¢ de los nume-
ros complejos puede considerarse un cuerpo cualquiera IK , es decir, un sistema al-
gebraico provisto de una “adicion’’ y una “*multiplicacion’ que cumplen esencialmen-
te las mismas propiedades de la adicion y la multiplicacion entre ndmeros complejos

(o reales).

Si K es un cuerpo, se nota por IK” al conjunto cuyos elementos son las suce-

siones finitas de la forma (&1, Xgse e, X,) donde Xp.X), .00, X, SON elementos de

K. En IK” se define la operacion de adicion de la siguiente manera :
(X7, %00 00X)) 4 (Y. Ypr oo s V) = (XY X004y 00 v 00 %, +Y,)

y con esta operacion, K” es grupo abeliano, es decir; a) la suma de dos elementos
de IK” es de nuevo un elemento de K", b) la adicion es asociativa y conmutativa,
¢) existe un elemento neutro o cero, a saber, (0,0,...,0) y, por ultimo, para cada

elemento de IK” existe otro elemento de K" que sumado con el primero da cero.

Se puede hacer de IK” un espacio vectorial sobre K. En otros términos, es po-
sible definir una operacion de multiplicacion de elementos de K por elementos de

K" , a saber :

Ao Xy, x5, 000, %) = (0x),Axp,.00,0x,)



tal que :

1) .o [(“\'I"’“Z"“"xn) - ()’1,}’2,---,}',,)] =0 (g, xp X)) F A Y Yy)
2) [a+p] (.\‘I,xz,.,.,xﬂ) = Ol"(xl,xz,“,,x") + B(xl,xz,,..,x")

3) « f}?(xl,xz,...,xn)] = [a.B] '(xl,xz,,,.,x")

4) 1-(x;,x5...,x%,) = (x;,x5,...,x,) (donde I es launidad de K)

paratodo oy [ de K, ytodo (x; xp,...,%,), (vi,yp...,y,) de K”

A los elementos de IK se le llaman escalares y a los de IK ” vectores.

En los eiementos de IK” se pueden reconocer las matrices 1 x », 0 sea matri-
ces de unafilay » columnas.

Analogamente se puede dotar de estructura de espacio vectorial al conjunto K,

de elemento de la forma

los cuales se denominan vectores columna, o sea matrices » x I (matrices de » fi-
las y una columna).

De manera natural, el conjunto de las matrices = x » sera denotado IKZ y po-
see también estructura de espacio vectorial, con respecto a las operaciones siguien -

tes :

Sean A y B elementos de. K" , por ejemplo



n 2 ° n
2 2 2
2 2 2 b b5 ... b
A= a; as a, B = 1 2 n
n n n n n n
aj ay ... a, bl bZ"'bn
se define
411+b11 a12+b21 - a1n+h1n
2 2 2 2 2 2
a1+bl a2+b2 an+bn
A+B =
n n /3 n n 7
611+b1 a2+b2 a71+bn

Es facil demostrar que con esta operacion de adicion K" es grupo abeliano(es de-

cir conmutativo).

Ademas la multiplicacion por escalares definida como sigue

1 1 Al 1 1

al a, a, Oa’y “’2 Ga,

2 2

o azl a22 azn = Oéazl aa2 ’xa'”
n n n n n , N

a1 a2 PO an Otal (Xaz PR &an

goza de las propiedades requeridas.

n

", . Se puede expresar en tér-

Es conveniente observar que todo elemento A de KK

minos de sus vectores colufmna asi :

A=(A;,A,,...,4A) donde paracada i (i=1,2,...,n) A; puede con-

siderarse como un eJemento de K ,.



; . 3
Por ejemplo, en el caso particular »=3, un elemento A de K3 es de la for-

ma :
1 1 1
dl 612 ﬂ3
- 2 2 2
A = as as n3
3 3
a7 aj;, asy

la cual puede expresarse como A = (A;,A,, A;) donde A;, Ay y A3 son los

vectores columna:

“ ah a3
AI = a21 3 AZ = a22 A3 = a23
03] (1; H;
En consecuencia, si F esunafuncionde K’ en K, F(A;,Ay,...,A ) y

F(A) son notaciones diferentes para un mismo escalar.

Los axiomas. Supongamos ahora que
D : K" — K es una funcion tal que :

(i) D(A) =0, si A tienedos columnas iguales .
Es decir : Si 4, =4; paa i #j, entonces D(Ap Agree s Ajpeees Ajpeee,
A”) =0,

Por ejemplo, en el caso de |as matrices 3 x 3 si

7 o,
sen 5 V2 1
I R I T
0 4 0~



puesto que A, (primera columna) es igual a A3 (tercera columna), entonces

D(A) = 0.

(ii) D es lineal como funcion de cada columna. Es decir :

D(Ap..., GA;+ By A) = aD(A,, .., Ay, A) + D(Ap ..., By, Ay)

1 n

pata I1<i<n, y 0€kK.

En el caso de las matrices 3 x 3 veamos, pot ejemplo, la linealidad en la se-

gunda columna.

§ 7 0 8 2x3+1 0
D i 2 1 = D 4 2x5-8 1
I -3 2x7+9 5

8 2x3 0 8§ I 0

S 4 2x5 1 +D i -8 1

-3 2x7 5 -39 5

8 3 0 /s 1 o

=2D 4 5 1 +D i -8 1

-3 7 5 39 5

(iii) D(1,) =1, donde 1, es laidentidad en lK’;u

Enel caso II<33 , la identidad esta dada por

1 0 0
I3= 0 1 0
0 0 1



Consecuencias de los Axiomas . A priori es pesible que no exista funcion alguna
que satisfaga los axiomas mencionados. A pesarde ésto, pasamos a deducir algunas
propiedades que una tal funcion debe poseer (en caso de existir).

1) Si A’ es lamatriz obtenida a partir de A intercambiando dos de sus colum-

nas, entonces D(A’) =~D(A) .

Es decir:

D(Ap AgeeesApreesAjne A) = -D(A Ay, oo, A Ay oo, A,)  para

1<i, j<n,i¥# ]

Demostracion. Sea B = (AI' . Ai+ A]-,...,A]--{-Al-,...,An) .

Es claro que B tienedos columnas iguales y por lo tanto por el primer axioma,

D(B) = 0. Pero por el segundo axioma:

D(B) =D(A1,...,A',...,A'+A‘, cees An)+~D(A1,...,A]., "“Ai+Aj""'An)

i i ]
SDAp e Ap Ap A ) # DAL A AL A)
DAL LA A A e DA A A AL)
Es decir :
0=0+D(Ay, e Apee, A, A) + DAL, o Afn Ajens, A0
Luego
D(Ap oAy A A= DA, Ap e Apn, A .

Por ejemplo, en el caso de las matrices 3x 3



+

BN
-
)

(donde A’ es la matriz obtenida de A intercambiando la primeray tercera colum-

nas), entonces

D(A) = - D(A")

Es decir @ D(A;, Ay, A3) = -D(A3,A5,A;)

2) Si A tiene wna columna nula, entonces, D(A) =0 .

Demostracién. Supongamos que la i-ésima columna es cero. Es decir-que

A=(A;, Ay ..., A; 1,0, 4, 4, ...,A) donde
0
0

0 = . € K,
0

Este vector puede escribirse en la forma 0=0 A; donde A; esun elemento

cualquierade IK,. Por la linealidad en la i-ésima columna, se tiene

D(Aj,Ay,...,A; 7,04, A

Az gronesA) =0D(Ag 0o, Apenn, A )=0

7 n

Luego D(A;, Ay ...,A; 1,0, A vosAy) =10 =

i+ 1
En el caso de las matrices 3x3 si, por ejemplo
/ 1 8 sen 2w

A = 0 7 In1

-3 m 0‘2



entonces, segun lo anterior D(A) = 0, es decir
D(A;,A,,0) =0

3) Si se multiplica una matriz A porun escalar o , el determinante de la matriz

resultante es iqual al deteminante de A multiplicado por al, esto es
D(x. A)=a". D(A)

Demostracién. Esta propiedad se obtiene por la aplicacion reiterada de la linea-

lidad en cada variable. En efecto :

D(a.A)=D(0A;, d-Ay,..., 1. A )=
= x.D(A 0. A 2.p(A,, A A
= 0D (A, 00 Ay oon, 00 A ) =A% D(AL Ay ..., 04)
- N A y y
= 0 .IJ(AI,AZ,..,,A”) ]
Para o= -1 se tiene

D(-A) = (-1)".D(A)

si por ejemplo

-1/2 2 -5 2 8 -20

A= o -1 3/2 y B= 0 4 6 =4 A
6 3 4 24 12 16
3

entonces : D(B) = 4 - D(A) . Esdecit DAy, 44,, 443)= £.D(A}, Ay, Ay).

Parael caso «=-1.

1/2 2 5
SA= 0 1 -3/2
-6 -3 -4

10



DIA) =D (-Ay -Ay,-Ay) = (-1)2 . D(A;, Ay, A5) = (-1)° . D(4) = - D(A)

4) Si B se obtiene a partir de A, sumando a una de sus columnas (por ejem-
plo la i-ésima), un miltiplo escalar de otra (por ejemplo la j-¢sima )(i # j),

entonces D(A) = D(B) .

Demostracién. Podemos asumir /< j (yaque i % j). Como B tiene por i-ési-

ma columna X +aY donde X=A,y Y= A]., entonces, usando la linealidad ,

se tiene
D(B)=D(A;, Ay, e, X +0Y, i, Ay, A)
= DA Ay X Ajue A )t
FOD(ApL Ay Y, AL A)
Pero D(Ap, Ayseees Agren s Ayyee, Ay) = D(A)
y D(A;,Ay....Y,...,Y, .. ,A)=0 (por tener dos columnas iguales) lue-

go D(A) = D(B) como queriamos probar. =

Enel caso 3x3 sean, por ejemplo :

9 4 3/2 9 ) 3/2
A= 6 1 0 B = 6 1 0
2 5 1 -2 7 -1

puede verificarse que B = (A;, A,- 243,A3) donde A = (A}, Ay, Az); enton-

ces. D(B) = D(A).

Hasta aqui se han deducido algunas de las propiedades que cumpliria una fun -

11



cion que satisfaga los axiomas 1) 2) v 3), pcro es necesario garantizar que hay al
menos una tal funcion y mas ain que hay solo una.

Para esto son indispensables algunas nociones acerca de las pemutaciones de
un conjunto de n-elementos. A continuacion se enumeran las permutaciones de un

conjunto de tres elementos :

12 3 12 3 12 3
12 3 13 2 3 2 1
1 2 3 /1 2 3 12 3
2 1 3 \z 1 2 23

Como se observa, las permutaciones de un conjunto, son las distintas ordenaciones

que se pueden hacer con sus elementos.

Es costumbre usar letras griegas para designar dichas permutaciones. Asi por

ejemplo :
1 2 3 1 2 3

3 1 2 7(1) =(2) n(3)

donde #(1)=3,7(2)=1,7(3)=2.

Una permutacion de un conjunto de » elementos {1, 2, .. ,»} es una funcién

uno a uno, del conjunto sobre si mismo. Asi

8 b 1525 5 v gom ) ——b {1,2,...,n}

la cual se nota :

12



m(1) 7(2) ...... w(n)

Una permutacion que solo “‘permute’” dos elementos del conjunto y deje fijos los de-

mas, se llama una transposicion .

Se puede demostrar (ver nota 1) que toda permutacion # es *“*producto’’ (compo-
sicion) de transposiciones. Segun que el nimero de transposiciones de = sea par
o impar, se le suele asignare! nimero 1 o -1 respectivamente, el cual se [lama el
signo de la pemutacion y senota Sagnn .

Ahora se puede deducir una férmula explicita para calcular D(A). Sea e la

j-ésimacolumna de 1, , entonces

/0
0

e]. = 1 <—— puesto j-ésimo
\0 7l
i
@
La i-ésima columna de A, A. = ! se puede es-

cribir como

1 2 2 1
= cee " = 3 .
Ai aiel + d; eyt +ae, > al.e]

Luego, en el caso de la primera columna se tiene :

13



j
D(A) = D(Aj, Agovn. Ay) = D(S af e Ay . A)

y por linealidad :
n ; n .
< 4 ]
=2 alll D(e]. . azzej ,...,An)
i1=1 1 jy=1 2
n . n o
4 11 72
=2 a .3 a “D(e:, e:,eue, A )
f1=1 1 ]-2=1 2 i1’ iz n
n . n : n :
] . ] ]
—'2 aII'Z a22... .2 a?In.D(ej y €., ’ e]' )
i=1 jp=1 in= 17 n

[ -

Pero Dfe; e .,e:)=0, si i .

ero (e”, elz' e]”) si dos de los iy iz i, son iguales. Por

otra parte, sitodos los j;, ..., j, son distintos, constituyen una pemutacion del

conjunto { 1,2, ..., n} y se tiene que la matriz (e, ,e., ..., e; ) se obtiene
i’ i2 In

a partirde 1, mediante la permutacion = de sus columnas.

7 (1) 7(2) w(3) ...... w(n)

donde w7 (1) =j;,m(2)=jy,...,m(n)=7j,.

Pero » es producto de transposiciones (en este caso, transposicion significa inter-

cambio de dos columnas de I,) y como cada transposicién causa un cambio de sig-

14



no, entonces

1 2 n
Die; ,e. ,...,e;)= Sop D ()
] ] ] g n
1 2 n (1) m(2) ... a(n)
Entonces
_ j] j2 jn
D(A) = ap «~ax” , ..., 4, D(e]-I. e]-2, . , e]'n)

TR ; i 1 2wl n
= dl. a2 " s D(,)
1 5 200 By OER "
a(l) m2).. w(n)

jl,jz,.. 5 ‘jﬂ

=D(l,) E aljl , azjz, g a’{” Sen o
w(1) m(2) ... wmln)

Ipizeesin

Y comoel axioma 3 exige que D(I,) =1 se tiene :

i 7 F 1 2 ... =n
D(A) = all . a22 P an" Sgn
w(1) w(2) .. . m(n)

jl’jZ‘ s jn

Esto prueba la unicidad . pues se ha demostrado que los valores de cualquier fun-
cion que satisfaga las tres condiciones (axiomas) dadas, deben ser precisamente

los dados por la férmula anterior, y no otros. Para demostrar la existencia, basta

definir una funcion de la manera siguiente :

15



i
donde D(A) = a;tay”...a,"” Sgn
o _ 7(1) 7w(2)...an)
IpJ2 sy
la cual satisface los axiomas segin se demuestra sin mayor dificultad. Esta es la
funcion llamada determinante y se denota por det .

Si é" denota el conjunto de todas las permutaciones del conjunto {1,2,...,n}

se puede entonces escribir :

det : IKZIZ —_— K

A +——a  det (A) , donde

det(A)= X Sgnam - a;’”) . aZ"(Z). o (n)

S .
17

Como ejemplo calculemos el determinante de una matriz de orden 3 :

1 a9 43

- 2 2 2

A = a7 ay a3y
3 3

ﬂ] a2 a3

(1) w(2) =(3)
det (A) = X Sgnm . a;T ag a;’

det(A) = nf 022 a33 +a

16



2. Definicion por recurrencia . (Desarrollo de un determinante por los elementos de
una fila o columna ).

En el desarrollo del determinante de la matriz A de orden 3, dado en el ejem-

plo anterior, se pueden factorizar los elementos de la primera cotumna asi :

det(A)=a11 (azzag-agkgz)ﬁuaf (a;aaj-azla;)+a?(aé asz-a:; aé )

Si se designa por C; la expresion que multiplica al elemento a;.' en este de-

sarrollo, es decir :

1

2 3 2
Cy = ay a3 - a; a3
2

3 1 I -3
Cl—a2 a3 - ay ag

puede escribirse :

1 2
det(A)=a11 C1 + a5 Cl +aj

Se dice entonces, que el determinante ha sido desarrollado por los elementos
de la primera columna, y a la expresion C;: se le denomina cofactor del correspon-
diente elemento a].i .

Obsérvese que en cada término del desarrollo inicial del der (A), aparece uno
y so6lo un elemento de cada filay columna, luego el valor del dez(A) no depende

de la fila o columna elegida para desarrollarlo.

Asi por ejemplo, det(A) Huede desarrollarse también por la segunda o por la

tercera columna:

17



2
det (A) = a] c21 #@ €5 4 @ 623

3

det (A) 3

]

1 1 2 2 3
az c3+a3 C3+a 63

También se observa que C; es el determinante de |a matriz obtenida de A, eli-

minando lafila 7 y la columna j, multiplicado por (-1)1“.

El determinante de la matriz A eliminando la fila 7 y la columna j, se llama

menor del elemento a;. y se nota M;- . Entonces:

i i+

= - . i.
C]- (-1) M]
. . 1 _ I+1 1 2 3 3 2
Enel ejemplo: C; = (-1) M; = (+1)(ay a3 - a, a3 )
2+1
c; = (-1 * M21 = (-1)(a12 a33 - ag a; )
32 341 4,3 _ 1 2 2 1
Cl = (-1) MI "(+1) (az a3 - az a3 )

y por lo tanto la expresién del desarrollo del dez(A) porla primera columnaes :
det (A) = ab (- Lyl 4 P22 4 O )3,

Se reduce asi el calculo de un determinante de orden » al calculo de » detemi -
nantes de orden »-1, cada uno de estos a su vez se calcula por medio de (#»-1)

determinantes de orden »-2, y asi sucesivamente.

Lo anterior proporciona un procedimiento sistematico para la evaluacion de de-
terminantes. La regla anterior es la base para la definicion de determinante por re-

currencia. Para »=1, definimos la funcion D, de la siguiente manera :

18



(a) —

Es facil demostrar que D, satisface los axiomas (1), (2), y (3) (se sugiere al lector

indagar si podria no cumplir alguno). Suponemos ahora definida una funcién D

- n-1
D K —_— K
n-1
que satisface los axiomas (1), (2), y (3).. Sea ;j un elemento arbitrario (pero fijo)
,nt. Paracualquier matriz A de IKZ , definimos

del conjunto {1, 2,3, ...

D(A) como sigue
pa)= 5 ' d D@l
i 7 ]

donde A;. es la matriz de orden -1, obtenida a partirde A suprimiendo la fila 7

s
Nt

y la columna j. Esta expresion corresponde al desarrollo de D(A) por los elemen-

tos de la j-ésima columna.
Se demuestra enseguida que D también satisface los axiomas (1), (2) y (3).

Un calculo directo demuestra que el axioma (1) se satisface para el caso de las

matrices 2x 2, es decir que si la matriz A tiene dos columnas iguales, entonces

D(A) = 0.
Si la matriz es de orden mayor o igual a tres, fijamos una columna &, distinta

. : i :
de las dos iguales, y es claro que las matrices A", tienen dos columnas iguales,

luego por hipdtesis 5(Aik) =0 paracada 7. Estodemuestra que D satisface

el axioma (1) pues
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Para verificar que O satisface el axioma (2), es decir que O es lineal en cada

columna, es suficiente desarrollar el determinante por la columna en cuestion.

Supongamos que en la matriz A, la k-esirn a columna es de la forma: Ay =

=a.Bk+ck,osea,

A= (Al.. Ak-L' aBk+ Ck' Ak+1L' '.,: An)

Llamando B = (A, ™A BKAK+' o An) Y

veamos que OrA) = a' MB) + O(C)

En efecto

11 i+k i - i
~ (D ak 0 (A K
i=1

ow

a. O(B) + O(C) ,

Para demostrar que O satisface el axioma (3), (es decir que o(n) = 1), es
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