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SOBRELADEFINICION DE DETERMINAHTE

GILMA R. DE VILLAMARIN Y CARLOS F. LUQUE

En este articulo se exponen detalladamente tres form as de definir determinante,

las cuales contrastan tanto por su punto de partida, como par su-apl icab il idad en la

demostracion de teoremas 0 sol uclon de problemas practices.

La primera, atrlbuida a Weierstrass, es la defini cion usual 0 clasica de determi-

nante como funcion que asigna a cada matriz cuadrada un unico escalar( el detenm-

l1ante de dicha matrizl.

En segundo lugar, aunque es esencialmente la misrna anterior; se expone la defi-

nicion por recurrencia, que permite defin irel determinante de matrices de orden n a

partir de la noclon de determinante de una matriz de orden n-1 ; naturalmente el

caso n=1 es trivial.

Conceptos como los de base, dimension, multil inealidad son necesarios para dar

la tercera Definicion, la cual aventaja a las anteriores en alcance y elegancia, esta

es la II amada definicion invariante de determinante.

Para efectos de clari dad, ha side necesario en mas de una ocasirn hacer digresio-

nes y cuando estas resultaron muy largas, se prefir io anexarlas, como apendi ces. al

final del trabajo.
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1. Determinante de un a Mat"; z (Defin icion de Weierstrass)

Dada una matri z A = (: ;) donde a, h, c, d s,on numerus reale s (0 comple-

jo s), es usual definir el determinante de A I como elnumero real (0 complejo):

ad r cb , elcualsenota delA.

Es decir: del (~~)=a·d. c. d

Es facil verificar que el determinante:

1) es cero si las dos columnas de la matriz son iguales.

2) es lineal, en cualquiera de las dos columnas de la matriz. Es decir:

(

Cia + a'

del
Ci c + C'

:} a del C :) + de t (

a' b)
c' d

cualesquiera sean «, a' , c', mirneros reales (0 compl ejo s) y 10 mismo para la se-

gunda columna.

3) es uno si la matriz es

(est a matriz es la lIamada matriz IJnidad 0 idintfca porque al multiplicar una matriz

cualquiera por la identica se obtiene la misma matriz :

(: :}(: J = (a.l+ !J.O'
c.l+ u.»

a.O+b.l)
c.O+d.l (: :)

Lo mismo si se invierte el orden de los f actores).

Se trata de dar una definicion de determinante de una matriz cuadrada de orden n
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de tal manera que tenga por 10 menos las tres propiedades anteriores, 0 sea, como

una Iunc ion que a cada matriz de orden n asigne un bien determinado ruirnero real 0

complejo (sequn que la matriz este fo nnada por reales 0 complejos) yque satisfaga

las "condiciones" I), 2) y ».
EI problema consiste en demostrar que tal funcion existe y que es unic a

Como to do ruimero real es un numero complejo, la discus ion puede reduci rse al

caso complejo. Aun mas general, en lugar de considerar el sistema I[ de los nume-

ros complejos puede considerarse un cuerpo cualquiera 0<., es decir, un sistema al-

gebraico provisto de una "adicon" y una "multipli cacicn" que cumplen esencialmen-

te las mismas propiedades de la adic ion y la multipli c acicn entre ruimeros complejos

(0 realesl.

s: 0<. es un cuerpo, se nota por O<.n al conjunt o cuyos elementos son las suce-

sionesfinitasdelaforma (x1,x2""'xn) donde x1,x2,,,.,xn son elementos de

lK. En O<.n se define la operac ion de adic icn de la siguiente manera:

y con esta op erac lon. 0<.11 es grupo abeliatlO, es decir; a) la suma de dos elementos

de O<.n es de nuevo un elemento de lKn, b) la adicion es asociativa y conmutativa,

c) existe un elemento neutroo cero, a saber, (0,0, ... ,0) v, por ultimo, para cada

elemento de O<.n existe otro elemento de 0<.11 que sumado con el primero da cero.

Se puede hacer de s:" un espacio vectorial sobre 0<.. En otros termnos . es pc-

sible definir una operac ion de mul tipl ic ac ion de elemertos de lK por elementos de

lKn, a saber :
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tal que:

1) a [(x I: x2 •..•• xn) + (y I' Y2' •••• Yn) ] = «. (x 1 • x 2' . . • , x n) + a (Y t: Y2" •• , Yn )

2) [a+0] (x1.x2'''''xn) = CX'(x1,x2""'xn) + 0(x1.x2 ... ·.xn)

3) a [0(x1.x2 ,xn)] = [a·0J .(x1'x2 ..... xn)

4) 1· (x1,x2 ,xn) = (x1.x2' .... xn) (donde 1 es la unidad de IK)

paratodo a y 0 de IK, ytodo (x] x2 •... ,xn). (Y1'Y2""'Yn) de IK
n

A los elementos de lK. se Ie lIaman escalares ya los de IK n vectores.

En los elementos de IKn se pueden reconocer las matrices ] x n, 0 sea matri-

ces de una fila y n columnas.

Analoqamente se puede dotar de estructura de espacio vectorial al conjunto IKn

de elemento de la forma

los cuales se denominan vectores columna, 0 sea matrices n x] (matrices de n fi-

las y una columna)'

De manera natural, el conjunto de las matrices n x n sera denotado IK: y po-

see tamblsn estructura de espacio vectorial, con respecto a las operac iones siguien-

tes :

Sean A Y B elementos de, 1K~ , par ejemplo
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1 1 a1 b1 b1 b1a1 a2 71 1 2 71

a2 2 a2 b2 2 b2
a2 1 b2, ..

A = 1 71 B = 71

an an an bn bn ", b~1 2 71 1 2

se define
1 1 1 1 1 b1a 1 + b 1 a 2 + b2 an + 71

a2 2 2 2 2 b2
1 + b 1 a 2 + b 2 an + 71

A+B

71 bn 71 bn an bn
a 1 + 1 a 2 + 2 71+ 71

Es tacil demostrar que con esta op erac ion de adic ion 1K~ es grupo abeliano res de-

cir conrnutativo).

Adernas la multipl ic ac ion por escalares definida como sigue

1 a1 a1 Cia1 1 Cia1
a1 2 11 1 rxa2 71

2 2 a2 2 2 ?
al a2 Cia1 rxa2 « a-

n 71

an an an Cian rxaj Cian
1 2 71 ' 1 71

goza de las propiedades requeridas.

Es conveniente observar que todo elemento A de

minos de sus vectores columna as! :

IKn I se puede expresar en ter-n

A = (AI' A2 • ' , •• An) donde para cada

siderarse como un eJemento de IK n :

(i = 1, 2, ., ., n) Ai puede con-
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Por ejemplo, en el caso particular n =3, un elemento A de 1K~ es de la for-

ma
I I Ial a2 a3

A ? 2 a2al a 2 3

a3 a3 3
I 2 a 3

la cual puede expresarse como A = (AI' A2, A3) donde AI' A2 Y A3 son los

vectores columna:

al I I
I a2 a3

Al
2 A2

2 A3
2al a2 a3

a3 3 a3
I

a2 3

En consecuencia, si F es una fuo c icn de 1K':1 en 1K, F(AI, A2, ••. , An) y

F(A) son notaciones diferentes para un mismo escalar.

Los axiom as. Supongamos ahara que

D .. IKn _ IK es una func ion tal quen

(i) D(A) = 0, si A tiene dos columnas iguales .

Es decir

Por ejemplo, en el caso de las matrices 3 x 3 si

.Ti 12

1-:1
sen_2

A ·3

0 4 0
2
)
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D(A) = 0 .

puesto que Ai (primera columna) es igual a A3 (terce ra columna), entonces

(ii) D es lineal como funcion de cada columna. Es dec ir :

para 1::; i ::;n , y 0:E fK •

gunda columna.

En el caso de l asmatr ices 3 x 3 veamos, por ejemplo, la linealidad en la se-

=2D

2x3 (:2x5 +D - 8

2x7 5 9

3 0 (: 0

5 +D -8

7 5 9 5

D

2x7+ 9 5

8 2x3+1 0

4 2x5-8

8

D 4

8

4

- 3

(iii) D (In) = 1, drnde In es la identidad en IKn •n

En el caso IK33 la identidad esta d aia per

o
o

o 0

1 o
o 1
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Consecuencias de 105 Axiomas, A priori es pcsible que no exista funcicn alguna

que satisfaga los axiomas me nc ionados. A pesar de e sto, pasamos a deducir algunas

propiedades que Lina tal tunc ion debe poseer (en caso de exi stir).

1) Si A' es la matriz obtenida a partir de A intercambiando dos de sus colum-

nas, entO!1ces D(A') = -D(A) 0

Es decir:

D(AI,A2,000,Ai,00.,Aj,ooo,An) = - D(AI,A2, 000' Aj,,,o.Ai, 000, An) para

1'-:; i, i : n , i -I [,

Demostraciono Sea B = (AI' 000, Ai+Aj,.oo,Aj+Ai,.",An)'

Es claro que B tiene dos columnas iguales y per 10 tanto per el primer axioma,

D(B} = O. Pero par el segundo axioma :

D(B} = D(AI,oo.,Ai,·,.,Ai+Aj, ,.., An)+D(AI,.,.,Aj, ,..,Ai+Aj,oo., An}

= D(A l ' •.. , Ai' • 0 • , Ai' .•. , An) + D(A l ' •. 0 s Ai' 0 • 0 s "t: ... , An}

+ D(AI •... r Aj, 0", Ai"'" An} + D(AI, o' 0' Aj,. 0 0' Aj,. 0 0' An}

Es decir :

Luego

Por ejemplo, en el caso de las matrices 3x 3
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Si A =
5 -2

y A' 8 rr/6

1/4 4

(donde A' es la matriz obtenida de A int erc ambiando la primera y tercera colum-

nas). entonces

D (A) = - D (A' )

2) Si A tiene tina columna nula, entonces, D(A) = 0 .

Demostracion. Supongamos que la i-e sirna columna es cero. Es decirque

donde

o E lKn

Este vector puede escribirse en la forma 0 = 0 Ai donde Ai es un elemento

cualquiera de IKn• Por la linealidad en la i-e s irna columna, se tiene :

•
En el caso de las matrices 3x3 si, por ejemplo

A 7

8
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entonces, s equn 10 anterior D(A) = 0, es decir

3) Si se multiplica lJM matriz A por un escalar 0:, el determinante de la matriz

resultante es iguul al determinante de A multiplicado por ex", esto es :

D (0:. A) = c( 11. f) (A)

Demostracion. Esta propiedad se obtiene por la apl ic acicn reiterada de la linea-

lidad en cada variable. En efecto :

f) (C( • A) = 0 (0: A 1 ' 0: • A 2' ••. , 0: • An) =

Para 0:=-1 setiene

O(-A) = (_1)11. D(A)

si por ejernplo

A = o - 1 Y B = o -4

- 1/2 2 -2 8

=4 A

6 3 24 12

entonces: O(B) = 43• D(A) . Es decir 0(4A1, 4A2, 4A3)= 43.D(A1,A2,A3)·

Para el caso 0: =-1.

e
l2 -2 5

- A = ' 0 1

, - 6 - 3
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4) Si B se obtiene a partir de A, sumando a I,ltla de sus colul11I1as (por ejem-

plo la i-isima), un multiplo escalar de otra (por ejemplo la j-isima Xi 1- j),

entonces D(A) = D(B) .

Demostracion. Podemos asumir i < j (ya que i =I [), Como B tiene por i-esi-

ma columna X + a Y donde x =Ai y Y = Aj, entonces, usando la linealidad ,

se tiene

O(B) = 0(A1,A2, ... ,X + CiY, , "r ..,An)
= 0(A1,A2,· .. ,x, ... ,Aj, ,An) +

+ CXO(A1,A2,···,Y, •.. ,Aj, ••• ,An)

Pero

Y O(A i- A2, ... , Y, ... , Y, ... ,An) = 0 (por tener dos columnas iquales ) lue-

go O(A) = O(B) como querfamos probar, •

Enelcaso 3x3 se an i por eiemplo :

4

B

9

6

3/2

oA =

5 - 2 7 - 1

puede verificcrse que B = (AI' A2 - 2A3,A3) donde A = (AI' A2, A3) .. enton-

ces. O(B) = D(A) •

Hastaaquf se han deducido algunas de laspropiedades que cumplirfaunafun-
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cion que satisfaga 105 axiom as 1) 2) y 3)/ pe ro es necesario garantizar que hay al

menos una tal func ion y mas aun que hay solo una.

Para esto son indispensables algun as noci ones ace rca' de las permutaci ones de

un conj unto de n-e lernentos. A conti nuac ion se enumeran las permutaciones de un

conjunto de tres elementos:

(: 2 :) (: 2 ;) C
2 :)2 3 2

C 2 :) C
2 ;) C

2 :)3

Como se observa, las permutaciones de un conjunto, son las distintas ordenaciones

que se pueden hacer con sus elementos.

Es costumbre usar letras griegas para designar dichas permutaciones. ASI por

ejemplo:

2

7,(2)

2

donde TT(1) =3,77(2) = 1, TT(3) = 2.

Una permutac ion de un conjunto de n el ementos I 1, 2, .. ,rl l es una funclcn

uno a uno/ de I conjunto sabre si mi smo. ASI :

TT: 1 1, 2, ... , n I _ I 1, 2, ... , n I

i TTW

la cual se nota
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TT=

2

TT (2) ....•

Una permut acion que solo "permute" dos elementos del conjunto y deje fijos los de-

mas, se llama una transposicion.

Se puede demostrar (ver nota 1) que toda perrnut acion TT es "producto" (c ornpo-

s ic ion) de transposiciones. Sequn que el nurnero de transposiciones de TT sea par

o impar, se Ie suele asionar e l numero 1 0 -1 respectivamente, e I cua i se llama el

signo de la pennutacion y se nota Sgn TT •

Ahora se puede deducir una formula expl icita para calcular D(A). Sea ej, la

j-es irna columna de In' entonces

o
o

e
j 1 ~ puesto j-esimo

La i-es ima col umna de A. A.
t

se puede es-

o

cribir como

1 2 n
Ai = a i e 1 + a i e2 + ... + a i en

n j
a. e .
t JL

j = 1

Lu eg0, en el c aso de la pri mera col umna se ti ene
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n jj
D(A) = D(A1,A2,.",A ) = D( ~ G1 "i , A2, .", A )

n l : =1 1 n

y por linealidad :

jna • D (e, , e. , ••• r e . )
n /1 12 In

'r!» .. ,jn
Pero D(e.,e., ... ,

I] 12

otra parte, si todos los

e . ) = 0, si dos de los jj' lz ... , j son iguales. Por
In n

j], .• " jn son distintos, constituyen una pe nnutacion del

conjunto 1 ],2, ... , n lyse tiene Que la matriz (e. , e. , , .. , e r ) se obtiene
I] 12 In

a partir de In' mediante la perrnutacion tr de sus columnas.

tt

2 3

tr (2) "(J) •.••••

donde "(1) = it ' "(2) = iz ' ... , n in) = jn '

Pero tt es preducto de transposiciones (en este caso, transpo sicion significa inter-

cambio de dos columnas de In) y como cada tran sposic ion causa un cambio de si q-
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no, entonces :

D (e . , e . , ... , e· ) = Sgn (]
7] 72 7n \77(1)

2

77(2)

Entonces

2 ... n) D(Ir)
77(11)TT(2) ••

2 n \

77(n»)"(2)

Y como el axioma 3 exige que D(In) =] se tiene

D(A)
2 ... 12 \

"(2) .. . 77(n»)

Esto prueba la utlicidad . pues se ha demostrado que los valores de cualquier fun-

cion que satisfaga las tres condiciones (axkm as) dadas, deben ser precisarrente

los dados por la formula anterior, y no otros. Para demostrar la existencia, basta

definir una funcion de la manera siguiente :

D : n
IKn -- IK

A to-- D(A)
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donde D(A)
2 n )

77(2) 77(n)

la cual satisface los axiomas seain se demuestra sin mayor dificultad. Esta es la

func ion II amada determinante y se denota por det .

Si Gn denota el conjunto de todas las permutac iones de I conjunto !J.2 ..... nL

se puede entonces escribir:

de! IKn _
n IK

A a---- de! (A) • donde

Como ejemp!o calculemos el determinante de una matriz de orden 3:

a1 1 . 1
1 a2 a3

A a2 a2
?a-1 2 3

a3 a3 a31 2 3

123231312321213132
de! (A) '" a 1 a 2 a 3 + a 1 a 2 a 3 + a 1 a 2 a 3 - a 1 a 2 a 3 - a 1 a 2 a 3 - a 1 a 2 a 3
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2. Definicion por r ecurrettc io . (Desarrollo de un determinante por los elementos de

una fi I a 0 col umna J.

En el desarrollo del determinante de la matriz A de orden 3, dado en el ejem-

plo anterior, sepueden factorizar los elementos de la primera columna aSI:

Si se designa par C;, la exp es icn que multiplica al eiemento

sarrollo, es decir :

a i en este de-
l

1 2 a3 a3 ?
C1 a2 a-3 2 3

2
a3 1 1 3C1 = 2 a3 a 2 a3

3
a1 a2 a2 1C1 :: 2 3 2 a3

puede escrib irse

1 1 2 C2 3 3det (A) = a 1 C 1 +a 1 1 + a 1 C 1

Se dice entonces, que el determinante ha sido desarrollado por los elementos

de la primers columna, y a la expres icn C~ se Ie denomina cofactor del correspon-
1

diente el emento

Observe se que en cada terrnino del desarrollo inicial del det (A), aparece uno

y 5610 un elemento de cada fila y col umna, luego el valor del det(A) no depende

de la fila 0 columna elegida para desarrollarlo.

As! par ejemplo, de t tA) uede desarrollarse tambien par la segunda 0 por la

tercera columna:
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deti A) = aJ cj + aJ Cff + a] cl
all 2 2 a3 3

det (A) = 3 C3 + "s C3 + 3 C3

iT amb ien se observa que C, es el dete rmin ante de Ia matri z obtenida de A, eli-
J

, d I fil I I I . I' d i+ jmmanno a u a i y acoumna j,mutlplcaopor (-1) .

EI determinante de la matriz A eliminando la fila i y la columna i, se llama

menor de I el emento a; Y se nota M:. Entonces:

C~ i+ j .
(-1) • Mt.

J J

En el ej ernp 10 : c1 1+1 1 2 3
a;

2
1 (-1) M1 (+1)(a2 a3 a3

2 2+1 2 1 3 a3 a 1C1 (-1) M1 = (-1)(a2 a3 2 3

y por 10 tanto la exp res ion del desarrollo del det tA) por la primera columna es

Se reduce as! el calculo de un determinante de orden n al calculo de n determi-

nantes de .orden n-1, cada uno de estos a su vez se calcula por medio de ( n v l )

deterrninantes de orden n-2, y as! sucesivarnente.

Lo anterior proporciona un procedimiento s isternatico para la evaluac ion de de-

terminantes. La regia anterior es la base para la definicion de determinante por re-

currencia. Para n=1 r definimos la funclon D1, de la siguiente rnanera :
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1
IK
1 -- IK

(a) a

Es fac il demostrar que D 1 satisface los axiomas (1), (2), y (3) (se sugiere al lector

indagar si podri a no cumplir alquno). Suponemos ahora definida una fun cion 0

n-1IK _

n-L
IK

que satisface los axiomas (1), (2), y (3).. Sea j un elemento arbitrario (perc f ijo)

del conjunto 1 1, 2,3, .. , ,n I •
n

Para cualquier matriz A de IKn ' definimos

D(A) como sigue :

11
D(A) = L

i= 1

i+ j i
(-1) • a.

J

donde Ai es la matriz de orden n-L, obtenida a partir de A suprimiendo la fila i
J

Y la columna j. Esta exp resion corresponde al desarrollo de D(A) par los elemen-

tos de la j-esirna columna.

Se demuestra enseguida que D tarnbien satisface los axiomas (1), (2) y (3),

Un calcu!o directo demuestra que el axioma (1) se sati sface para el caso de las

matrices 2x2, es decir que si la matriz A tiene dos columnas iguales, entonces

D(A) = 0 .

Si la matriz es de orden mayor 0 igual a tres. fijamos una columna k" distinta

de las dos iguales, yes claro que las matrices A\ tienen dos columnas iguales,

luego par hipote si s D(A\) =, 0 para cada i, Esto demuestra que D -satisface

el axioma (1) pues :
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Para verificar que 0 satisface el axioma (2), es decir que 0 es lineal en cada

columna, es suficiente desarrollar el determinante por la columna en cuestion.

Supongamos que en la matriz A, la k-esirn a columna es de la forma: Ak =

=a.Bk+ck,osea,

A = (A 1 r •• 0 , A k-L' a B k+ C k' A k + I.' ' . , r An )

L1amando B = (Al, ""Ak_l, Bk,Ak+l' "0, An) Y

veamos que OrA) = a ' MB) + O(C)

En efecto :
11 i+ k i - io (A) = ~ (-1) a k • 0 (A k)
i= 1

a. O(B) + O(C) ,

Para demostrar que 0 satisface el axioma (3), (es decir que o(ln) = 1), es
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