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NUMERO DE ELEMENTOS DE UN CONJUNTO

YU TAKEUCHI

0. Introduccion.

El concepto de nimero de elementos de yn conjunto esta incluido en el plan de
estudios de 20. de bachillerato; sin‘embargo, aln para estudiantes avanzados de la

Carrera de Matematicas, este concepto no es facil de dominar.

En la Figura 1 se muestra un conjunto de frutas; los nifios de kinder saben ya

que aqui hay “‘tres’’ frutas. Analicemos como las cuentan :

YREPHNY.

Figura 1

Algunos nifios las contaran como se muestra en la Figura 2, otros nifios las conta -
ran como en la Figura 3, 6 la Figura 4. En cualquier caso, siempre hay que esta -
blecer una correspondencia de las frutas a los nimeros naturales sucesivos (repre-

sentados convenientemente por los dedos) uno, dos y tres, de tal manera que a ca-






da fruta se le asigna un solo mimero; asi que se obtiene el mimero tres como el Gl -
timo nimero en estas correspondencias (en la Figura 2 el numero correspondiente a
la naranja, en la Figura 3 el nimero correspondiente a lamanzana, y en la Figura

4 el nimero correspondiente a la pera) y ésto es precisamente el numero de frutas.

'\\

A continuacion estudiaremos matematicamente el mecanismo intuitivo del **con-

tar’ observado anteriormente. .

1. Eguivdlencia( o equipotencia) de dos conjuntos.

Dados dos conjuntos A y B decimos que A es equivalente (6 equipotente )
a B si es posible establecer una correspondencia uno a uno entre los elementos
de A yde B (en otras palabras, si existe una funcién uno a uno de A sobre B)

y se nota:

A -B (1)
En el ejemplo del paragrafo anterior, la Figura 2 (6 las Figuras 3 y 4) nos muestra
que el conjunto de las frutas es equivalente al conjunto numérico {1, 2, 3 }.
Ejemplo 1. Demostrar la equivalencia de los intervalos :

(i) (0,1) -(a,b)

(i) (0, 1) - (0, )

(iii) (0, 1) ~ (- 00, o) .

Solucién. (i) Considerar la correspondencia f: (0,1) - (a,b) definida por :

x€(0,1), f(x) =a+x(b-a)€ (a, b)

71



(ii) Considerar la correspondencia g: (0,1) - (0, ») definida por :
x = glx)= 2L 3
X

x€(0,1), g(x)=._i.-1 € (0, )

(iii) Considerar la funcion 5 : (0, 1) «» (-0, =) definida por :

1 . 1
2 - si «x€ (0,?)

h(x) = 1
1-x

+8 §i xE o ,d).

para cada x€ (0, 1).

Dejamos al lector la comprobacion de que estas funciones f, g y » son uno a uno.
A

Ejercicio 1. Demostrar que :
(i) A-A ; (i) si A-B entonces B -A ; (iii) si A-B, B -C enton-

ces A-C.
Solucion. (i) Sea f la funcién idéntica definidaen A :

f(x) = x paratodo x€ A.
Entonces / esunoauno y sobre : por lo tanto se tiene que A -A.

(ii) Si A -B existe una funciéon g, de A sobre B y uno a uno. La funcion in-

versa gl existe, esunoauno y
¢glB) = A.
Por lo tanto se tieneque B -A.

(iii) Si A-.B, B -C existen dos funciones, g y » , uno a uno tales que :
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g(A)=B , bh(B) = C. ~

Dejamos al lector la comprobacion de que la funcion compuesta 4 og nos garanti-

za laequivalenciade A y C. a

Por el ejercicio 1, la equivalencia (1) (6 equipotencia) es una relacion de equi-

valencia.
Ejercicio 2. Supdngase que A-A; y B-B;. Demostrar :
(i) AxB -A; x B,

(i) Si AnB=¢,A; N B, =¢ entonces AUB -A4;UB;

Solucién. Sea f una aplicacion uno a uno de A sobre A, y g unaaplicacion
uno a uno de B sobre B .

(i) Definimos una aplicacion F de AxB en A; xB;, en laforma siguiente :
F(x,y)=(f(x), g(y));, x€A, yeB.

Si F(x,y) = F(x;,y;) se tiene :
(f(x), g(y) ) =(f(x;), gly;))

0 sea que f(x) = f(xl) , gy) = gly;).

Esto es, x=x;,y=y;, porlotanto F esunoauno. Dejamos al lector la

comprobacion de que F es sobre .

(i) Consideremos la s’guiente aplicacion ¢ de AUB en A;UB; :

G(x) = f(x) si x€A,

G(y) = g(y) si x€B.
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El lector puede demostrar que G es uno a uno y sobre . A
Ejercicio 3. Demostrar la equivalencia de los intervalos :

[0, 0) ~(-,00) - (0, )

Solucién. Porel Ejemplo 1y el Ejercicio 1, basta demostrar que :
[0, ) ~(-00, 00).

Consideramos la funcion g :[0, =) - (- =, =) definida por :
x-n Si x€[2n 2n+1), donde »=0,1,2,...
x-3n+1 si x€[2n-1,2n), donde ==1,23,...

Dejamos al lector la comprobacién de que esta funcidn g nos garantiza la equiva-

lenciade [0, ) ¥y (-, =).

glx)

Figwa 5. Grafica de ¢
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- Ejercicio 4. Demostrar que si
At1,2,3....m} y A-{1,2,3...,n} ,
entonces, m=mn.
Demostracion. Por el ejercicio 1 se tiene que
{42 sinem) <02 nounml] s
o0 sea que existe una aplicaciéon f, uno a uno tal que
f41,2,...,my)y=141,2,...,n},

f(m) es un nimero natural entre 1 y », la aplicacion f establece la siguiente

equivalencia :

{1,2,...,m1} - {1,2,....,n2}-{f(m)}

Pero, (ver la Fig. 6) :

{1,2, ...,2-{fm)}-{1,2, ..., 01}, (2)

iuego :
9,2, 00 md § o 1 1, 2, vovs a2 (3)

$1,2, ..., fm)-1, fm)+1,..., n}

P

$1,2, ..., f(m)-1,fm),...,nl1}

Figura & Esta correspondencia garantiza la equivalencia (2) .
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Y asi, sucesivamente, si m>n» tenemos :

{1, ..., ma+1} - {1} ,
esto es :
m=n
yaque m-n+1 = 1 . &
Si un conjunto A es equivalente al conjunto {1,2,3,...,m} decimos que

** A es un conjunto finito’ y que “A tiene m elementos *’ (6 que m es el ni-
mero de elementos del conjunto A). De acuerdo con el Ejercicio 4, el nimero de
elementos esta bien definido, en términos mas intuitivos, el nimero de elementos
de un conjunto es independiente de la manera de contarlos, segtn se observo en el

paragrafo anterior.
Ejemplo 2. Un conjunto acotado de nlimeros naturales es finito.

Solucién . Sea A un conjunto acotado de nimeros naturales, sean :

a(l1) = el minimode A,
a(2) = elminimode A-{a()},
a(3) = elminimode A-{ a(1),a(2)} ,

Si M esuna cotadel conjunto A, el procedimiento anterior debe acabar al cabo
de, a lo mas, M pasos; o sea que existe m(m < M) tal que a(m)= el minimo

de A-{a(l),al2), ..., am1)} y A=ta(),a(2),...,alm} .

Es evidente que A es un conjunto finito de m elementos.
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Ejemplo 3. Sea IN el conjunto de todos los nimeros naturales. Entonces IN no

es finito.

Solucién. Supongamos que IN fuera finito, entonces existiriaun = tal que
N-{1,2,3 ...,m}.

Por un procedimiento similar a la demostracion del Ejercicio 3 se tendria :
N-VE 2300000 V1T,

Esto es imposible yaque IN-{1, 2, ..., m-1} tiene dos elementos distintos, por

ejemplo, m y m+1.

Ejercicio 5. Sean A, B dos conjuntos finitos disyuntos de m,k elementos respec-

tivamente. Demostrar quee AUB tiene m+k elementos .

Solucién. Tenemos :

A‘{IIZI"'Im} yB-“;z;---,k}.
Evidentemente se tiene :
B -{1,2,...,k} -{m+l, m+2, ..., m+k} ,

luego (ver laFig. 7) :
AUB -{1,2,...,m}U{(m+1), (m+2), ..., (m+k)}

={1,2,3,..., m+k}
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Figura 7

Dejamos al lector los detalles de la demostracién .

Ejercicio & Demostrar que cualquier sub-conjunto no vacio de un conjunto finito

es finito.

Demostracion. Sea m el nimero de elementos de un conjunto finito A, si BC A

entonces B es equivalente a un sub-conjunto de {1,2,...,m}, digamos § .

Por el Ejemplo 2 se tiene que S es finito, por lo tanto B es finito. a

Ejercicio 7. Demostrar que un conjunto finito no es equivalente a ningtin sub-con-
junto propio.
Demostracién. Sea B un sub-conjunto propio (no vacio) de un conjunto finito A,

entonces
A=BU(A-B) , A-B#¢

Si m(A) ; mB), m(A-B) son los nimeros de elementos de los conjuntos A,B y
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A-B respectivamente, entonces, por el Ejercicio 5, tenemos :
m(A) = m(B) + m(A-B) .

Esto es :

oseaque A y B no son equivalentes . A

Ejercicio 8. Sea A un conjunto finitoy B un sub-conjunto de A. Supongamos
que m(A) y m(B) designan el nimerc de elementos de A y de B respectivamen-

te, demostrar que :

A=B siysolosi m(A)=m(B).

Sugerencia . Por el Ejercicio 7 setiene que :

si B # A entonces m(B) < m(A) A

Ejercicio 9. Sea A un conjunto de k& nimeros naturales. Demostrar que A

tiene la foma :
A={"1,ﬂ2;”300"1"k l »
donde

”1<ﬂ2<ﬂ3<00~<ﬂk, ﬂl,.nz,....nch.

Solucién. Sean:

n; = el minimo de A,

ny = el mirﬁmo de A-{n;}
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ny = elminimo de A-{n;,n,}

n, = el minimode A-{n;,my...,mp ;4.

El lector debe demostrar que :

(i) Si h<k
A-fnl,nz,...,nh}#qS'
(i) A=fnl,n2,...,nk¥ A

Ejercicio 10. Demostrar que un conjunto finito de nimeros naturales tiene un ele -

mento maximo.

Sugerencia. Aplicar el Ejercicio 9.

Ejercicio 11. Demostrar que la unién de dos conjuntos finitos es un conjunto finito.
Sugerencia. Sean A, B finitos, entonces

AUB =AU (B-A).
Aplicar el Ejercicio 5 y el Ejercicio 6.

Ejercicio 12. Demostrar que la unién de un nimero finito de conjuntos finitos es

finito.

Dejamos la demostracion al lector.

2. Conjuntos infinitos.

Se dice que un conjunto (no vacio) es infinito si no es finito. En el Ejemplo 3
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hemos visto que IN es infinito.
Ejemplo 4. Los conjuntos numéricos Z, Q , IR son infinitos.

Demostracién. Si Z (§ Q,R) fuera finito entonces IN seria finito ya que

N C Z. (Ejercicio5) . a

Ejercicio 13. Demostrar que un conjunto es infinito si posee un sub-conjunto infi-

nito.

Sugerencia. Si el conjunto fuera finitg, cualquier sub-conjunto seria finito (Ejerci -

cio 6 .

Ejercicio 14. Cualquier conjunto infinito contiene un sub-conjunto equivalente a

N .
Demostracion. Sea A un conjunto infinito.

Como A no es vacio , existe un elemento de A, digamos a. Ahora bien,
A-{a;t noesvacio(si A-{a;} fuera vacio A seria finito contra la hipdtesis).
Luego existe un elemento de A-{a;}, digamos a,. Y asi sucesivamente. En ge-

neral, el conjunto

A-{al,az, ,ani
no es vacio, luego existe a, . ; cA-laay ... a,l.
El conjwnto {al,az,a3,... } esequivalentea N, y
taj,ay,a3,... } C A

Decimos que un conjunto A es contablemente (6 enumerablemente ) infinito
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si A -IN. Un conjunto es contable (o numerable ) si es vacio , é finito 6 con-

tablemente infinito .

Si A es contablemente infinito, existe una correspondencia (6 aplicacion) uno

aunoentre A y IN. Sea a, elelemento de A correspondientea 1€ N por

1
esta aplicacion, a, el elemento de A correspondiente a 2€ N, y engeneral,

a, elelementode A correspondiente a »€ N (ver Fig. 8). En otras palabras,

A=
ial,az,aj, ,a, }
I I I I correspondencia entre A
y N
N &2 0 By22 3iais olom, }

Fig. 8 (A-N)
todos los elementos del conjunto A pueden ser marcados por subindices naturales.
Notese que a4, # a; si i#j enesta expresion del conjunto A puesto que

la correspondencia es uno a uno . Analogamente, si B es un conjunto finito de

k elementos tenemos :

B = {dl,az,...,dk }

El ejercicio 14 puede formularse como sigue :

Cualquier conjunto infinito tiene un subconjunto contablemente infinito .
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Se puede expresar este hecho en forma intuitiva diciendo que : Los conjuntos con -

tables son mds pequerios que todos los otros conjuntos infinitos. En resumen :

{ Conjunto vacio} ~«——— no tiene elemento

{ Conjuntos. finitos } 5 $1,2 3, ..., m}

{ Conjuntos infinitos contables } -IN=1%1,2,3,...}

{ Conjuntos infinitos no contables }

Ejemplo 5. (i) Z esenumerable ya que la siguiente aplicacion f:Z » IN es

uno a uno.
flo)=1, f(n) =2n , (=1, 2,3,7..s: )
f(-n) = 2n+1 (n=1,2,3,....)
(ii) A=1{24,68,...1 escontablemente infinito ya que la aplicacion

g:g2n)=n de A sobre N es uno auno.

Ejercicio 15. Cualquier subconjunto de un conjunto contable es contable.

Demostracion. Basta demostrar que cualquier subconjunto de IN es contable.

Sea ACN, si A esfinitoovacio entonces A es contable por definicion . Si

A es infinito, A es de la forma (ver Ejercicio 9) :

A={n_,n_,n,... b oon <m <ng<eveen.
12 3 1 2

0 seaque A es contable, A

Ejercicio 16. Si A es infinito entonces A es equivalente a alguno de sus subcon-
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juntos propios .

Nota. Esta propiedad, combinada con el Ejercicio 7, caracteriza los conjuntos in-
finitos. Es decir, un conjunto A es infinito si y solo si A es equivalente a al-

qun B de sus subconjuntos propios.

Demostracién. Por el Ejercicio 14, existe un subconjunto de A, enumerablemen-

te infinito, por ejemplo :

Definamos la siguiente aplicacion f ¢

(i) / esidénticaen A-B (A-B puede servacio) .

(i) f(b,) = by, O 152300 ¢ 0 )
Evidentemente f es uno aunoy su recorrido es :

(A-B)U b ,b ,b ,... }
274" 6

lo cual constituye un subconjunto propio de A . (Ver Fig. 9)

‘I:' “

{bllean:ooo i

aplicacion

idéntica

<

— {bo by by ee . }
aplicacion | #745

Figura 9
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Ejercicio 17. La union de dos conjuntos contables es contable.

Demostracién. Sean A, B dos conjuntos contables.

(i) Suponemos primero que A y B son disyuntos.

Si A y B son finitos, entonces A U B es finito, luego es contable .

Si A y B son infinitos, digamos :

A={a1:a2;a3,... },B={b1,b2,b3,..u }
entonces :

AUB={al,bl,az,bz,as,bj,...,a b

n nrcee

porlotanto A U B es contablemente infinito.

Si A esfinitoy B esinfinito :

A={a1,a2,---:a },B={b1,bz,b3,..,.. }

m

entonces

AUB={al,az,.,,,am,bl,bz,byo..,bn,... b,

por lo tanto A U B es contablemente infinito .

(ii) Caso general. Tenemos :

AUB =AU (B-A)

donde B-A es contable (Ejercicio 15), como A y B-A son disyuntos se tie-

neque AU (B-A) es contable. A
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Ejercicio 18. La unién de un nimero finito de conjuntos contables es contable.

La demostracion la de jamos al lector.

Ejercicio 19. Sean A y B dos conjuntos contables, entonces Ax B (el pro-

ducto cartesianode A y B) es contable.

S

Demostracion. (i) Suponemos que A y B son infinitos, entonces :

A-N-{2"/nenN} |,

B-IN -{3"/nelN } ,

luego :
AxB-{2", 3%/ nkeN}-{27.3%/ nkeN }.
Como {2”.3%k/n,kcIN} esunsubconjunto de IN, entonces es contable, por

lotanto AxB es contable.

(ii) Caso general . Sean A =AUN y B,=BUN. Entonces A, B, son
contablemente infinitos (Ejercicio 17), luego se tiene que A xB , es contable.

(Parte (i)). Como AxB CA_ xB,, porelejercicio 15 tenemos que AxB es

contable.

Ejercicio 20. Sean A;,Aj,..., Ap conjuntos contables. Entonces, el producto

cartesiano Ajx Ay x ++ « x Ap es contable .

La demostracion la dejamos al lector.

Sea {A.} una coleccion contable de conjuntos contables, en-
JjeN
tonces la union total .UI Aj es contable.
]=

Ejercicio 21.
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Demostracion. Utilizando la técnica empleada en la demostracion del Ejercicio 19

se puede suponer que A]. es centablemente infinito para todo ;.

(i) Suponemos que A;, Ay, Ay,... sondisyuntos.

Sean : . ) , .
) G G (7)
A].=§a1,a2,a3],,..,an, .}, jJEN.
Consideremos la aplicacion f:,olj A].—-- N x IN definida por :

151

()
fla))=(j,WeNxN,

El lector puede comprobar facilmente que f es uno a uno y sobre.

IN x N -IN

(ii) Caso general. Sean B, = A,

2= A4

B =An'(A1UA2Ua-eUA,1_1)

n

Entonces : -
Uua =UB

n=1 n

Por lo tanto:

o0
Como B, es contable para todo = se tiene que Ul B, es contable (parte
n:

(i) ), por lo tanto LOJOI A, escontable .
n:

Ejercicio 22. El conjunto @ de todos los nimeros racionales es contable.

Sugerencia . El conjunto Q es equivalente a un subconjunto de

IN x N .
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Ejercicio 23. Sea A un conjunto de intervalos abiertos y disyuntos dos a dos .

Entonces A es contable .

Demostracisn. Como Q es contable podemos escribir :

Si (a,b) A, el conjunto de mimetos naturales {n€ N/ x,€ (a,b) | hoes
vacio puesto que Q es denso en toda parte. Al intervalo (a,5) le asignamos

el siguiente numero natural :

el minimode {n€N/x, €(a,b)},

Asi se puede establecer una correspondencia entre los intervalos del conjunto A
y un subconjunto de IN. Evidentemente esta correspondencia es uno a uno ya

que los intervalos de A son disyuntos. A

Ejercicio 24. Sea B un conjunto de intervalos cerrados con longitud positiva y

disyuntos dos a dos. Demostrar que A es contable.
Sugerencia. Similar al Ejercicio 23.

Ejercicio 25. Demostrar que
(i) En R? (6 en R™ elconjunto de todos los puntos de coordenadas racionales
es contable.

(ii) Una coleccion de circulos disyuntos con radio positivo es contable .

(iii) Una coleccion de esferas disyuntas con radio positivo es contable.

La demostracion la dejamos al lector.

Ejercicio 26 Sea § lacoleccion de todos los polinomios de coeficientes racio -
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nales , entonces § es contable .

Sugerencia. Sea S, la coleccion de todos los polinomios con coeficientes raciona-

les de grado =, entonces
_nn+1 n+ 1
s,~0Q ~-N'*YN O,
luego :

s=U S -N (Ejercicio 21) . A
n:

Ejercicio 27. Sea f una funcidn de valor real definida en [0, 1]y supongamos
que existe una constante M >0 tal que para toda sucesion finita de puntos dis -

tintos {x;,x,,...,x,}, setiene |a desigualdad

VIxp) + flxp) 4o v et flx) | < MY,

demostrar que el conjunto

S={xe0,1]1/f(x)# 0}

es contable .

Solucién . Sean s,=txef0,1]/fto>0} y s =1 xe[0,1)/f(x)<0}

entonces s=s. uUs,_ . (i)

Sea s, ={x€[0,1]/ f(x >%} , n=1,23,4,.... entonces tenemos:
s, =n§13n. (ii)

Si XppXg, 0., X3 SON puntos distintos de S, entonces

[fxp) 4ot flxp)| =flxp) 4 eent flxp) < M,

luego :
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e N Y Ty R
n n n

es decir
k<nM.

Esto es, el conjunto s, contiene alomas =M puntos distintos o sea que s,

es finito (contable). Por lo tanto s, es contable. De la misma forma, se ve que

§. es contable. Luego § es contable .

El lector debe comprobar las identidades (i) y (ii) .

Ejercicio 28. Sea f una funcién de variacién acotada en [0, 1], entonces el

conjunto de todos los puntosde discontinuidad de / es contable .

Sugerencia. Considerar la funcion :
F(x) = flx+) - f(x-) ,

y aplicar el Ejercicio 27 a la funcion F . A

3. Conjuntos no-contables (no-enumerables).

Ejemplo 6. El conjunto R de todos los nimeros reales no es contable .
DPemostracion. Sabemos que (Ejemplo 1) :

R = (-0,x) ~(0,1) ,
luego basta demostrar que (0, 1) no es contable .

Si (0,1)={xe€R/0<x<1} fueracontable se podria escribir

(0,1):351,52,53,54,...,5’7,“.. § .
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Desarrollando el nimero s, en el sistema decimal se tiene

Sn=0uun1unzun3...unk... (OS”nkS9)
Sea ahora
y:O'U]UZ"“Uk'
donde .
1 SI ukk;‘l
v, =
2 Sl ukk=1

Entonces y es un nimero real entre 0 y I ,; ademas

y#s, paratodo »=1,23.... ,

0 sea

y & (0, 1)={sl,52,...,s § (absurdo ) .

n ot

Ejercicio 29. Sea S la coleccion de todas las sucesiones formadas por los dos

nimeros 0 y I entonces § no es contable.

Sugerencia. § es equivalente al conjunto de todos los nimeros entre 0 y 1 ,ex-

presados en el sistema binario .

Ejercicio 30. Sea {A]. } una familia de conjuntos finitos de dos o mas ele -
jeN
mentos .. El producto cartesiano de los A]. (j=1,2,3 .. ) noescontable.

Sugerencia. El producto cartesiano II A. contiene un subconjunto equivalente

=11
al conjunto s de! Ejercicio 29.

Ejercicio 31. Los conjuntos (0,1), (0,1],[0, I] son equivalentes. Mas gene -
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ralmente, si A es infinitoy B es contable entonces AUB -A.
Demostracién. Para mayor sencillez supongamos que A y B son disyuntos. Sea
B=1b;,byb3,... }.
Sabemos que A tiene un subconjunto contable (Ejercicio 14), digamos :
C={a1,a2,a3,. ¢« § ClA;
Consideremos la aplicacion f: A — A U B definida por :
f esidénticaen A-C.
flay,) = a,, flag, 1) = b, (n=1,2:3 5 50+ J) .,

Dejamos al lector la comprobacion de que / es uno auno y sobre . Hemos su-
puesto que B es contablemente infinito, si B es finito el lector puede cons -

truir facilmente la correspondencia entre Ay AUB.
Ejercicio 32. Demostrar que :

() RxN-R
(i) RxR -R
(i) RxRx+«+«.xR -R .

R,_‘/

n veces .

Demostracion. (i) Sabemos que

R -(0,1) -[0,1) (Ejemplo 1, Ejercicio 27)

N -Z (Ejemplo 5)
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por lo tanto :

RxN -[0,1)xZ.

Si x€R setiene :
x=n+x'

donde
n = [x] = laparte entera de «

x* = x-[x] = la parte fraccionaria de «x.
La aplicacién : R—»[0,1) x Z definida por :
x=n+x’ p (x',n)
es uno auno y sobre. Luego

[0, ) xZ -R ,

por lo tanto :
R xN -R .

(ii) Sean x,y€(0,1). Expresamos x,y enelsistema decimal :
x=0. x5 x)%x3..., Yy=0.y; 5993 « o0

Basta considerar la siguiente aplicacion g : (0,1) x (0,1) » (0, 1) definida por: :
g: (x,y) v 0.x; y; x5 3 X353 -

(i) Similar a (ii) .

Nota. El Ejercicio 32 puede exptesarse asi :

RZ.R,R°P.R,..., R" R .
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Ejemplo 7. Sea § el conjunto de todas las funciones de valor real definidas en

R . Demostrarque S no es equivalentea R .

Demostracién. Supongamos que § -IR , entonces existiria una aplicacion uno a
unode IR sobre S, oseaqueacadareal x lecorresponde una funcion, la
cual notaremos por / (z) (Notese que ¢ es lavariable independiente de la funcion

f,.) . Definimos una nueva funcion de valor real » como sigue :
h()=1 +f() (tE€R).

Entonces % es una funcion definida en R, luego »h€ S, Como la aplicacion

R—- S :
X > fx
es sobre , deberia existirun b€ R talque b=/, , osea :
h(t) = f,(1) paratodo *t€R.
Pero
b(b) = 1+ f(b) # [y (b). (absurdo)

Ejercicio 33. Sea A el conjunto de todos los nimeros reales entre 0 y 1 ,en-

tonces A™ - R
Nota. A™ es el conjunto de todas Ias sucesiones de nimeros reales entre 0 y 1.

., X, .+ . . . ) unasucesion de nimeros

Sugerencia. Sea (xp,%3,%3,.. "

reales entre 0 y 1. Desarrollamos los elementos de la sucesion en el sistema

decimal :
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X = 0. X1 X12 %1300 Xppe o

25 0 mppdpg sy vs Ny v 6

xn=0. xnl xnzxn3. . .xnk. o

Reordenemos la doble sucesidn (x; ,) enunasucesion simple (este procedimien-
to es posible yaque IN xIN -IN) ; asi podemos asignar un nimero real (expresa-

do en el sistema decimal) a la sucesién (X Xp) X3, 00 )
Ejercicio 34. Sean ADBDC si A-C entonces A -B.

Demostracion. Suponemos que A'# B, B # C, entonces < tiene que ser infi-

nito (Ver Ejercicio 7).

Como A -cC, existe una aplicacién /, uno a uno tal que f(A) =cC.

Sea D= ﬁz 7 (A) donde :

n=

/Z(A) = { f(/(x)):xéA}, fj(A) = {f(f(f(x))): xe€ A } , etc. Entonces
n fmB)y= N f"A) =D
n=1 n=1

ya que
ADBO f(A) .

T enemos

o0 n-1 n 0
A=U1§f (A)-f (A IUD, (f(A)=A)
n=
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oo ﬂ-1 o
B=U {f B)-fMB)IUD (f°(B) =B).
Definimos la siguiente aplicacion g : A—B
g(x) =x si fon'l(B) - f™(A)

para todo =

fix) si x€ 7 1a) . 1)

g(x)

I

g(x) = x si x€D

Esta aplicacion ¢ esunoauno,y sobre B, como puede observarse enla Fi -

gura 10 , puesto que

fn.l(A) - /”'I(B)

Figura 10 .
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A D BD f(A) ,

7 la) > )5 a5 7B

1) - ) = 1Ly - L)1 u i) - A

aplicacion f aplicacion
idéentica
™) - "B) = [f"(A) - ;*B)IU™L(B) - ["(A) ) A

Ejercicio 35. Sea IN> el conjunto de todas !as sucesiones de niimeros natura -

les. Demostrar que N™-R .
Sugerencia. Sea » un nimero natural, expresamos » en el sistema decimal :

n= n1+(n2><10)+(n3>< 100) + + « «
Hacemos corresponder a = el nimero :
0. nymymy. ..

segun esta correspondencia IN es equivalente a un subconjunto de (0,1) (mas
precisamente , al subconjunto formado por nimeros entre 0 y I cuyo desarrollo

decimal es finito ).
Se puede entonces considerar que
IN®C (0,1)

Porel Ejercicio 25, N> contiene un subconjunto equivalente a R, como

(0,1)°.R (Ejercicio 33) se tiene que N*-R (Ejercicio 34) .

97



Ejercicio 36. Demostrar que R™>™ -R , donde R*> eselconjuntode to-

das las sucesiones de elementos reales .

Sugerencia. Como R -(0,1) (Ejemplo1), setiene R>®.(0,1)* -R (Ejer-

cicio 33) .

Ejercicio 37. Sea A un conjunto numérico (e.d. AC IR ) con su interior no-va-

cio , entonces A -IR.

Sugerencia. A contiene un intervalo, digamos (a,6) :
(a,b) CTACR

Sabemos que (a,b) -R , luego : A -R.

Ejercicio 38. EIl conjunto de todos los puntos de una curva en R? es equivalen-

tea R.

Sugerencia. Sea («a(t), (1)), t=(a,b) unaecuacion paramétrica de la curva.

Entonces « nc es constante 6 B no es constante .

Supongamos que ® no es constante, estoes ,
m = minimo de o (z) ¥ M = maximo de () .

La curva contiene un subconjunto equivalente al intervalo [m, M] -R .

Yu Takeuchi
Departamento de Matemdticas y Estadistica

Universidad Nacional,
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Nota: Los lectores que deseen remitir soluciones a los ejercicios pueden dirigir-
se al editor del Boletin. Las comunicaciones deben ir a maquinay doble espacio .

Se publicaran las mejores solucicnes.

A. E. Noether

El adjetivo “*noetheriano’’ (neteriano) aplicado especialmente a los anillos y
otras estructuras algebraicas se refiere a la crucial influencia que en el algebra
abstracta tuvo la obra de Amalie Emmy Noether ,matematica judio-alemana nacida
en Erlagen en 1883. Inicialmente trabajo en la teoria clasica de los invariantes
con Gordan; asistio en Gottingen a lecciones de matematicas como Klein, Minkows-
ki, Blumenthal y Hilbert. Posteriormente siguid las lineas de ataque directo de es-
te dltimo y desarrol16 sus grandes aportes en |a teoria de ideales. Hizo también

contribuciones significativas a la teoria de |a relatividad e influyd notablemente en
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la escuela rusa de topologia (Urysohn, Alexandroff ); en el invierno de 1928 -1929
disertd en la Academia Comunista de Moscl y tuvo contacto con L. S. Pontryagin e
indirectamente influyd en A. G. Kurosh el gran especialista ruso en la teoria de gru-
pos. En 1933 tuvo que abandonar la Alemania nazi y buscé refugio en E. U. junto con
una pléyade de cientificos que por la misma época se dirigieron a ese pais ( E. Artin,
R. Courant, A. Einstein, W. Feller, K. Friedrichs , K. G&del, J. von Neumann, O. Ore,
G. Polya, A. Tarski, H. Weyl y muchos otros). Disertd en el Instituto de Estudios
Avanzados de Princeton; alli pas6 quizas la época mas agradable de su vida. Murio
en 1935 a los 53 afos de edad. Si bien, y segin la expresion de Weyl ** las gracias
nomecieron su cuna’’, fué un ser humano de valores espirituales extraordinarios en
todos los aspectos. A ella se debe en gran parte la fuerte tendencia hacia la algebri-

zacion de la matematica observada desde hace alglin tiempo y su influencia ha sido

resaltada por Alexandroff en los siguientes términos : ** ... si el desarrollo de la
Matematica de hoy indudablemente se Ileva a cabo bajo la égida del Algebray los
conceptos y métodos algebraicos han penetrado de varias teorias matematicas, todo
ello ha sido posible solo después de los trabajos de Emmy Noether. Ella nos ense-
no a pensar en términos simples y por lo tanto generales : representacion homomorfa,
grupos o anillos con operadores, ideales, y no en complicados calculos algebraicos
y en consecuencia ella abrié la senda hacia el descubrimiento de reqularidades alge-

braicas donde antes estas regularidades habian permanecido oscurecidas por compli-

cadas condiciones especificas’’.
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