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SISTEMAS NUMERICOS

YU TAKEUCHI

1. Numeros naturales.

Se usan los nimeros naturales, 1, 2, 3, .. . paraexpresar el numero de ele -
mentos de un conjunto, o para dar el orden de un determinado objeto en un conjunto.
Nadie sabe quién inventy los nimeros naturales; posiblemente los hombres sabian
contar en alguna forma mucho antes de que apareciera la historia escrita. Sin em-
bargo, los estudios sistematicos de los nimeros comenzaron hace menos de un si-

-

glo con G. Peano, quien establecié cinco axiomas para construirlos (1895); a saber:

[ 1] Uno es un nimero natural (6 mas estrictamente, el sistema de los nimeros na-

turales contiene un elemento especial llamado uno y notado 1).

(111 A un nimero natural » le corresponde otro mimero »* . Este nimero »* se

[lama el numero inmediatamente posterior a » .
(Nota: = es el nimero inmediatamente anterior a »*)

[1111 Dados dos nimeros naturales » y m, si »* =m* entonces n=m. (0

sea que la correspondencia en (I1) es uno a uno .)

[IV]No existe ningtin numero natural cuyo posterior sea 1 ; es decir, que 1 es el
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primer numero natural .

[V] Siunconjunto § de nimeros naturales satisface las siguientes condiciones:
(i) El nimero 1 pertenecea §.

(i) Si » pertenecea S entonces »* pertenecea .
Entonces § contiene a todos los nimeros naturales .

La condicion [V] se conoce con el nombre de **axioma de induccion’’, y jue-
Y

ga papel principal en las demostraciones por induccion matematica.

El nimero inmediatamente posterior a I (uno), es decir, 1*, se denota 2, el
nimero inmediatamente posterior a 2, es decir 2%, se denota 3, etc.; asi sucesiva-
mente se obtiene el sistema de todos los nimeros naturales, el cual se designa con

la letra IN.

Comentario.

Es absurda la discusion acerca de la inclusion o no del numero cero en el sis-
tema de los nimeros naturales. Los nimeros naturales que comienzan en uno han
sido utilizados por los hombres desde hace mas de cinco mil afios, en cambio el
descubrimiento del cero como nimero fue muy reciente. Peano axiomatizo la intui-

cion humana que ain los cavernicolas tenian para contar : uno es el primero, uno

y uno es dos, dos y uno es tres, tres y uno es cuatro, ... : asi se forman todos
los nimeros.
Ejercicio 1. Los nimeros 1, 2, 3, ... ; abarcan la totalidad de IN.

A partir de los cinco axiomas de Peano se pueden definiren IN las operacio-

nes conocidas como adicién, multiplicacién, sustraccion, potenciacion .

Adicion.

(ii) Sea = cualquier nimero natural; definimos la sumade 1 y » como sigue:
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1+n=n* (el nimero inmediatamente posteriora » ) (1)

(ii) Sean »,m dos nimeros naturales; si lasuma m+n» esta definida, entonces de-

finimos la suma m* +» asi

m*+n = (m+n)* . (2)
A continuacién, veremos que la adicion esta definida entre dos nimeros cualesquie -
raen IN .

Dado un nimero = fijo, sea § el conjunto de todos los nimeros naturales

m, tales que m+n esta definida :
S={meN| 0 m+n estadefinida }.

De (1) setieneque 1€S. De(2),si mes entonces m*€s  Luego por el
axioma.de induccion, se tiene que S = NN
Ejercicio 2. Demostrarque n+1=n* (=1+n) (3)
Solucién. Sea S={neN|n+1=nx*} entonces 1&s (por (1)) Si
n &S entonces

n¥+1=m+ D*=m*)*

o

oseaque »*eS. Porel axiomade induccion se tiene que § = N.

Ejercicio 3. Sea n€IN, si »# 1, demostrar que existe un nimero natural

m tal que
m*=n (es decit m+1=n).
Solucién. Sea S={n€N| existe m talque »*=n} U{1}.

Evidentemente 1€S. Si »€S entonces »* €S, yporelaxiomade induc-

cion se tieneque S =N.
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Ejercicio 4. Demostrar que la adicién es conmutativa .

Solucién . Dado un nimero natural fijo m , consideremos el conjunto § :
S={kEN |k+m*=k¥+m} ,

Entonces :

Fem=(l+m*=m+1)¥=m*+1=14+m*
(por (2)) (por (3) ) (por (2) ) (por (3)) .

oseaque 1€S5. Si kes entonces :
(2) 2)
Evm® = (k+m*)* = (*+m)* =)+ m,

estoes, k*€s . Porel axioma de induccion se tieneque S =N, o sea

que :

k+m*=k*+m paratodo k& meN. (4)
Ahora consideremos el siguiente conjunto T :

T={mEN|m+n=n+m. paratodo €N } .

Por (3) setieneque 1e€T. Si m€T entonces, m* €T, puesto que:

(2) (2) (4)
m*+n = (m+n)*=m+m)* =n¥+m = an+m* ,

Por el axioma de induccion se tiene que T = N, estoes :

m+n = n+m para todo n, m€N (5)
Ejercicio 5. Demostrar que

n+ p=n+q implica ?=q.
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Solucién. Consideremos el conjunto :

W= 1{n€EN| n+p =n+q implica  p=¢q 1,

Por el axioma Ill se tiene que 1&w . (Noteseque I1+p=p*,1+q=q"

(por (1) ).

Si mew, entonces, n*€Ww. En efecto, supongamos que »* + p=n*+gq,

entonces :

L (2) N (2) .
(n+p)* = n*+p=n"+q=+q~ ,

y por el axioma [1ll] se tiene que »+p = n+q, luego p=q yaque n€ W. Esto

es, »* € W. Basta ahora aplicar el axioma de induccion .

Ejercicio 6 Demostrar que no existe pe N tal que
n=n+p.

Solucion. Si existieratal p se tendria

nel=n*=m+p)* =n+p*.
Por el Ejercicio 5 se obtiene que 1 = p* (absurdo por el axioma [IV]) .
Ejercicio 7. La adicidn es asociativa.
Solucion. Dados #, m fijos, considerar el conjunto T :
T={k€EN |(n+m)+k=n+(m+k) }.

Tenemos :
(3) 2 (2) (4) (3)

m+m+1=(n+m)* = n*+m=n+m* = n+m+l) ,

0 sea que 1€T.
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Si keT entonces, k*eT. Enefecto :

n+m)+ K= ((n+m+k)*=m+(m+k))*
=n+m+k)*=n+(m+ k),
Basta aplicar ahora el axioma de induccion.

Ejercicio 8. Sean », m dos niimeros naturales distintos, entonces existe un nii-

mero p tal que
(i) n=m+p 0
(i) m=n+p

En el primer caso decimos que » es mayorque m (6 m es menorque =) y
se nota »>m, enelsegundocaso m es mayorque n De estamanera se

puede establecer un ordenen IN.

Dado m fijo, sea
T={n€N | existeun p talque n=m+p, 6 m=n+ptUimi.

Si m#1, porel ejercicio 2 existeun p talque »* =m, oseaque I+p=m,

luegp 1€T. Si m=1, pordefinicion del conjunto T tenemosque 1€ T.

Ahora supongamos que »€ T . En el caso (i), tenemos :
n*=(m+p)* =m+p* ,luego »* €T .
En el caso(ii), si p=1 tenemos :
m=n+1=n*€T (pordefinicion del conjunto T) :

si p#1 existeunnimero ¢ talque g¢* =p, luego n=n+p=n+q*=n*+q,
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estoes, »*eT.

Sustraccion. Si » es mayor que m, existe un tnico nimero p» (ver Ejercicio

5) tal que :

Se escribe entonces

p=n-m . (6)
Ejercicio 9. Si n>m se tiene :

n+k >m+k paratodo k€N (7)

Sugerencia . Utilizar la ley conmutativa (Ejercicio 4) y la ley asociativa (Ejercicio

7) de la adicion .

Ejercicio 10. Suponiendo »>m, demostrar que :

i) (n-m)+k=(n+k)-m paratodo k€N
i) k-(n-m)=(k+m)-n Si k> (n-m).
ii) (m-m) -k=n-(m+ k) Si n-m>k.

Ejercicio 11. Un conjunto de nimeros naturales siempre posee un nimero minimo.
Demostracién. Sea A un conjunto de nimeros. Escogemos un nimero k€ A .
De los nimeros 1, 2, 3, ..., k podemos encontrar el primer nimero natural que
pertenece a A, el cual es el minimo de A.

Ejercicio 12. Sea p un nimero natural fijo. Dado ke IN existeun ne N

tal que
k<np.
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Demostracisn . Si p#1, tenemos kp>k. Si p=1, tenemos
(k+1).p=k+1 > k.

Ejercicio 13. Si k> p existe un nimero natural » tal que

np<k , Yy, (n+1)p >k.
Sugerencia. Sea A={meN|mp>k} . Elnimerominimo del conjunto A
(ver Ejercicio 11) es n+1.

Ejercicio 14. Si k>p existen =»,r€ N tales que

k=n.p +r 0<r<p).

Esta expresion es unica.

Sugerencia. Ejercicio 13.

Ejercicio 15. Un conjunto acotado de niimeros naturales siempre posee un.nimero
maximo.

Sugerencia. Si M esunacotade un conjunto A, entonces paratodo n€ A
se tiene #»<M. EIl conjunto :

B={M—n[n€A}

tiene un ndmero minimo, digamos m , entonces M-m es el maximo del conjunto
A.

Multiplicacion .

Andlogamente a la adicién, definimos ia multiplicaciéon como sigue

(i) Sea = cualquier nimero natural, entonces

Ixn=1en = n (1°)
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(ii) Sean m,n dos nimeros naturales, si el producto m . » esta definido enton -

ces definimos m* . » como sigue :

m*xn=m*en=(men)+n. (2°)
Ejercicio 16. Demostrar que :

Ixn = nxl (3%)

Sugerencia . Similar al ejercicio 2.
Ejercicio 17 . Demostrar que la multiplicacion es conmutativa .

Sugerencia . Demostrar primero la siguiente identidad :

nxm* =nx(m+1) = (nxm+n (4°)
Ejercicio 18 . Demostrar que :

nxp=nxq implica P=q.

Sugerencia. Similar al Ejercicio 5 .

Ejercicio 19 . Demostrar la ley distributiva :

i

i) (n+m) xk=mxk) +(mxk) , n mkecN

]

i) (n-m) x k (nx k) - (mx k) Si n>m.
Demostracion. i) Dados =»,m fijos, sea

T={kEN| (n+mxk =mxk) +(mxk) VoL

evidentemente se tiene que 16 T.

Si keT entonces, k*€e€T.
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En efecto :

(m+m) x B* =[(ns+m)xk]l+ (n+m)
=(nxk)+mxk)en+m=mxk*)+(mxk*)
Aplicando el axioma de induccidn se tiene que T = N .
Ejercicio 20 . Demostrar que la multiplicacion es asociativa, o sea que :
(nxm) xk =nx (mxk) paratodo »n,m,k€EN

Sugerencia. Similar al Ejercicio 7 .

Ejercicio 21. Dados dos nimeros naturales #,k, si existe un nimero natural p

tal que

se dice que » es unmultiplode %, 6 que & divide a », y se escribe :
k [ n.
Demostrar que si k|n y k#n entonces =n>k.

Solucion. Existe p# 1 tal que =»=kp, luego

1}

n=k((p-1)+1) =k(p-1)+k> k .

Ejercicio 22. Demostrar que 2 no dividea 3.

Solucién. Supongamos que 2|3, entonces existiria un nimero natural » tal

que 3 =2-p. Evidentemente p#1. Si p=2 setendria :
2.2=2-(1+1)=24+2=24+(14+1)=@2+1)+1=3+1 <3 (absurdo).

Si p>3 setendria :

2-p >p>3 (absurdo ).
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2. Numeros Quebrados .

Dados dos nimeros naturales » y k, no siempre existe un nimero natural x

tal que
E:x = n (ver Ejercicio 22) . (8°)

Para resolver esta clase de ecuaciones se inventaron los niimeros quebrados ; la
raiz de la ecuacion (8) es, *“‘por lo general ’’, un nimero quebrado (no entero) que

se denota por -;%

En el conjunto de los nimeros quebrados se define

(i) 24 = < Si ad = bc
5 11 akd )
(ii) 4, ¢ = ad+ bc
b d bd
(iii) E & alE
b d bd

7
donde a, b, c, 4 son numeros naturales.
Ejercicio 23. Demostrar que

= ac

a
b bc

Ejercicio 24. Comprobar que si

a = a y £ = C
b b’ d d
entonces
a ¢ _ a c’ a c = a c’
Ey i == ¢ =, S x = F = x =
s e T EXF LAY s 4. ¥R
Ejercicio 25. Demostrar que
1 a = £ impli £ = £ es un nimero quebrado ).
[1] Tt 2 implica 5 y ( x u q
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[2] ‘Z’ x y = ix y implica ‘Z’ = S (y es un nimero quebrado)
Ejercicio 26. Si bc > ad |, existe un nimero quebrado x tal que

cC _. a

€= a (9)

a b 7

Sugerencia. Comprob ar que

Se denota entonces

bC'ad )-
bd

oy
i

®
n

QUiIn
Sl ENY

El Ejercicio 26 nos sugiere que podemos establecer el siguiente orden entre los ni-

meros quebrados :

(iv) Si ad < bc entonces se escribe g < fi (y sedice que z—‘; es mayor
a
ue = ).
¢ b
Ejercicio 27 . Dados dos nimeros quebrados L; y Sd , demostrar que existe
un nimero quebrado y tal que
a C
a . = £ (10)
y Y T a .
Sugerencia. Tomar g =l Z i
Se escribe entonces :
y=C-bt - ¢, a (Divisién )
a-d d b '

Ejercicio 28 . Comprobar |a ley asociativa de la adicién, la ley asociativa de la

multiplicacion, y la ley distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicion,
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entre nimeros quebrados .

Ejercicio 29 . Se define 4” ( @ es un nimero quebrado, » es un nimero natural)

como sigue :

i a™l=g®ye (paratodo »nE€N )

Demostrar las siguientes identidades :

[1] an+m = aﬂxam
[2] al % = gl &l (si n>m)
[3] (an)m= an-m

Ejercicio 30 . Demostrar que no existe un numero quebrado x tal que

Demostracion. Si existiera un nimero quebrado «x tal que x2 =2, setendria

donde p,q son nimeros naturales que no tienen comin divisor, entonces

22 2

q) =2 esto es, p=2q2.

Luego ’pz es un numero par y por lotanto » es un numero par, digamos

p=2r (r esunnumero natural). Tenemos :

2 2
(2r) =24q° , estoes, 2 r°= q° ,

lo cual significa que » es un nimero par, pero esto es imposible yaque p y ¢

no tienen divisor comun alguno .
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3. Nimeros negativos y Cero .

El cero fue descubierto por los hindues, quienes ya en el Siglo VI tenian cono-
cimiento del cero como unndmero. Algunos historiadores atribuyen el descubrimien-
to del cero a la filosofia hindd en la que el universo vacio juega el papel de Dios en
la cultura occidental. EI cero posee las propiedades siguientes , (» es un nime-

ro quebrado ) :

La utilizacion sistematica de nimeros negativos comenzo apenas en el Siglo XVI

con Descartes (1596 - 1650).

Sean a4, b dos nimeros positivos, damos las siguientes reglas para la adi -

cion y multiplicacion de -« yde -4 :

) (-a)+(-b) =-(a+b)

¥ -(a-b) Si a>k
i) (-a)+b=b+(-a)={ b-a si a<b

0 Si a=
iii) ax(-b)=(-a)xb=-ab

V) (-@)x(-b) =ab,

Se observa que estas definiciones son bastante naturales si consideramos los

siguientes ejemplos.

i) Una persona tiene una deuda de 5 pesos (-5 pesos de capital) y otra deuda
de 3 pesos (-3 pesos de capital), entonces la deuda total es de 8 pesos (-8

pesos de capital), o sea que

(-5) +.(-3) =-8.
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ii) Una persona tiene 5 pesos en su bolsillo, si tiene una deuda de 3 pesos (-3
pesos de capital), al pagar su deuda le quedan 2 pesos, o sea que la sumade 5

y (-3) esiguala 2.

iii) Unreloj se atrasa 5 minutos diariamente, si decimos que el reloj se adelanta

(-5) minutos por dia, entonces en tres dias se atrasa 5 x 3 = 15 minutos, o sea

que e! reloj se adelanta (-15) minutos en 3 dias, asi que se tiene
(-5) x 3 =- 15

(iv) Si este reloj indica hoy la hora exacta, entonces hace tres dias (-3 dias des-

pués) el reloj debia estar adelantado en 15 minutos, esto es
(-5) x (-3) = 15.

Los nimeros quebrados positivos, los nimeros quebrados negativos y el cero
constituyen los llamados numeros racionales . Se acostumbra usar la letra Q

para denotar el conjunto de todos los nimeros racionales.

Nota. Los nimeros naturales, los nimeros naturales negativos y el cero constitu-
yen los [lamados mimeros enteros ; el conjunto de todos los nimeros enteros se

denota por la letra Z

4. Expresién de unnumero en el sistema decimal.

En la vida diaria, para expresar un nimero generalmente se usa la numeracion
decimal ; sin embargo no existe una razon légica para utilizar el nimero 10 como
base de la numeracion. Podemos utilizar cualquier nimero natural p (p # 1) co-
mo base de ia numeracién. En realidad, se usa siempre el sistema binario para el
mecanismo interno de los computadores y, ain en nuestra vida cotidiana, utilizamos

numeraciones en sistemas en bases diferentes a 10 ; por ejemplo
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1 hora = 60 minutos , 1 minuto = 60 segundos .

Sea » un nimero natural; por divisién ordinariade = por p (ver Ejerci-

cio 14) obtenemos :
i VR (05r1<p)

donde 7, es la parte entera del cociente Z 'y " es el residuo de la divi -
b

-

sion . Si 4,2 p ., dividimos Z, por p :

q1=q2°P+r2 (Ogr2<p).
asi sucesivamente :

42=q3p+r3 (05r3<p)

L= g per (0<r,<p).

Como #> q1 > q, > q3 >... , alcabo de algunos pasos se tendra un cociente

menor que p, digamos :

= o + 7 0<r <bp, < ) .
q q, +p S ? 7, 4
Reemplazando estas divisiones sucesivamente se obtiene :

2
n—q.p+r1 —(q2p+r2)-p+r1 —q2.p +r2»p+r1

1

=( r_ ) 2 r r = 3 r " r r
= k r A r Ash r T
qkp +k.p +k_1.p + o + 2p+1

Para abreviar esta escritura escribimos solamente los coeficientes de las potencias
de p como sigue :
n

=qkrle rk_l...rzrl
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asi obtenemos la expresion del nimero = en el sistema de base p.

En caso de

p =10, 3, 2 estas escrituras abreviadas se Ilaman numeraciones en sistema deci-

mal | sistema temario y sistema binario, respectivamente .
Ejemplo. EIl nimero **veintiuno’’ es
(2 x10) + 1 = 21 (sistema decimal )

En el sistema ternario tenemos :

7x3+@ ,

21 =

7=><3+ )
luego :

21= (2% 3% +(Ix3') + 0
0 sea .

21 (decimal) =210 (sistema ternario ) .

En el sistema binario tenemos :

21 = (0 x2) + [,
10=(5x2 + [9,
5 =(2x2) + [,

2 = ([ x2+[9 .

4
luego: 21 =(I1x2)+(0x22)+(Ux2%)+(0x2)+ 1, osea:

=10101 (binario)

21 (decimal)

Ejercicio 31. Expresar el nimero 5301 (base 6 en el sistema decimal y en el

sistema ternario.

78 5570 o 15 6 ) 4 10 il ) 400

Solucién . . 5301 (base 6)

1080 + 108 + 1 = 1189 (decimal ) .
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1189 (396 x 3) + 0J

396 (132 x 3) + 1]
132 (44 x 3) + @]
14 4 x 3 + O
4 ( 0J x 3 + 0J.
Por 10 tanto tenem os
1189 (decimal) = 1122001  (sistema  ternario ) .

°
Ahor a, estudiaremos la expresion de un ruimero quebrado utilizando la numera:-

un ruimero quebrada ; si n> m

cion en sistema de base p (p ¥ 1). Sea ;

per division ordinaria de n por m obtenemo s

n=mgq+ s (0$,70<m)
luego
° I, "o @
m a + m
donde el ruimero natural g es la parte entera del numero qtlebrado 7
Dividiendo pro por m
= - < < < <
proalmurl (O_rl m,O_al p)
donde a, es la parte entera de vy r1 es el residuo de la division.
m
lL.ue o' :
5 . oon @)
m P "

Si 71 ¥ 0, dividiendo prpor m se tiene

za m+tr

r
P 122

0 sea
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