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SISTEMAS NUMERICOS

YU TAKEUCHI

1. Numeros naturales.

Se usan los nimeros naturales, 1, 2, 3, .. . paraexpresar el numero de ele -
mentos de un conjunto, o para dar el orden de un determinado objeto en un conjunto.
Nadie sabe quién inventy los nimeros naturales; posiblemente los hombres sabian
contar en alguna forma mucho antes de que apareciera la historia escrita. Sin em-
bargo, los estudios sistematicos de los nimeros comenzaron hace menos de un si-

-

glo con G. Peano, quien establecié cinco axiomas para construirlos (1895); a saber:

[ 1] Uno es un nimero natural (6 mas estrictamente, el sistema de los nimeros na-

turales contiene un elemento especial llamado uno y notado 1).

(111 A un nimero natural » le corresponde otro mimero »* . Este nimero »* se

[lama el numero inmediatamente posterior a » .
(Nota: = es el nimero inmediatamente anterior a »*)

[1111 Dados dos nimeros naturales » y m, si »* =m* entonces n=m. (0

sea que la correspondencia en (I1) es uno a uno .)

[IV]No existe ningtin numero natural cuyo posterior sea 1 ; es decir, que 1 es el
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primer numero natural .

[V] Siunconjunto § de nimeros naturales satisface las siguientes condiciones:
(i) El nimero 1 pertenecea §.

(i) Si » pertenecea S entonces »* pertenecea .
Entonces § contiene a todos los nimeros naturales .

La condicion [V] se conoce con el nombre de **axioma de induccion’’, y jue-
Y

ga papel principal en las demostraciones por induccion matematica.

El nimero inmediatamente posterior a I (uno), es decir, 1*, se denota 2, el
nimero inmediatamente posterior a 2, es decir 2%, se denota 3, etc.; asi sucesiva-
mente se obtiene el sistema de todos los nimeros naturales, el cual se designa con

la letra IN.

Comentario.

Es absurda la discusion acerca de la inclusion o no del numero cero en el sis-
tema de los nimeros naturales. Los nimeros naturales que comienzan en uno han
sido utilizados por los hombres desde hace mas de cinco mil afios, en cambio el
descubrimiento del cero como nimero fue muy reciente. Peano axiomatizo la intui-

cion humana que ain los cavernicolas tenian para contar : uno es el primero, uno

y uno es dos, dos y uno es tres, tres y uno es cuatro, ... : asi se forman todos
los nimeros.
Ejercicio 1. Los nimeros 1, 2, 3, ... ; abarcan la totalidad de IN.

A partir de los cinco axiomas de Peano se pueden definiren IN las operacio-

nes conocidas como adicién, multiplicacién, sustraccion, potenciacion .

Adicion.

(ii) Sea = cualquier nimero natural; definimos la sumade 1 y » como sigue:

138



1+n=n* (el nimero inmediatamente posteriora » ) (1)

(ii) Sean »,m dos nimeros naturales; si lasuma m+n» esta definida, entonces de-

finimos la suma m* +» asi

m*+n = (m+n)* . (2)
A continuacién, veremos que la adicion esta definida entre dos nimeros cualesquie -
raen IN .

Dado un nimero = fijo, sea § el conjunto de todos los nimeros naturales

m, tales que m+n esta definida :
S={meN| 0 m+n estadefinida }.

De (1) setieneque 1€S. De(2),si mes entonces m*€s  Luego por el
axioma.de induccion, se tiene que S = NN
Ejercicio 2. Demostrarque n+1=n* (=1+n) (3)
Solucién. Sea S={neN|n+1=nx*} entonces 1&s (por (1)) Si
n &S entonces

n¥+1=m+ D*=m*)*

o

oseaque »*eS. Porel axiomade induccion se tiene que § = N.

Ejercicio 3. Sea n€IN, si »# 1, demostrar que existe un nimero natural

m tal que
m*=n (es decit m+1=n).
Solucién. Sea S={n€N| existe m talque »*=n} U{1}.

Evidentemente 1€S. Si »€S entonces »* €S, yporelaxiomade induc-

cion se tieneque S =N.
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Ejercicio 4. Demostrar que la adicién es conmutativa .

Solucién . Dado un nimero natural fijo m , consideremos el conjunto § :
S={kEN |k+m*=k¥+m} ,

Entonces :

Fem=(l+m*=m+1)¥=m*+1=14+m*
(por (2)) (por (3) ) (por (2) ) (por (3)) .

oseaque 1€S5. Si kes entonces :
(2) 2)
Evm® = (k+m*)* = (*+m)* =)+ m,

estoes, k*€s . Porel axioma de induccion se tieneque S =N, o sea

que :

k+m*=k*+m paratodo k& meN. (4)
Ahora consideremos el siguiente conjunto T :

T={mEN|m+n=n+m. paratodo €N } .

Por (3) setieneque 1e€T. Si m€T entonces, m* €T, puesto que:

(2) (2) (4)
m*+n = (m+n)*=m+m)* =n¥+m = an+m* ,

Por el axioma de induccion se tiene que T = N, estoes :

m+n = n+m para todo n, m€N (5)
Ejercicio 5. Demostrar que

n+ p=n+q implica ?=q.
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Solucién. Consideremos el conjunto :

W= 1{n€EN| n+p =n+q implica  p=¢q 1,

Por el axioma Ill se tiene que 1&w . (Noteseque I1+p=p*,1+q=q"

(por (1) ).

Si mew, entonces, n*€Ww. En efecto, supongamos que »* + p=n*+gq,

entonces :

L (2) N (2) .
(n+p)* = n*+p=n"+q=+q~ ,

y por el axioma [1ll] se tiene que »+p = n+q, luego p=q yaque n€ W. Esto

es, »* € W. Basta ahora aplicar el axioma de induccion .

Ejercicio 6 Demostrar que no existe pe N tal que
n=n+p.

Solucion. Si existieratal p se tendria

nel=n*=m+p)* =n+p*.
Por el Ejercicio 5 se obtiene que 1 = p* (absurdo por el axioma [IV]) .
Ejercicio 7. La adicidn es asociativa.
Solucion. Dados #, m fijos, considerar el conjunto T :
T={k€EN |(n+m)+k=n+(m+k) }.

Tenemos :
(3) 2 (2) (4) (3)

m+m+1=(n+m)* = n*+m=n+m* = n+m+l) ,

0 sea que 1€T.
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Si keT entonces, k*eT. Enefecto :

n+m)+ K= ((n+m+k)*=m+(m+k))*
=n+m+k)*=n+(m+ k),
Basta aplicar ahora el axioma de induccion.

Ejercicio 8. Sean », m dos niimeros naturales distintos, entonces existe un nii-

mero p tal que
(i) n=m+p 0
(i) m=n+p

En el primer caso decimos que » es mayorque m (6 m es menorque =) y
se nota »>m, enelsegundocaso m es mayorque n De estamanera se

puede establecer un ordenen IN.

Dado m fijo, sea
T={n€N | existeun p talque n=m+p, 6 m=n+ptUimi.

Si m#1, porel ejercicio 2 existeun p talque »* =m, oseaque I+p=m,

luegp 1€T. Si m=1, pordefinicion del conjunto T tenemosque 1€ T.

Ahora supongamos que »€ T . En el caso (i), tenemos :
n*=(m+p)* =m+p* ,luego »* €T .
En el caso(ii), si p=1 tenemos :
m=n+1=n*€T (pordefinicion del conjunto T) :

si p#1 existeunnimero ¢ talque g¢* =p, luego n=n+p=n+q*=n*+q,
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estoes, »*eT.

Sustraccion. Si » es mayor que m, existe un tnico nimero p» (ver Ejercicio

5) tal que :

Se escribe entonces

p=n-m . (6)
Ejercicio 9. Si n>m se tiene :

n+k >m+k paratodo k€N (7)

Sugerencia . Utilizar la ley conmutativa (Ejercicio 4) y la ley asociativa (Ejercicio

7) de la adicion .

Ejercicio 10. Suponiendo »>m, demostrar que :

i) (n-m)+k=(n+k)-m paratodo k€N
i) k-(n-m)=(k+m)-n Si k> (n-m).
ii) (m-m) -k=n-(m+ k) Si n-m>k.

Ejercicio 11. Un conjunto de nimeros naturales siempre posee un nimero minimo.
Demostracién. Sea A un conjunto de nimeros. Escogemos un nimero k€ A .
De los nimeros 1, 2, 3, ..., k podemos encontrar el primer nimero natural que
pertenece a A, el cual es el minimo de A.

Ejercicio 12. Sea p un nimero natural fijo. Dado ke IN existeun ne N

tal que
k<np.
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Demostracisn . Si p#1, tenemos kp>k. Si p=1, tenemos
(k+1).p=k+1 > k.

Ejercicio 13. Si k> p existe un nimero natural » tal que

np<k , Yy, (n+1)p >k.
Sugerencia. Sea A={meN|mp>k} . Elnimerominimo del conjunto A
(ver Ejercicio 11) es n+1.

Ejercicio 14. Si k>p existen =»,r€ N tales que

k=n.p +r 0<r<p).

Esta expresion es unica.

Sugerencia. Ejercicio 13.

Ejercicio 15. Un conjunto acotado de niimeros naturales siempre posee un.nimero
maximo.

Sugerencia. Si M esunacotade un conjunto A, entonces paratodo n€ A
se tiene #»<M. EIl conjunto :

B={M—n[n€A}

tiene un ndmero minimo, digamos m , entonces M-m es el maximo del conjunto
A.

Multiplicacion .

Andlogamente a la adicién, definimos ia multiplicaciéon como sigue

(i) Sea = cualquier nimero natural, entonces

Ixn=1en = n (1°)
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(ii) Sean m,n dos nimeros naturales, si el producto m . » esta definido enton -

ces definimos m* . » como sigue :

m*xn=m*en=(men)+n. (2°)
Ejercicio 16. Demostrar que :

Ixn = nxl (3%)

Sugerencia . Similar al ejercicio 2.
Ejercicio 17 . Demostrar que la multiplicacion es conmutativa .

Sugerencia . Demostrar primero la siguiente identidad :

nxm* =nx(m+1) = (nxm+n (4°)
Ejercicio 18 . Demostrar que :

nxp=nxq implica P=q.

Sugerencia. Similar al Ejercicio 5 .

Ejercicio 19 . Demostrar la ley distributiva :

i

i) (n+m) xk=mxk) +(mxk) , n mkecN

]

i) (n-m) x k (nx k) - (mx k) Si n>m.
Demostracion. i) Dados =»,m fijos, sea

T={kEN| (n+mxk =mxk) +(mxk) VoL

evidentemente se tiene que 16 T.

Si keT entonces, k*€e€T.
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En efecto :

(m+m) x B* =[(ns+m)xk]l+ (n+m)
=(nxk)+mxk)en+m=mxk*)+(mxk*)
Aplicando el axioma de induccidn se tiene que T = N .
Ejercicio 20 . Demostrar que la multiplicacion es asociativa, o sea que :
(nxm) xk =nx (mxk) paratodo »n,m,k€EN

Sugerencia. Similar al Ejercicio 7 .

Ejercicio 21. Dados dos nimeros naturales #,k, si existe un nimero natural p

tal que

se dice que » es unmultiplode %, 6 que & divide a », y se escribe :
k [ n.
Demostrar que si k|n y k#n entonces =n>k.

Solucion. Existe p# 1 tal que =»=kp, luego

1}

n=k((p-1)+1) =k(p-1)+k> k .

Ejercicio 22. Demostrar que 2 no dividea 3.

Solucién. Supongamos que 2|3, entonces existiria un nimero natural » tal

que 3 =2-p. Evidentemente p#1. Si p=2 setendria :
2.2=2-(1+1)=24+2=24+(14+1)=@2+1)+1=3+1 <3 (absurdo).

Si p>3 setendria :

2-p >p>3 (absurdo ).
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2. Numeros Quebrados .

Dados dos nimeros naturales » y k, no siempre existe un nimero natural x

tal que
E:x = n (ver Ejercicio 22) . (8°)

Para resolver esta clase de ecuaciones se inventaron los niimeros quebrados ; la
raiz de la ecuacion (8) es, *“‘por lo general ’’, un nimero quebrado (no entero) que

se denota por -;%

En el conjunto de los nimeros quebrados se define

(i) 24 = < Si ad = bc
5 11 akd )
(ii) 4, ¢ = ad+ bc
b d bd
(iii) E & alE
b d bd

7
donde a, b, c, 4 son numeros naturales.
Ejercicio 23. Demostrar que

= ac

a
b bc

Ejercicio 24. Comprobar que si

a = a y £ = C
b b’ d d
entonces
a ¢ _ a c’ a c = a c’
Ey i == ¢ =, S x = F = x =
s e T EXF LAY s 4. ¥R
Ejercicio 25. Demostrar que
1 a = £ impli £ = £ es un nimero quebrado ).
[1] Tt 2 implica 5 y ( x u q
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[2] ‘Z’ x y = ix y implica ‘Z’ = S (y es un nimero quebrado)
Ejercicio 26. Si bc > ad |, existe un nimero quebrado x tal que

cC _. a

€= a (9)

a b 7

Sugerencia. Comprob ar que

Se denota entonces

bC'ad )-
bd

oy
i

®
n

QUiIn
Sl ENY

El Ejercicio 26 nos sugiere que podemos establecer el siguiente orden entre los ni-

meros quebrados :

(iv) Si ad < bc entonces se escribe g < fi (y sedice que z—‘; es mayor
a
ue = ).
¢ b
Ejercicio 27 . Dados dos nimeros quebrados L; y Sd , demostrar que existe
un nimero quebrado y tal que
a C
a . = £ (10)
y Y T a .
Sugerencia. Tomar g =l Z i
Se escribe entonces :
y=C-bt - ¢, a (Divisién )
a-d d b '

Ejercicio 28 . Comprobar |a ley asociativa de la adicién, la ley asociativa de la

multiplicacion, y la ley distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicion,
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entre nimeros quebrados .

Ejercicio 29 . Se define 4” ( @ es un nimero quebrado, » es un nimero natural)

como sigue :

i a™l=g®ye (paratodo »nE€N )

Demostrar las siguientes identidades :

[1] an+m = aﬂxam
[2] al % = gl &l (si n>m)
[3] (an)m= an-m

Ejercicio 30 . Demostrar que no existe un numero quebrado x tal que

Demostracion. Si existiera un nimero quebrado «x tal que x2 =2, setendria

donde p,q son nimeros naturales que no tienen comin divisor, entonces

22 2

q) =2 esto es, p=2q2.

Luego ’pz es un numero par y por lotanto » es un numero par, digamos

p=2r (r esunnumero natural). Tenemos :

2 2
(2r) =24q° , estoes, 2 r°= q° ,

lo cual significa que » es un nimero par, pero esto es imposible yaque p y ¢

no tienen divisor comun alguno .
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3. Nimeros negativos y Cero .

El cero fue descubierto por los hindues, quienes ya en el Siglo VI tenian cono-
cimiento del cero como unndmero. Algunos historiadores atribuyen el descubrimien-
to del cero a la filosofia hindd en la que el universo vacio juega el papel de Dios en
la cultura occidental. EI cero posee las propiedades siguientes , (» es un nime-

ro quebrado ) :

La utilizacion sistematica de nimeros negativos comenzo apenas en el Siglo XVI

con Descartes (1596 - 1650).

Sean a4, b dos nimeros positivos, damos las siguientes reglas para la adi -

cion y multiplicacion de -« yde -4 :

) (-a)+(-b) =-(a+b)

¥ -(a-b) Si a>k
i) (-a)+b=b+(-a)={ b-a si a<b

0 Si a=
iii) ax(-b)=(-a)xb=-ab

V) (-@)x(-b) =ab,

Se observa que estas definiciones son bastante naturales si consideramos los

siguientes ejemplos.

i) Una persona tiene una deuda de 5 pesos (-5 pesos de capital) y otra deuda
de 3 pesos (-3 pesos de capital), entonces la deuda total es de 8 pesos (-8

pesos de capital), o sea que

(-5) +.(-3) =-8.
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ii) Una persona tiene 5 pesos en su bolsillo, si tiene una deuda de 3 pesos (-3
pesos de capital), al pagar su deuda le quedan 2 pesos, o sea que la sumade 5

y (-3) esiguala 2.

iii) Unreloj se atrasa 5 minutos diariamente, si decimos que el reloj se adelanta

(-5) minutos por dia, entonces en tres dias se atrasa 5 x 3 = 15 minutos, o sea

que e! reloj se adelanta (-15) minutos en 3 dias, asi que se tiene
(-5) x 3 =- 15

(iv) Si este reloj indica hoy la hora exacta, entonces hace tres dias (-3 dias des-

pués) el reloj debia estar adelantado en 15 minutos, esto es
(-5) x (-3) = 15.

Los nimeros quebrados positivos, los nimeros quebrados negativos y el cero
constituyen los llamados numeros racionales . Se acostumbra usar la letra Q

para denotar el conjunto de todos los nimeros racionales.

Nota. Los nimeros naturales, los nimeros naturales negativos y el cero constitu-
yen los [lamados mimeros enteros ; el conjunto de todos los nimeros enteros se

denota por la letra Z

4. Expresién de unnumero en el sistema decimal.

En la vida diaria, para expresar un nimero generalmente se usa la numeracion
decimal ; sin embargo no existe una razon légica para utilizar el nimero 10 como
base de la numeracion. Podemos utilizar cualquier nimero natural p (p # 1) co-
mo base de ia numeracién. En realidad, se usa siempre el sistema binario para el
mecanismo interno de los computadores y, ain en nuestra vida cotidiana, utilizamos

numeraciones en sistemas en bases diferentes a 10 ; por ejemplo
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1 hora = 60 minutos , 1 minuto = 60 segundos .

Sea » un nimero natural; por divisién ordinariade = por p (ver Ejerci-

cio 14) obtenemos :
i VR (05r1<p)

donde 7, es la parte entera del cociente Z 'y " es el residuo de la divi -
b

-

sion . Si 4,2 p ., dividimos Z, por p :

q1=q2°P+r2 (Ogr2<p).
asi sucesivamente :

42=q3p+r3 (05r3<p)

L= g per (0<r,<p).

Como #> q1 > q, > q3 >... , alcabo de algunos pasos se tendra un cociente

menor que p, digamos :

= o + 7 0<r <bp, < ) .
q q, +p S ? 7, 4
Reemplazando estas divisiones sucesivamente se obtiene :

2
n—q.p+r1 —(q2p+r2)-p+r1 —q2.p +r2»p+r1

1

=( r_ ) 2 r r = 3 r " r r
= k r A r Ash r T
qkp +k.p +k_1.p + o + 2p+1

Para abreviar esta escritura escribimos solamente los coeficientes de las potencias
de p como sigue :
n

=qkrle rk_l...rzrl
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asi obtenemos la expresion del nimero = en el sistema de base p.

En caso de

p =10, 3, 2 estas escrituras abreviadas se Ilaman numeraciones en sistema deci-

mal | sistema temario y sistema binario, respectivamente .
Ejemplo. EIl nimero **veintiuno’’ es
(2 x10) + 1 = 21 (sistema decimal )

En el sistema ternario tenemos :

7x3+@ ,

21 =

7=><3+ )
luego :

21= (2% 3% +(Ix3') + 0
0 sea .

21 (decimal) =210 (sistema ternario ) .

En el sistema binario tenemos :

21 = (0 x2) + [,
10=(5x2 + [9,
5 =(2x2) + [,

2 = ([ x2+[9 .

4
luego: 21 =(I1x2)+(0x22)+(Ux2%)+(0x2)+ 1, osea:

=10101 (binario)

21 (decimal)

Ejercicio 31. Expresar el nimero 5301 (base 6 en el sistema decimal y en el

sistema ternario.

78 5570 o 15 6 ) 4 10 il ) 400

Solucién . . 5301 (base 6)

1080 + 108 + 1 = 1189 (decimal ) .
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1189 = (396 x 3) +
395 WU 9 § [0
132 = (44 x 3) + (9]
4 = (4 x 3)+ (2
« =([@x»+ [.

Por lo tanto tenemos :

1189 (decimal) = 1122001 (sistema ternario) .
a

Ahora, estudiaremos la expresion de un nimero quebrado utilizando la numera:-

cion en sistemade base p (p # 1) . Sea un nimero quebrado ; si 7> m

SRR

(%]

por division ordinaria de » por m obtenemo

n=mgq+ 7 (07, <m)

o
luego :
n o _ "o 5 (1)
m 1t %
donde el nimero natural ¢ es la parte entera del mumero quebrado 2
Dividiendo pr, por m :
pro=a ,m+r, (0_<_r1<m,0_<_a1<p)
br, . o ie e
donde a, es la parte enterade — , y s es el residuo de la division.
m
Luego :
..rg = 2 + _1:_1_ . (2)
m 4 pm

Si r; #0, dividiendo pr, por m se tiene
= 0
prl a,m+71, (0_<_72<m, S”2<P) ;

0 sea :
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(3)

Reemplazando (3) en (2) :

r a a T
-mi e AN -—2} P (4)
bt Pm
Asi sucesivamente, si r, # 0 se tiene
r a a a r
7?'=_1+-§+%+ 3 O<r <m, 0<a; <p).
A L :
En general
r a a a a r
_7%=$1.+ AR P S ) (5)
p3 75, P
donde a;,a,,... , @, no son negativos y son menores que p, 0 <7y <m.

Si para algin % se llega a tener r, = 0 obtenemos entonces :

r a a a a

0 1 2 3 k

— = — —_— e oo — 6

m 7 t—2t 3 ¢ + =3 (6)
p b v -

Abreviadamente la expresion (6) se denota como sigue

r
0 o
= =0.aa,a . .. a, (base p) . (7)

Si r, # 0 paratodo k, antes de realizar m veces las divisiones sucesivas

se repetira alguno de los residuos obtenidos anteriormente, puesto que los nimeros

Tgs» Ty»Tys«++ SONMENOTES que m digamos
r4

(j+1<m).

155



En tal caso :

asi

sucesivamente tenemos :

a. _=a, a _=a, s e, @, = a,
i+2  j+l+2 , j+3  j+l+3 j+1 j+21

Por lo tanto, se repiten los nimeros a, ., a, _,...,a, en forma ciclica,
, j+17 je2 i+l
y obtenemos la expresion de —mg como sigue :
ro 0
L=0.a.a,...a.a, . a, ...ad., od. ... @, o d, ... d e.. . (8)
» 172 jj+1 j+2 i+l j+1 j+l, i+l i+l
=~ ~ d =Y

Esta expresiénde un nimero quebrado se Ilama expresion ciclica en el siste-
. d, ... 4, constituyen la parte cicli-
j+1 7j+2 i+l y P

ca de la expresion ; se acostumbra denotar (8) como sigue :

ma de base p, y los nimeros a

a....%3, a a ve. a 9)
12 ioi+l j+2 i+l
indicando que la parte que esta entre los dos puntos se repite periédicamente .

Ejemplo 2. Expresemos % en el sistema decimal (p=10).

@x 10 = x 7.+Q9 (’71—=1'l<7+7><310)
3 10 = x 7+ (7i= TfT +7>jo

2510 = @ x 7 +(9) (’7£=i2'0— 7x610
6510 =1 x 7+0 (76'27%+7>f10)
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45 5] dw 3 5
: :/f.._/—j—-jj"t@ 7510 " T
|j 5 .7 1
5 10 = 7 7 + (2= L0
/® 77w
= 1 1 3
1 x 10 = 1 7 + (-8 S
/X/“” 7 10 * 7 x 10

En la sexta division se obtiene I como residuo, es decir, el nimero que apa-

recio en el primer paso. Por lo tanto :

L= 0., 142857 142857 142857 14
7 — —\— ————r [y
= 0. 142857

Ejercicio 32. Expresar -;- en el sistema ternario (»p=3).

@x3=Tx7+@

2 x 3

I
S
X
~
+

)

Z.=0.10210 10210 102 ... = 0. 10210 (base 3)
3 o~ —— — "
Ejemplo 3. Expresar % en el sistema decimal
Ox 10=3x3+@

1°:10 = 3 x 3 +Q@

]
S
W e

1
— = 0. 3333
3

Estoes :
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3 10 30 30
—;_z% +1%0"‘300 =0+ 55
etc.
O seaque 0.3 es laaproximacion de é tomando hasta el primer decimal, 0. 33

es la aproximacion de é considerando hasta el segundo decimal, mas generalmen-

1

0.33 . .. . » 1 . e .
te, 33 3 es la aproximacion de 3 considerando hasta »-ésimo deci

n
mal, y los errores de estas aproximaciones son :

1 1 1 1

3000 © T 7 3x107

respectivamente . Cada vez que aumente el nimero de decimales el error de las

aproximaciones disminuye y Se acerca a cero, o sea que los nimeros

0.3, 0.33 , 0.333, 0.3333 ,

van acercandose al valor verdadero —13- . En otras palabras, el nimero quebrado

-3!- es el limite de la sucesion :

{0.3, 033, 0333,...,0.33...3, ... } .
—

n L}

Nota. Suponemos que el lector sabe muy bien lo que es una sucesion , y lo que es

el limite de una sucesién.

Sabemos ya que cualquier nimero quebrado puede ser expresado como un nime-

ro decimal ciclico ; reciprocamente se puede demostrar que cualquier nimero deci -
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mal ciclico es una expresion de algtin nimero quebrado .

Demostracion . 0. by by...0b ‘;1 ay...a;

= O'bl"'bkal“Z"’“l ajay...ap dypdy... dp ..

L e

1° ciclo 29 ciclo 3% ciclo
0.a,a a 0.a,a a
- 1 +@1@y... 4] capay ... ap o}
=0, b;by..iby+ $0. ajdy ... ) + ———t—" 4 +
1i%2 k )3 172 /
10 101 102[
O.alaz... a; 1 1
= 0.byby. .. byt k § 1 4 mee  coops 86 . |
10 101 1021
0.a,ar... a 1
= 0.b,by... by + 172 ! -~ ¥
172 k k 1
10 g 2t g -
10!

Nota. Suponemos que el lector conoce muy bien la suma total de una serie geomeé-

trica:

1}

1+r+72+r3+--- -1—1—, Si -1 <r<l1
-7

Ejercicio 33. Expresar el nimero decimal ciclico 0.a = 0. aaaa... enfor-
ma de ndmero quebrado y comprobar que |a expresion decimal del nimero quebrado
asi obtenido es igual a 0.a.

a a

Solucion. 0.a =0.aaa... = o g - § i
10 100 1000
4018 1 di 42 G 1 a
= =114+ — (=) +ese]= e —m—=—
10[ 10 " 10 =10 L 9
10
Tenemos :

10 (@ =9a +( (0<a<10)
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luego :
—;-=0.aaa... = 0.a .

]
~

Notese que si a=9 setiene que 0.999 ...

Observacién . Cualquier mimero decimal finito puede expresarse en forma decimal

ciclica con parte ciclica 9, osea :

o.blbzg..bk=0.b1b2...(bk'1)9 (bk?‘O),
por ejemplo
0.319 = 0.31999 ... = 0.32.
El nimero 0.32 puede ser notado por 0.32000... = 0. 320 ; por lo tanto tene-
32

mos dos expresiones ciclicas del mismo nlimero e
5. Numeros decimales no-ciclicos.

Las expresiones decimales no-ciclicas, por ejemplo :

0.1010010001000010 . .. ..
1.41421356 « « « . .
2.7182818 ...

no representan nimeros quebrados, o sea que la sucesion de numeros :
{1, 1.4,1.41, 1.414, 1.4142, . .

no se *‘acerca’’ a un nimero quebrado. ; qué representa entonces la escritura
1.41421...7> Esconveniente entonces ampliar el concepto clasico de numero :
decimos que toda expresion decimal no ciclica también es un nimero; estos nime-
ros (positivos 6 negativos) se Ilaman numeros irracionales . Los nimeros raciona-

les ¢ irracionales se |laman numeros reales, asi que un nimero real es una expre-
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sion decimal. El conjunto de todos los nimeros reales se denota por R . En
R se pueden definir las operaciones de adicién y sustraccion como la suma 6 di-
ferencia de dos expresiones decimales en la forma acostumbrada. También, pode-
mos establecer un orden (<, 6 ,>)en R, yhablarde laconvergenciao di-

vergencia de una sucesion de nimeros reales.

Ejemplo 4. Dados dos nimeros cuya expresion decimal no es finita :
a=a,-ajayaz... , b=b0-b1b2b3... )

tenemos que a> 5 si a, (laparte entera de a) > b, (laparte entera de b),

6, a,=b, pero a;>b;, y, asi sucesivamente, es decir :

a,=b,, a;=by,...,ap 1=by 1, Pero a>b, (para algin k).

Tenemos la siguiente propiedad

Teorema 1. Cualquier sucesion creciente y acotada de mimeros reales tiende a
un mimero real.

Demostracion. Sea
(n) (n) (n) (n)
{age ap ay azg..... y =123, 4005 (2)

una sucesion creciente y acotada, entonces la sucesion formada por las partes en-

(n) o Fkings
teras de (2), { a, yn=1,23,... } es acotada, luego esta sucesion tiene
un maximo (ver Ejercicio 15) :

(N,) .
bo=aoo=maximo {ao(”),n=1, 2535 N

La sucesion | a((f), ao(z) , “0(3) , ...} escreciente y por lo tanto :

(N,)

aé”) = a =Y, (paratodo »> N, ).

o
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La sucesion formada por laprimera cifra decimal de cada niimero :

(n)

ta 9 7= Ny, N,

es creciente y acotada ; sea

b; = a; = mdximo {a; ,n>N_} ,

tenemos :
(n) (N7) _

a; =a b, (paratodo »> N;).

(n)

La sucesion formada por la segunda cifra decimal de cada nimero, {a, = }, es

creciente a partirde N, -ésimo término; sea

(N
by =a, 2 = mdximo | az(n), n> N; b
luego :
(m)  (Np)_
ay =a, °= b, (paratodo »>N,).

Prosiguiendo de la misma manera vemos que |a expresion decimal
bye by by b3. .

es el limite de la sucesion (2) .

2
Ejemplo 5. Observemos la sucesion iT”———— il
[/ |
2
1 1
n=1 = = = 0.50000. ..
) 1241 2
2
n=2, 2~ -4 - 0.80000 ...
22,1 5
2
n=3, 3~ -2 = 0.90000 ...
32,1 10
2
n=4, =18 - 0.04117 ...
4% pndd
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n=735,
n=6
n =17,
n=28,
n=9,
n =10

5241 26
62 _ 36 _
62+1 37
72 — _4_9 =
72+1 50
82 _ 64 _
82+1 65
92 _ 81 _
92+ 1 8

102

0.96153
0.97297 ...
0.98000 . .
0.9846l1
0.98780 . ..

= 100 - 4.99099
101

La sucesion obtenida tomando |a la. cifra decimal de cada numero es

que es creciente y sumaximoes 9. (N;=2, b;=9).

La sucesion formada por la 2a. cifra decimal de cada nimero es

{8,9,9,9,

{0,004678,8,9,

que es creciente a partir del N, (=2)-ésimo término, y su maximo es 9. Asi

pues el limite de la sucesion dada es

Ejercicio 34.

acotada :

0.99 ...

La sucesion: {1+

?ffM:

L.
1 k!

2. 000000

2.500000

n=

1,2, 3iau

-

es creciente y
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1+ L L, L = 2.666666

1,1 .1 = 2908333

1+ d sovipo L= 271666600
17 2 5!

ST R | = 2.718055
1/ 6!
i 1 _

1+ L 40004 L = B,718253
1! 7!

Y (i = 2.718277
1! 8!
1 1 y

I 4 L pogssaink = 2.718279
1/ 9!
1 1 -

1 o e o 6% & e = 2,718281 ... , . etc:
1/ 10!

La sucesion formada por los nameros de la parte entera es :

| ' 2,°%. 2, b, Ny=1 | b,=mix{2,2,...
La sucesion formada por las primeras cifras decimales es
{1 0,5,6,7,7,7,7, ...},

que es creciente y tenemos

La sucesion formada por las segundas cifras decimales es :

?@@@@@

to,0,60,1,1,1,1, ... 1},

1A

n



la cual es creciente a partir del N, (=4) ésimo término con

@0 0

by, = mdximo ffo,ant,; . .l l, Ny=35

La sucesion formada por las terceras cifras decimales es

Q00 B®|006O0

to,0,6,8,[]6,8,8, ... 1},

y es creciente a partir del N, (=5) ésimo término,

O CRONC

b3=ma’x{6,8,8,8,...§=8, N3 =6.

La sucesion formada por Ias cuartas cifras decimales es :

®00B®O0GOABO

t 0 0,6 ,30, 6,010,242, 2,004 ks

y es creciente a partir del N3(=6) ésimo término ;

@000

b4=ma'x{0,2,2,2,...!=2 » Ny =7

Asi pues, la sucesion converge al limite :
bl.bl\b2b3b4 = 2, 7182 vanginis "

Ejercicio 35. Demostrar que cualquier sucesién de niumeros reales, decrecien-
te y acotada inferiormente converge a un nimero real.
Ejercicio 36 . Un nimero real «x, no-negativo, es cero si x es menor que

cualquier nimero racional positivo .

Demostracion. Sea «x = Xpe X X3 X3 w00 Xp oo oo o . Entonces
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0 yaque x <1 (oseaque «x,<1).

X =
o
x; =0 yaque «x<O0.!I (oseaque «x; <1).
En general, x,=0 yaque x<0.00...1I (oseaque x, < 1). Asi,
——~—~——
se tiene que v
x=0.00 ... 0 ... = 0 .

Ejercicio 37 . Dado un nimero irracional x, siempre existe una sucesion cre-

ciente de numeros racionales que tiende a «x .

Sugerencia . Sea x = xo XNy N . 3§

considérese la sucesion

B . .
UXg o Xp Xy oae X,
Observese que

o ) s Lo . 1
()..\-.\(),.xl,\z,,u:t"(\—lﬁ s 0 (n >0 ).

Ejercicio 38. Sea e el limite de la sucesion del Ejercicio 34 :

[. (1 'S“” 1 ) Yoo 1

e = mm + 2L L e = t P _——

7 > 00 k=1 7, k=1 k!

Demostrar que e es irracional .
n

Solucién . Sea S,=14+ ,\;k ] 7:— entonces, para » > 10, tenemos
p !

0<e=s = 4. , _1 ! .

n + +
(n+1)! (ny2)! (n+3)!

] 1 Vit s it 5051 %
n! (n+1) ny2 (n+2) (n+3)
P SNOURY S o 17 Foeee
12.n! 10 10%
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luego : 1
O<een!—3S_.n! <-= . (3)
n 10

El ndmero §,.»/ esunnlmero natural ya que S, es un nimero racional con
denominador /. Si e fueraun nimero racional , e-»/ seria un nimero na-
turai para » suficientemente grande, por lo tanto, en/—S, »/ seria un nime-

ro entero, esto es imposible ya que no existe un nimero entero entre 0 'y %.
n

Usando el teorema 1y el Ejercicio 37 es facil definir la multiplicacion en IR co-

mo sigue :
Sean XTX o XpXyx3.o.., Y= Yo Y1Y2Y3
Se define :
xoy=lim (x .xpxy.0 0.0 %, )0y, ¥ 55 .. V! (4)
n soe :

Ejercicio 39 . Demostrar que existe un nimero real x>0 tal que
x2=2 (Ver Ejercicio 30) .
vailil o 24 2
Solucién. Como 1°=1 <2, (1+1)*=4>2,,
Sea x_=1. Tenemos asi

(1.4°%=1.96 <2, (1.5 =2.25>2 ,

Sea
x; =4 , etc.
En general, suponemos que hemos determinado los valores de  x, x;,..., x, ta-
les que
2
(x,. Xp X5 oo x, )" <2,
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(xo. XpXg oo Xyt —1-—-)2> 2

107]
Podemos determinar By B de tal manera que :
(x .« x;x X X )2 < 2
) o 1 2 2 o o 4 ,I n+1 ’
o " 1 2
(XOOAIAZ""\H'Y"%-I*-W) > 2
Sea x=lim (x,* x; x5...x,) , entonces x2= lim (x,-x7%5. ..x")ZSZ.
7 - 00 n->00
Pero: g 1 .2
. . .
< ﬂt_r'n“ (xo Xp Xy oo X+ r o
= /i . x 2 o ¢ A7 =32
1{1_;%[(:(0 Kpeowx,)° + 10”“0 X1 on e XJH 7 X<
Por lo tanto se tiene que
x2 =2
Ejercicio 40. Demostrar que log;,2 = 0. 3010299956 ... esun niimero irra-

cional .

Solucion. Supongamos que log;,2 fueraigual a p/q (p,q son naturales):
1009 = 2

’

entonces se tendria :
102 = 214

Esto es imposible ya que el ditimo digito de 107 es el nimero 0 ; en cambio

el de 29 puede serGnicamente 2, 4,6, U,8 .

Ejercicio 41. Demostrar que / 3,1log 5,1log6 , log7 log 11
|ercicio mo q OgIO OgIO OglO OglO y glO

son irracionales.
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Nota. Elnimero = = 141596 ... fue utilizado ya en la época de los griegos
(el valor 372 fue empleado por Arquimedes como una aproximacion de él). Sin
embargo, la irracionalidad de = fue demostrada por Lambert apenas en 1761 .Es-
te demostré primero que tan O es irracionai si ¢ es racional, como tan-z- =1

{racional) -’-;— no puede ser racional .

Ejercicio 42. Sean a,b (a<b),; existe por lo menos un nimero racional r

y por lo menos un nimero irracional s, tales que

a<r<b , a<s<b

Solucién . i) Como b-a>0 , existe un numero natural » (suficientemente gran-

de) tal que -£-< b-a .

Ademas existe & natural tal que
(.l_)k <a , (l)(k+1)>a ;
n n

por lo tanto tenemos :

a<taenp =+l <a+ L < b,
n n n n

ii) Existe un nimero natural » tal que

2 i ! A
1;—< b-a (\/2 esirracional, ver Ejercicio 30), etc.
-

Intervalos Encajados .

Sea {[ "k'bk] k=il 2,030, a0 una familia de intervalos tai que
i) [al,bl} 2lay, byl )---)[ak,bk])[ak+1,bk+1] Aoy e
i) klim (bk-ak) = 0

& 00

Tenemos :
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LS YO g £ ORENY) F gy B

Q
—~
A
Q
N
IA
A

>~
~
\4
>~
N
v
\

2 b2 bpg2 v 245,

por lo tanto (Teorema 1) existen los limites :
'
ap (paratodo &) ,

v

a= lim a M a
koo K

b= lim by, , b < b, (paratodo k).

- 00

Pero :
. bma= lim (by—ay) =0,

k—NxJ

por consiguiente :
a=b

El limite comin a(=b) pertenecea [a,, b,] paratodo £, es decir

ac ﬁl[ak,bk] .

- kz
Reciprocamente, si «x¢& 191 [ay, b,] setiene @ x>ap, x< by (para to-
do k), luego : x>a ,y, x< b

oseaque x=a=5b. Porlotantotenemos

ﬁ[dk:bk]={d} . )
k=1

Asi pues, una familia de intervalos que satisface las condiciones (i) y (ii) deter-
mina un numero real por medio de como dnico elemento de su interseccion. Re-
ciprocamente, un numero real siempre es determinado por la interseccion total de

una familia de intervalos encajados,con extremos racionales .

. € R

Demostracion. Sea X = xr XXy 3
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Considerar los intervalos [ a, bk] k=1,2,3,... definidos por :

n = ) 1
ak“xo.xl.XZ...xk,bk_xo.lle.-. Xk'f‘ Iok ’

evidentemente :

Booomisgs B s "%y B (homeg), ¥
S/ Ll

tx} = Q1 lay, byl . .

Ejemplo 6.. Mostrar que en el Ejercicio 39, hemos definido /2 por medio de

la interseccion de intervalos encajados con extremos racionales.

Ejemplo 7 . (La Recta numérica) . Se puede establecer una correspondencia uno
a uno entre los nimeros racionales y los puntos de una recta dada, escogiendo un
punto fijo (el origen) sobre la recta y una distancia fija (la unidad) (Fig. 1) .
Orz’gen

-3 2 —'t-i;'-,{-:.}g.z 3

«—
unidad

; Habra algin lugar en la recta (la [lamaremos Recta Numérica) al cual no le co-
rresponde un niimero racional ? La respuesta es afirmativa . Pitagoras (580-500
A. C.) sabia muy bien que existen ciertas longitudes que no se pueden expresar
por medio de niimeros racionales con respecto a una longitud unidad. En el libro
de Euclides (330-275 A, C.) se demuestra que la diagonal de un cuadrado de lado
uno no es un nimero racional (ver Ejercicio 30) . Pero, el método de intervalos
encajados nos jarantiza que al punto que no corresponde @ un numero racional se le
puede asignar un niimero irracional (6 una expresion decimal no ciclica) como si-
gue : Sea P un punto sobre larecta numérica, entonces P debe estar en-

tre dos puntos correspondientes a dos enteros sucesivos, por ejemplo m y m+1
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(para mayor sencillez suponemos que m>0).

P | recta numerica

°-

m m+1

Fig. 2.

—_—

Subdividimos el trozo de la recta entre el punto = vy el punto m+1 en 10 par
tes iguales, entonces el punto P debe hallarse en alguna parte, digamos en la
(k +1) -ésima parte .
%m,@. Bl gotisons coinivats l
}——1

P b

m
Fig. 3

Subdividiendo la parte mencionada en 10 partes iguales entonces el punto P de-
be estar en alguna parte, digamos en la (h+1) -ésima parte. Prosiguiendo de la
misma manera

o o ® & [

1 " a N a %rf% . N N

m. Rk m, (k+1)

Fig. 4

tenemos que la expresion decimal correspondiente al punto P es
m.kb . 5. 3

ya que el nimero correspondiente al punto P esta determinado por la siguiente

sucesion de intervalos :

(m,m+11>[mek, me(k+1) 1D [mekb, mek(b+1)] O
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Reciprocamente, suponemos (como hipotesis caracteristica de una recta) que para
cada ** expresion decimal ** (6 nimero real) existe sobre la recta un punto, que

le corresponde . Entonces hay correspondencia uno a uno entre IR 'y larecta o
sea, podemos decir que la recta es una representacion del conjunto de todos los

nimeros reales, IR (Recta Real ).

Extremo Superior, Extremo Inferior .

Sea S un conjunto de nimeros reales acotado superiormente . El conjunto
de niimeros enteros formado por las partes enteras (*) de los nimeros de § es

acotado superiormente; luego existe el maximo de este conjunto, digamos a_ .

Sea s, el conjunto de numeros de § cuya parte entera es igual a «_, tene-
mos entonces que S _©§ y S, esdistinto del vacio. EI conjunto de las pri-

0

meras cifras decimales de los nuineros de s, tiene un maximo, digamos a; ,sea

§; = lxeES, | (la primera cifra decimal de x) = a; |,

entonces: §,¢ §, .,y §;, noesvacio.

De la misma manera, el conjunto de las »-ésimas cifras decimales de los nimeros

de §, ; tiene un maximo, digamos a, ; sea

1)
Qq

s,=txes, ;| (lan-ésimacifradecimal de x)

entonces: §, CS ;. y S, noesvacio.

Sea
a4 =8, Gy dy a3 4 s 1

(*) Si x es negativo, lo expresamos como sigue :
x:<n+(0,x] Xy X3 v )

v
-n  sellama ‘‘la parte enterade x'.
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tenemos entonces  x<a paratodo x€§. (6)

Como §, no es vacio, existe xMe s, tal que

x(n)

> a ed.a_ s a ,
S 0 o L2 n

0 sea I (7)
< B

a-x"<c0.0 ... 0 a a % L
= n+l "py2 = 107

El nimero « asi determinado puede perteneceronoa §. Decimos que a es

el extremo superior de S, y se denota Sup S.

Si el conjunto  § posee un elemento maximo, el maximo es el extremo supe -
riorde §. Si § notiene maximo, la desigualdad (7) nos garantiza que exis-

te una sucesion de nimeros de § que tiende al extremo superior .

Ejemplo 8. Sea

SE 1900050 18 VY 1,797 T SRR 926 % i )

entonces
ao=ma'ximof1,0}=1
So={1.1 , 1.8 , 1.797, 1.913, 1.926 }{ .
a1=ma’ximo{1,8,7.9§=9
Sl={1.913 , 1.926 1.
a2=ma'ximo{1,2§=2)
§,= 11.926 }.
a3=ma'ximo{6%=6,
§3= {1926 },
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asi pues,

Sup S = 1.926 = mdximo de
Siemplo 9. Sea
§ = ;_11.3_.;
n? 41

S.

=10.5,0.8,0.9, 0941, 0.96l .., 0.976..., 0.98, 0.984.., 0.987.., 0.990.

a=0,a1=9, =9,

[0}

Sup § = 0.99

En realidad, se tiene que Sup § = 1 = 0. 9999

{

ya que

2
1> S para todo »
ne+1
2
"7 > 1 (71»)&).
ne+ 1

Ejercicio 43. Sea §
posee elemento maximo,

que converge al extremo superior de S .

Sugerencia. De (7)

0<a-—x(1)<——!-- 3

e
10 ;

Como a#x1) | existe » talque

s (1)
Ton < a—x ,
luego 0<a-x ) ¢ L ¢ g x(1 xMes
10"
0 sea
.\;(”)5 .\‘(1)

un conjunto numérico acotade superiormente, si S

no

entonces existe una sucesion creciente de nimeros de §
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Prosiguiendo de la misma manera, se puede construir una sucesion creciente de nd-
meros de § que tiende al extremo superior . ]

Se acostumbra denctar :

Sup S = + oo
si el conjunto S no es acotado superiormente.
Si s es acotado inferiormente existe un nimero (una expresion decimal) & tal

que :

b < x paratodo x€S , vy, (8)

existe xes tal que

ym_py o 5 9)

D ;

107
este nimero & se llama el extremo inferiorde S y se denota : Inf S. Si S

no es acotado inferiormente se acostumbra escribir  InfS = - .

Ejercicio 44. Sea § acotado superiormente, si B es el conjunto de todas

las cotas superiores de S entonces Sup S eselminimode B.

Solucién . Ladesigualdad (6) nos dice que Sup S €B . Porladesigualdad
(7) se tiene que Sup S es el minimo del conjunto B . =

punto de corte
6. Cortaduras.
) recta numérica
Si cortamos las recta + 1‘

numérica en dos partes,

en el punto de corte se ,_____/ R
debe encontrar algin nu- fA B
mero real (Ejemplo 7) ;

este hecho nos conduce Fig. 5
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a un método para definir nimeros reales (es el Método de las Cortaduras de Dede -

kind) de la siguiente manera :

Subdividimos el conjunto Q (de todos los racionales) en dos subconjuntos dis-

yuntos A y B de tal forma que

I\

si x€A, yeB entonces x <y, (1)

Los subconjuntos A y B se llaman **la clase inferior’’ y **la clase superior’’
respectivamente de la cortadura y representan los dos *‘pedazos’’ cortados de la
recta numérica. Este tipo de subdivision se Ilama una cortadura en Q . Se presen-
tan las tres posibilidades siguientes :
[1] La clase inferior A tiene maximo, y la clase superior B 1o tiene minimo.
[2] La clase inferior A no tiene maximo, y la clase superior B tiene minimo.
[3] Laclase inferior A no tiene maximo, y la clase superior B no tiene mini-
mo.

Hay que descartar la otra posibilidad de que A tiene maximoy B tiene mini-
mo puesto que si @ = maximode A, b = mininode B entonces a<¥b por
la condicién (1) y por tanto debe existir un nimero racional » en (a,b) (ver Ejer-
cicio42) , tal que r&A, (a es el maximode A), y r4B (b esel minimo de

B) ; esto contradice el hecho de que Q= AUB.

En los des primeros casos, un namero racional separa las dos clases A y B

como sigue @

Caso [1].Sea « = maximode A entonces

A={xcQ/x<a}l, B={yeQ/ y>a }. (2)
Caso[2]. Sea b= minimode A entonces

A={xeQ/x<b} , B={ y€EQ/ y>b}. (3)
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En el tercer caso, existe un numero irracional que separa las dos clases A y B.
Demostracion. Sean a=SupA 'y b=1InfB ; entonces a,b& Q. Si a<b
existiria un nimero racional r entre a y & (ver Ejerciciod42),y

rq-A, r¢-B , T€Q (absurdo).

Por lo tanto, a=4. Estoes :
A={x€Q / x<a} , B={yeQ/y>al. (4)

En cualquier caso, una cortadura en Q determina un nimero real que separa
las dos clases. (Hablando intuitivamente, se encuentra un nimero real en el punto

del corte de la recta numérica).
Ejemplo 10. Sean A={x€Q/ x>0 ,x2<2}U{xEQ/x§0} ;
B={x6Q/x>0,x2>2}.

Evidentemente

ANB=¢ , AUB=9Q ,

ya que no existe un racional cuyo cuadrado es iguala 2. Si xe A, yeB se
tiene que x <y, porlotanto (A,B) esunacortadurade Q. Esta cortadura
define el nimero irracional /2 . L]

Segiin Dedekind, cada niimero real es identificado con una cortadurade Q vy
R (el conjunto de todos los nimeros reales) es la coleccion de todas las cortadu-
ras. A partir de esta definicién se pueden definir las operaciones de adicion, sus-
traccion y multiplicacion en R .
Ejercicio 45. Sea (A,B) unacortadurade z. Es decir :
) AUB=2z , AB =¢

ii) Si x€A, yeB entonces x<y.
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Entonces la clase inferior A tiene mdximo y la clase superior B tiene minimo.
Ejercicio 46 Sea (A, B) una cortadurade R . Es decir:

D auB=r , AOB=¢

ii) Si x€eA , yeB entonces «x<y.

Entonces existen dos posibilidades :

[1] A tiene maximoy B no tiene minimo.

[2] A no tiene maximo, y B tiene minimo.

Ejercicio 47. Sea (A,B) unacortadurade Q. Si a€ A entonces todo

x € Q menorque a pertenecea A. Si b&B entonces todo ye€Q mayor

que &b pertenecea B.

Demostracion. Sea x€Q, x<a; si x€B setendria x>a (absurdo) .

Sea « un namero real ; se denota por (A,B, lacortaduraen Q que de-
termina el nimero « (A, es la clase inferior, B, es laclase superior). Para
evitar la duplicidad de expresion supondremos siempre que la clase inferior A,
no tiene maximo en caso de que « sea racional; ésta no es unarestriccion esen-
cial.

Ejercicio 48. i) Si x¢€ A, , existe x'€A tal que x*>x .

i) Si yeB,, y#a, existe y’€B, talque y'<y.

Bol\____,,—-———s

\

R

9..!.-1-.-.---.

Fig. 6
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Demo stracién. i) Sitodo «x’ (< x) pertenecea B, entonces x es el maximo
o

de Ay (absurdo ').

i) Si todo y*(<y) pertenece a A; entonces y esel minimode B, , luego

a =1y (absurdo). -

A continuacién, estudiaremos las propiedades de los nimeros reales definidos por

cortaduras en Q.

[1] Decimos que « es positivo (> 0) si laclase inferior contiene al nimero

cero; % 0) esnegativo (o <0) si el cero no pertenece a la clase inferior A,.

)

|
|
|

(d<0)
Fig. 7
[117 Decimosque o esmayor gue oiguala g (a> B) si Ay D Ag,yy que

a es mayor que f3 (> B) si Ag esun subconjunto propio de A .

[111] Sean «,BeR , a# [, entonces a>B, 6, a<pB .

Demo stracién. Supongamos que AD AB , entonces existe xe€ AB tal que
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(>f)

Fig. 8

x¢ Ay, luego x&B,. Estoes paratodo ye A, setieneque y<x, lue-
go ye€ AB (Ejercicio 47), por lo tanto :

A(XCAB (osea a<pB).
Ejercicio 49. Demostrar que si x€A, Y y€B,(ua =irracional) entonces
xS AL Y.
Solucién. Tenemos que :

A, ={t1€eQ/1<x}, Ay={teQ/t<y§

Por el Ejercicio 47 se tieneque A, C Ay(x<a).

Por otra parte, todo nimerode A, es menor que y (yaque y esun miembro

de la clase superior B, ), luego

Ay C A,y (a<y)

[IV] Ahora veremos que un nimero real determinado por una cortadura puede ex-
presarse en forma decimal . Para mayor sencillez, consideraremos un nimero posi-
tivo o determinado por la cortadura (A,, B,). El conjunto de mimeros ente-

ros que pertenecena A, tiene maximo, digamos x, , entonces :
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xoGAOC’ xO+IEB(X

Consideramos los siguientes 10 nimeros racionales :

xo,xO-I, xo-2, x0-3, il W xo-8,x0-9 ’

algunos de ellos pertenecena A, , sea x_.x; el maximo en laclase A, ,

entonces

1
xo.xIGAOL, xo°x1+'ITEBoL

Consideremos ahora los siguientes 10 numeros racionales :
*o® 1 ,xo-xll,xO-xIZ,. ces X% 8, xo-x19 #

algunos de ellos pertenecena A, ;sea x, x5 x, el maximo en la clase A,

entonces
’ 1
XX "ZEAOL' Xoe Xy Xy + _1%6305'
Ce la misma manera, se pueden determinar x_,x;, x5, X3, ..... y tenemos :
1
Xpe X X wan xkEAOL s X XpXpa.. Xp IokEBOL (5)
(para todo %) .
Por el Ejercicio 49
X o X1 X X, <0 <X, 0X7 X &y 4 I (6
0" 1 %2 1t ¥k 0" X1 %2 Xk v 0k

por lo tanto obtenemos la siguiente expresion decima! de « :
o = X eXxp Xy X3
Ejercicio 50 . Paratodo a> ¢, existe unnimero racional x tal que
0 <x< . |

Sugerencia. Usar la expansion decimal del numero o .
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Otra solucién. Como 0€A, (por definicion), si todo racional positivo pertenece
a B, setieneque 0 esel maximo de A, (absurdo'); por lo tanto existe un
racional x>0 talque x& A, . Entonces, x<a (Ejercicio 49).

Ejercicio 51. Para cualquier nimero positivo € , existen x€ A, , y€B, ta

les que
y=-x < €,

Sugerencia. Utilizar (5) y (0.
[V] Adicién. Sean «, B dos nimeros reales, sean
S:{x+x'/x€Aa,x’€AB§,T=Q-S

entonces (S,T) esuna cortadurade Q. Enrealidad, si z<x+x’ donde

x€Ay Y x'GAB , entonces
z2=x+4 (z—=x) < x + x’
0 seaq,
z=x < x’
Como x€ A,, entonces, z-x€ AB (Ejercicio 47) , y por lo tanto :

a)
ZES.

Estoes, z€T = Q-S implicaque =z>x+x' paratodo x€A,, x'€ AB ,

0 sea que z es mayor que cualquier nimero de § .

Definimos la sumade o y B como el nimero o+ 3 correspondiente a la cor-

tadura (§5,7T). Ad
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Ejercicio 52. Demostrar que
T=Q-S={y+y*"/ yEB, y'GBB }
si o+fB es irracional .
Nota. Si o+ es unndmero racional tenemos :
ty+y /yeBy y'eBgl=T-{o+B].

Pemostracion. Sea z€T = Q-5 , si z#a+B existe z'€T tal que
z* <z (Ejercicio-48). Sea e=z-z' entonces existen x€ A, ,ye€ By, x*e AB'

y’ € B,B tales que

y—x < -%- , Ym=x'< % (Ejercicio 51).
Luego :
(y+y')—(x+x’)<3€+§= €.

Tenemos entonces :

y+y ' <(x+x’)+ €< 2"+ €=z,
m m
S T

Pero, z=y+(z-y) , luego z-y>y® esto es, yEBa'Z‘yeBﬁ (ya
que vy’ EBB) , por lo tanto :
ZE{)H‘y'/yeBa.y'EBB}:

esto es :
7=Q0~§ € fy+y'/y€Ba,y'EBB e

Reciprocamente, se puede demostrar facilmente que

iy+y'/ye3a,y'eBB§c Q-s

puesto que si y+y" €S, setendriaque y+y’==x+x' ,x€A4,, x'e AB y
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entonces, y>x, y y’>x’ (absurdo!).

Ejercicio 53. Demostrar que o+0= «o.

Demostracion . A =1{x*€Q /x*<0 } . (A, eslaclase inferior de lacor-

tadura que determina el nimero cero ).
Tenemos inmediatamente que

{x+x'/x€Aa,x'€Ao } = AOL ,

yaque,si x€A, existe x"€dg .

x=x"+ (x_xn)

A
0

0 sea . AaC{x+x'/x€Aa,x'€Aol .

Ademas es evidente que :

fx+x’|

x€Ay,x"€A} C Ay

Ejercicio 54 . Demostrar que :

1+ B =B+ a

Ejercicio 55. Demostrar la ley asociativa de la adicion, a saber :

(0+B) +§ =a+(B+§ ).

x">x y entonces :

[VI] El opuesto —0 de un nimero real 0« . Si «a es irracional , se define

- como el nimero correspondiente a la cortadura (A_,, B_,), donde

A y=t-y/y€Byl, B y=t-x/x€Ay}

Ejemplo 11. Demostrar que

o4+ (-0) = 0 .
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Demostracién . o+ (-0) es el nimero correspondiente a la cortadura cuya clase

inferior es :
S={x+x'/x€Ay, x' €A y}={x-y/x€A,,yEBy}.

Si t€Q,t<0 , existen x€A, y y€B, tales que

y=x < (-1) (Ejercicio 51)
o0 sea
x=y>1t,
luego
2 tes.

Evidentemente 0&S , por lotanto :

s={teQ/ t<0 }.

Esta es la clase inferior de la cortadura correspondiente al nimero cero, o sea :
a+(-a) = 0.

[VII] Sustraccién . Se define :

a—B = A +(-B)
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Ejercicio 56. Demostrar que
(6—=B)+ L=

Solucién . (a-B)+B=[0+ (-B)l+B=0+[(-B)+B]=0a+0 =«

(ver Ejercicio 53, Ejercicio 55) .

Ejercicio 57. Demostrar que
@>pB siysélosi a-B>0.

[VIII] Multiplicacién. Dados o, 3 > 0, sean
T= {yy*/ y€By, y'@BB §
§=Q~T

entonces (S,T) esunacortadurade Q.

Demostracién. Sea z>0 unnimerode S$=Q-—T , siexistieran

y,y' (y€By, _v'@BB) tales que =z > yy* setendria :

z=y.Z>yy" , luego : Z>y°,
y y
esto es ZeB ( ya que *EBp)
/ 3 B ya(q y B
por lo tanto se tendria :
z=y-Z2eT (absurdo ).

Por consiguiente, cualquier numero de T es mayor que cualquier z<« S, esto

es, (S,T) esunacortadurade Q. n

Definimos el producio de « y B, «.[3, como el nimero correspondiente a la

cortadura (S, 7).

Ejercicio 57. Demostrar que G.0=0.
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Solucién. Suponemos que o> 0.

Tenemos :
Bo:{Y'EQ/}"ZO !

donde B_ es laclase superior de la cortadura que determina a cero, luego :

T={yy'/yEBa,y'EBO}={y'6Q/y'20}=BO ;

esto es

Ejercicio 58. Demostrar que la multiplicacion es asociativa.
Ejercicio 59. Si a>0 , B8>0, laclase inferiorde la cortadura correspondien-
tea .8 es:

S:{x.x'/xEAa,x'EAB,x'ZO, x20§ UQ_,

donde .
Q. ={x€EQ/x<0 },

Sugerencia. Evidentemente :
S(Wyy*/y€By . y'€Bgl ¢
Sea z>0 unnimerode Q-{yy'/y€B,, y'EBB } , entonces existe

z' >z tal que

z'€lyy'/ y€EBy, y'EBB ! (Ejercicio 48).
Existen ye B, , y'eBB s XE A, x’eAB tales que

yy’'—xx*<z-z (Similar a la demostracién del Ejercicio 52)
(7)
luego :

z<xx" +2' y' < x.ox’

3
12
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Entonces :
2 Z » Z »
z=x-=<xx’, 0Sea, —=<«x EAB,
x x

esto es —i-eAﬁ, luego zeixx'/xEAa,x'eAB { o,

por lo tanto :

Q-1yy"/y€By, y"€Bg} Cs.

Ejercicio 60 . Demostrar la ley distributiva :
(a+B)y=(dey)+(B.y).

[XIV] Extremo superior, Extremo inferior. Sea S un conjunto de nimeros rea-
les acotado superiormente; podemos considerar que S es un conjunto de cortadu-

rasde Q :

S=1(A4g. Bl o 8)

Si M esuna cota superior de S se tiene :

A,C AM para todo aES. (9)

Sean

A= A

= U , B = -A
ae s Q

a

entonces (A,B) esunacortadurade Q.

Demostracién . Sean x€ A, y€ B entonces existe oes tal que
x € AOL .

Como y€B=Q-A setieneque y®A,, oseaque y€EB, por lo tan-

to se tiene que
x< y.

Notese que A # Q, (osea B # ¢ ) yaque ACAM
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Si A esel numero real determinado por la cortadura (A, B) entonces
(i) a<aA para todo ne s (10)

Dado &> 0 cualquiera, existen x€ A, y&eB tales que

y=x < E (Ejercicio 51).

Como xeA existealgin « & § tal que

xEAOL
Luego :
x<a< A<y
Por lo tanto tenemos
A= < €,

osea :
(ii) Existen un aes tal que

@>A—€. (11)
El nimero A es el extremo superior de s .
Nota. Si § no es acotado, se tieneque A=Q y B=¢ . En este caso
se acostumbra escribir : Sup § = + o~ .
Ejercicio 61. Definir el extremo inferior de un conjunto numérico acotado inferior-

mente.

Sugerencia. Sean

A=nAa

aeS

IB=Q_AI

demostrar que (A, B) esunacortadurade Q.
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Ejercicio 62 . Demostrar que una sucesion creciente y acotada de nimeros reales

tiende a un numero real .

Sugerencia. Si {o } esunasucesion creciente acotada, su limite sera

Sup{(ln},

¢Conoce usted la diferencia entre un Matemdtico y un cientifico de L aboratorio ?

Después de demostrar que la conjetura de Fermat

S
“ 227,11 esprimopara s=0,1,...,"

era incorrecta, mucha gente intentd encontrar una férmula que produjera, sino todos,
solamente primos. La persona que estudié por primera vez la funcion

flx) = el x+41 debid emocionarse bastante al comprobar que al sustituir en
ella x=1,2,..., 40 seobtenian 40 primos. Si hubiese sido un cientifico de
Iaboratorib, habria gritado : i Eureka ' Pero como s6lo era un matematico, sustitu-

-

y6 «x =41 vy salid atomarse una taza de café .

( Adaptado de Theory of Numbers , , B. M.
Stewart, MacMillan, Nueva York, 1952)
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