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SISTEMAS NUMERICOS

YU TAKEUCHI

7. Numeros naturales.

Se usan los numerus naturales, I, 2, 3, . .. para expresar el numero de ele -

mentos de 1,lI1 conjunto, 0 para dar el orden de un determinado objeto en un conjunto.

Nadie sabe quien inv ento los ruimercs naturales; posiblemente los hombres sabian

contar en alguna forma mucho antes de que apareciera la historia escrita. Sin em-

bargo, los estudios s istematicos de los ruime ros comenzaron hace menos de un si-

glo con G. Peano, quien establec io cinco axiomas para construirlos (1895); a saber:

[11 Uno es un ruirnero natural (0 mas estrictamente, el sistema de los ruimercs na-

turales cont iene un elemento especial llamado uno y notado 1).

[II] A un ruime ro natural n Ie corresponde oiro mimero n'": Este nurne ro n* se

llama el numero inmediatamente posterior an.

(Nota ~ n es el ruirnero inmed iatamente anterior a n*)

[III] Dados dos ruimero s naturales n y m I si n" = m* entonces n=m. (0

sea que la corresponde nci a en (II) es uno a uno .)

[IV] No existe ningun ruimero natural cuyo posterior sea 1 ,. es decir, que 1 es el
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primer lUimero natural.

[V] Si un conjunto S de ruirneros naturales satisface las siguientes condiciones:

(j) EI mimero 1 pertenece as.

(i j) Si n pertenec e a S entonc es n* pertenec e as.

Entonces S contiene a todos los numerus naturales.

La condicion [v] se conoce con el nombre de \\ axioma de induccion ", y jue-

ga papel principal en las demostraciones por induccion rnatematica.

EI nurne ro inmediatamente posterior a 1 (uno), es decir, 1*, se denota 2, el

ruime ro inmediatamente posterior a 2, es decir 2~', se denota 3, etc.; as! sucesiva-

mente se obtiene el sistema de todos los ruimeros naturales, el cual se designa con

la letra IN.

Comentario.

Es absurda la dlscusion acerca de la inclusion 0 no del numero cero en el sis-

tema de los numeros naturales. l.osruime ros naturales que comienzan en uno han

sido utilizados por los hombres desde hace mas de cinco mil afios. en cambio el

descubrimiento del cero como ruime ro fue muy reci ente. Peano axiomatizo la intl~i-

cion hl~mana que aun los cavernlcolas tertian para contar: uno es el primero. uno
y uno es dos J dos Y uno es tres, tres y uno es cuatro J ••• : as! se forman todos

los numeros,

Ejercicio 1. Los mim eros 1, 2,3, ... ; abarcan la totalidad de IN.

A partir de los cinco axiomas de Peano se pueden definir en IN las operacio-

nes conoc idas como adicion. mult ipficacicn , sustraccion, potenciacion .

Adi cion.

(ii) Sea n cualquier ruimero natural; definimos la suma de 1 y n como sigue:
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1 + n = n" (el numero inmediatamente posterior an) (1)

(i i) Sean n.rn dos ruimeros naturales; si la suma m+n esta definida, entonces de-

finimoslasuma m*+n as!

m* + n = (m + nY"~ • (2)

A continuac ion, veremos que la adicion esta definida entre dos ruimeros cualesquie-

ra en IN .

Dado un nurnero

m, tales que m s- n

n fijo, sea

esta definida

5 el conjunto de todos los numer os naturales

5 = I m EIN 10m + n esta defin ida l .

De (1) se tiene que 1 E 5. De (2), si mE 5 entonces mOE 5 Luego por el

axiomade inducc lon, se tiene que 5 = IN .

Eiercicio 2. Demostrar que n + 1 = n* ( = 1 + n ) (3)

Solucion. Sea 5 = I n E IN I n + 1 = n':' I entonces 1 ~ 5 (por (1)). Si

n E- S entonces

n" + 1 = in + 1)* = (n':')';'

o sea que n" E 5. Por el axioma de induce ion se tiene que 5 = IN.

Eiercicio 3. Sea n E IN, si n 1- 1, dernostrar que existe un numero natural

m tal que

(e s dec ir m+l=n).

Solucion. Sea 5 = I n E IN I existe m tal que m* = n lUll I.

Evidentemente IE5. Si nE5 entonces n*E5, yporelaxiomadeinduc-

cion se tiene que S = IN .
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Ejercicio 4. Demostrar que la adiclon es conmutativa .

Solucion. Dado un ruimero natural fijo m , consideremos el conjunto s

s = IkE IN I k + m* = k * + m I ,

Entonces

1'~+ m = ( 1 + m) * = Im + 1)* = m* + 1 = 1 -i- m"

(pOT (2))

o sea que 1 E s. Si k E S

tpor (3)) (por (2)) (pOT (3)) .

entonces :

(2) (2)
k* + m* = (k + m * ) * = (k~' + ml" = (k*)* -i- m ,

esto es, k'~ E S . Por el axioma de induc cicn se tiene que S = IN, 0 sea

que :

k + m" = k * + m para todo k, m ( IN • (4)

Ahora cons ide remos e I sigu iente conjunto T:

T=lmEINtm+n=n+m. para todo n E IN I .

Por (3) se tiene que 1 E T. Si mET entonces, m" E T, puesto que:

~) ~)~)
m* + n = (m + n)* = in + m)* = n* + m n + m" ,

Por e I axi oma de lnduccion se ti ene que T = IN, esto es

m+n = n+m para todo n,mEIN (5)

Ejercicio 5. Demostrar que

n + p = n+q irml ica p = q.
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Solucion. Consideremos el conjunto

W= lnEIN I n+p <v » « implica p = q I ,

Por el axiorna III se tiene que 1 E W. (Notese que 1 + P = p~' , 1 + q = s"

(por (1)).

Si nEW, entonces, n ':'E W. En efecto, supongamos que n';' + p = n~' +q,

entonces
~) ~)

in v p]" = n':'+p = n~' + q = (n + q)':'

y por el axiorna [III] se tiene que ll+P = n+q, luego p= q ya que nEW. Esto

es, n* f:: W. Basta ahora aplicar el axioma de indue cion .

Ejercicio 6. Demostrar que no existe p f:: IN tal que

n=n+p.

Solucion. Si existiera tal p se tendria

n + 1 = n':' = (n + p)* = n + p'~ .

Por el Ejercicio 5 se obtiene que 1 = p* (absurdo por el axiorna [IVl ) .

Ejercicio 7. La adicion es asoci ativa.

Solucion. Dados n, m fijos, cms iderar el conjunto T :

T = IkE IN I in + m ) + k = n + (m + k) I.

Tenemos :

(3) ~,(2).. (4) ,. (3)
(n + m) + 1 = (n + m) = n" + m = n + m" = n of (m + l )

o sea que lET.
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Sl k E T entonces, k~' E T . En efecto

(n + m] -l- k* = ( ( n + m) + k)* = (n + (m + k) )*

= n + (m + k)~' = n + (m + k';' ),

Basta aplicar ahora el axioma de induccion.

Ejercicio 8. Sean n, m dos ruimeros naturales distintos, entonces existe un rui •

mere p tal que

(j) n=m+p o
(ij) m=n+p.

En el primer caso decimos que n es mayor que m (0

se nota n > m, en el segundo caso m es mayor que

puede establecer un orden en IN.

m es menor que n) y

n, De esta manera se

Dado m fijo, sea

T=lnEIN existe un p tal que n=m+p, 0 m=n+pl U 1m l.

Si m =/1, por el ejercicio 2 existe un p tal que p* = m , 0 sea que 1 + P = m,

luego lET. Si m=l, por de finic icn de lconjunto T tenemosque lET .

.Anora supongamos que nET. En el caso (il, tenemos :

n* = ( m + p) * = m + p~' f lueqo n~' E T .

En el c aso.tii), si p= 1 tenemos :

m = n + 1 = n* E T (per definicion de I conjunto T):

si P =/1 existe un ruimero q tal que q~' = p . luego n=n+p=n+q'~ =n';'+q,
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esto es I n* Eo T .

Sustraccion. Si n es mayor que m, existe un unico ruimero p (ver Ejercicio

5) tal que :

n=m+p

Se escribe entonces

p=n-m. (6)

Ejercicio 9. s: n> m se tiene

n+k >m+k para todo k E IN (7)

Sugerencia. Utilizar la ley conmutativa (Ejerc ic io 4) y la ley asociativa (Ejerc icio

7) de la adic kin .

Ejercicio 10. Suponiendo n > m , dernostrar que:

n
ii)

i i j)

(n - m) + k =:: tn + k) - m

k· ( n - m) =:: ( k + m) - n

(n s m) -k = n - (m+ k)

para todo k E IN

si

si

k>(n-m).

n- m > k.

Ejercicio 11. Un conjunto de rnime ros naturales siempre posee un rnimero minimo.

Demostracion. Sea A un conjunto de mimeros. Escogemos un ruimero k EA.

De los ruimeros 1,2,3, ... ,k podemos encontrar el primer numero natural que

pertenece a A, el cual es el rninimo de A.

Ejercicio 12. Sea p un ruimero natural fijo. Dado k E IN existe un n E IN

tal que

k < n p.
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Demostracion. Si p f 1, tenemos kp> k. Si p= 1, tenemos

(k+l).p=k+l > k.

Ejercicio 13. Si k> P existe un ruirnero natural n tal que

n.p S k y, i n + l).p > k .

Sugerencia. Sea A=:\ mE IN Imp> k I. EI ruimero minirno del conjunto A

(ver Ejercicio 11) es n+l .

Ejercicio14. Si k>p existen n,TEIN tales que

k=n.p +T (0 S T < p) •

Esta expreslon es iinica.

Sugerenci a. Ejercicio 13.

Un conjunto acotado de ruirneros naturales siempre posee unruimeroEjercicio 15.

maximo.

Sugerencia. Si M es una cota de un conjunto A, entonces para todo n E A

se tiene n < M. EI conjunto :

B=\M-n[nEA I

tiene un mimero rnin irno, digamos m, entonces M-m es el maximo del conjunto

A.

Multiplicacion .

Analoqamente a la adicldn, definimos la multtplicaclon como sigue

(j) Sea n cualquier rnimero natural, entonces

1 x n = 1. n, =: n (l .)
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(ij) Sean m,n dos numerus naturales, si el produeto m » n esta definido enton -

m* • n como sigue :ces definimos

m~' x n = m* • n = ( m » n ) + n . (2' )

Ejercicio 16. Demostrar que

lxn==nxl (3' )

Sugerencia. Similar al ejercicio 2 .

Ejercicio 17. Demostrar que la mult ipl lcac ion es conmutativa.

Sugerencia. Demostrar primero la siquiente identidad :

n x m* == n x [m + 1) ::: (n x m) + n (4' )

Ejercicio 18. Demostrar que :

nxp:::nxq implica p = q.

Sugerencia. Similar al Ejercicio 5.

Ejercicio 19. Demostrar la ley distributiva

n
ii)

(n+ m) x k ::: (n x k) + (m x k) , n, m, k E IN

(n - m) x k (n x k) - i m x k) si n> m.

Demostracion. j) Dados n , m fijos, sea

T ::: I kE IN I (n + m) x k ::: in x k) + im x k) I .,

evidentemente 52 tiene que 1 E T.

Si k E T entonces, k ,;,E T .
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En efecto :

l m + m) x k* = [ (11+ m) x k ] + (n + m )

= (n x k) + Im x k) + n + m =: (n x k*) + im x k~')

Aplicando el axioma de induce ion se tiene que T = IN .

Ejercicio 20. Demostrar que la multipltcacon es asociativa, 0 sea que

in x.m) xk = nx (mxk) para todo n , m , k E IN

Sug erenci a. Simi lar al Eje rc ici 0 7 .

Ejercicio 21. Dados dos ruimeros naturales n.k , si existe un ruimero natural p

tal que

n = k· P

se dice que n es un mJiltiplo de k, a que k divide an. y se escribe

kin .

Demostrar que si kin y k ¥ n entonces n> k.

Solucion. Existe p ¥ 1 tal Que n =: kp. luego

n =: k ( (p - 1) + 1) = k (p. 1) + k > k .

Ejercicio 22. Demostrar que 2 no divide a 3.

Solucion. Supongamos que 213, entonces existiria un mirnero natural p tal

que 3 =: 2· p. Evidentemente p::j. 1. Si P =: 2 se tendria :

2 • 2 = 2 • (l + 1) =: 2 + 2 = 2 + (l + 1 ) = (2 + 1) + 1 =: 3 + 1 l( 3 (absurd 0) •

Si p 2 3 se tendria

2'p>p:?3 ( absurdo ) .
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2. Numeros Quebrados •

Dados dos ruimeros naturales n y k, no siempre existe un nurnero natural x

tal que

k·x :::n (ver Ejercicio 22) . (8')

Para resolver esta clase de ecuaciones se inventaron los numeros quebrados; la

raiz de la ecuac ion (8) es I "per 10 general", un numero quebrado (no entero) que

se denota por !!. .
k

En e I conjunto de los ruimeros quebrad os se define

(j) E. ~ si ad » be
b d

(i j) E. + .E. ::: ad + b c
b d bd

(iii) a £ a c- x
b d bd

donde a, b, c, d son ruimercs natural es.

Ejercicio 23. Demostrarque

!!. ac
b be

Ejercicio 24. Comprobar que si

s
b

a'
b'

y £
d

c'
d'

entonces
a c-+-
b d

::: a' + .E.:
b' d'

y E. x £
b d

a' c·
x -
d'b'

Ejercicio 25. Demostrar que

[1] implica e
b

.E.
d

( x es un ruirnero quebrado l.
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[ 2] !!.b x Y
e
- x Y
d

implica !!:.
b

s..
d

(yes un ruirnero quebrado),

Ejercicio 26. Si be > ad exi ste un mime ro quebrad 0 x tal que

s. '" !!:. +
d b

x (9)

Sugerencia. Comprob ar que

x'" be - ad
bd

Se denota entonces

x '" S.
d

a (=:
b

be - ad
bd

) .

EI Ejercicio 26nos sugiere que podemos establecer el siguiente orden entre los nu-

meros quebrados :

(iv) Si ad < be entonces se escribe !!. < S.
b d

( y se dice que s. es mayor
d

que !!:. ) •
b

Ejercicio 27. Dados dos ruimeros quebrados !!:. y S.
b d

demostrar que existe

un ruirnero quebrado y tal que

!!:.. =: S.
b • Y d

Sugerenci a. Tomar y = e· b-;;-:d .

Se es cr ibe entonces

y=:~=
a·d

E. + !!.
d b

(Division)

EjeTcicio 28. Comprobar la ley asociativa de la adicion, la ley asociativa de la

multipl ic aclon, y la ley distributiva de la rnultipf icac ion con respecto a la adicion,
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entre ruirneros quebrados .

Ejercicio 29. Se define an (a es un ruimero quebrado, n es un ruimero natural)

como sigue

ii) (para todo n E IN

Demostrar las siguientes identidades

[2 ] si n> m ) .

[ 3 ] ( an ) m = an. m

Ejercicio 30. Demostrar que no xiste un num ero quebrado x tal que

x2 = 2.

Demostracion. Sl existiera un mime ro quebrado x tal que x2 = 2 , se tendrfa

x p
q

donde p, q sonruimeros naturales que no tienen comun divisor, entonces

P 2
(-) = 2q • esto es ,

- 2Luego p es un ruimero par y por 10 tanto p es un ruimero par, digamos

p = 2r (r es un numero natural). Tenemos

2 2
(2 r) = 2 q • esto es,

10 cual significa que p es un numero par, pero e~to es imposible ya que p y q

no tienen divisor cornun alguno .
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j) (-a) + (-b) =: - (a+ b).

- (a - b)
(-a) + b =: b + (-a) =: { b _a

o

Si

si
si

a>h
a<b

a = b

3. Numeros negativos y Cero .

EI cero fue descubierto por los hindues, quienes ya en el Siglo VI ten fan cono-

cimiento del cero como un nurnero. Algunos historiadores atribuyen el descubrimien-

to del cero a la filosoffa hindu en la que el universo vacfo juega el papel de Dios en

la cultura occidental. EI cera posee las propiedades siguientes, (7 es un mime-

ro quebrado ) :

7 + 0 7
I

7 X 0 0

La util izac ion sistematica de ruimeros negativos comenzo apenas en el Siglo XVI

con Descartes (1596 - 1650 J.

Sean a, b dos ruimeros positivos, damos las siguientes reglas para la adi -

cion y multiplicac idn de - a y de - b :

iiJ

iii) ax(-b)=(-a)xb=-ab.

iv) (-a) x (-b) = abo

Se observa que estas definiciones son bastante naturales si consideramos los

siguientes ejemplos.

i) Una persona tiene una deuda de 5 pesos (-5 pesos de capital) y otra deuda

de 3 pesos (- 3 pesos de capital), entonces la deuda total es de 8 pesos (- 8

pesos de capital), 0 sea que

(-5)+(-3)=-8.
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ii) Una persona tiene 5 pesos en su bolsillo, si tiene una deuda de 3 pesos (-3

pesos de capital), al pagar su deuda Ie quedan 2 pesos, 0 sea que la suma de 5

y (-3) es igual a 2.

iii) Un reloj se atrasa 5 minutos diariamente, si decimos que el reloj se adelanta

(-5) minutos por dia, entonces en tres dias se atrasa 5 x 3 = 15 minutos, 0 sea

que e! reloj se adelanta (-15) minutos en 3 dias, asi que se tiene :

(- 5) x 3 = - 15

(iv) Si este reloj indica hoy la hora exacta, entonces hace tres dias (- 3 dias des-

pue s) el reloj debia estar adelantado en 15 minutos, esto es

(-5) x (-3) 15.

Los ruimeros quebrados positivos, los nurneros quebrados negativos y el cera

constituyen los Ilamados numeros racionales. Se acostumbra usar la letra Q

para denotar el conjunto de todos los nurneros racionales.

Nota. Los ruimeros naturales, los ruimercs naturales negativos y el cero constitu-

yen los Ilamados numeros enteros ; el conjunto de todos los nurneros enteros se

denota por la letra Z .

4. Expre. ion de un niimero en el sistema decimal.

En la vida diaria, para expresar un ruimero general mente se usa la numeracion

decimal; sin embargo no existe una razon loqica para utilizar el ruimero 10 como

base de la nume rac ion. Podemos utilizar cualquier ruirnero natural p (p i 1) co-

mo base de ia numeracion. En realidad, se usa siempre el sistema binario para el

mecanismo interno de los computadores y, aun en nuestra vida cotidiana, utilizamos

numeraciones en sistemas en bases diferentes a 10 .. por ejemplo :
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1 bora = 60 minutos. 1 m inut o = 60 s egundos ;

Sea n un ruimero natural; per division ordinaria de n por P (ver Ejerci-

cio 14) obtenemos :

(0 < T < P )
- 1

donde q1

sidn . Si

es la parte entera del cociente !!:.

dividimos
P

q1 por P

y T
1

es el residuo de la divi -

q=q'P+T
1 2 2

(0 < T < p ) •- 2

as! sucesivamente

q =
2 q3P+T3

q3 = q4 fI + T4

(O<T <r !
- 3

(O~ T
4
<p),

Como n > q > q > q >,123
menor que p, digamos

al cabo de algunos pasos se tendra un cociente

q =q 'P+T
k-l . k k

(0 < T < p, q < p ) ,
- k k

Reemplazando estas divisiones sucesivamente se obtiene :

2
n = q{P+T1 = (q2P+T2)'P+T1 = q2'P +T2'P+T1

232
= (q3P+T3)'P +TiP+T1 = q3'P +TiP +T2'P+T1

= k k-l k-2
qk' P + Tk .P + Tk- i P + • • . + T2'P + T1=

Para abreviar esta escritura escribimos solamente los coeficientes de las potencias

de P como sigue :

»<s.» T , •• TT
k k k-l 2 1
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as! obtenemos la expr esion del ruimero n en el sistema de base p. En caso de

p = 10,3,2 estas escrituras abreviadas se Ilaman numeraciones en sistema deci-

mal , sistema temario y sistema binario, respectivamente .

Ejempfo. EI ruimero \\ veintiuno" es :

(2 x 10) + 1 = 21 (sistema decimal)

En el sistema ternario tenemos

21 = 7 x 3 + @]
7=0x3+ OJ

luego
21 = (2 x 32) + (l x 31 ) + 0

o sea
21 (decimal) = 210 (sistema t ernario ) .

En el sistema binario tenemos :

21 = (10 x 2) + 1lJ,
10 = (5 x 2) + 0,
5 (2x2) + 0,
2 = ( []J x 2) + I.:QJ

4 3 2luego: 21=(1x2 )+(Ox2 )+(1x2 )+(Ox2)+ 1, o sea

= 10101 (bin ario )

21 (decimal)

Ejercieio 37. Expresar el ruirne ro 5301 (base 6) en el sistema decimal yen el

sistema ternario.

So/ueion .
3 2 1

5301 (base 6) = (5 x 6 ) + (3 x 6 ) + (0 x 6 ) + 1

1080 + 108 + 1 = 1189 (decimal).
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1189 (396 x 3) + OJ
396 (132 x 3) + I]
132 (44 x 3) + @]
14 (4 x 3) + 0
4 ( OJ x 3) + OJ.

Por 10 tanto tenem os :

1189 (decimal) = 1122001 (sistema ternario ) .
•

Ahor a, estudiaremos la expresion de un ruimero quebrado utilizando la numera:-

cion en sistema de base p (p ¥ 1 ) . Sea n
m un ruimero quebrada ; si n> m

per division ordinaria de n por m obtenemo s

n = m q + r (0$.70<m)0

luego ro (1)!!. qm + m

donde e I ruimero natural q es la parte entera del numero qtlebrado n
m

Dividiendo pro por m

pr =a m u- r
o 1 1

(0 < r < m r 0 < a < p )- 1 - 1

donde a1 es la parte entera de

l.ue qo ' :
m

, y r
1

es el residuo de la division.

r a1 r1-2. p +m pm

Si 71 ¥ 0 , dividiendo pr por m se tiene
1

(2)

pr = a m + r
122

o sea
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