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EL TEOREMA DE LAGR ANGE Y EL SEGUN DO ME TODO DE LI APUNOY, COMO

CRITERIO DE ESTABILIDAD

JOSE M. CASTRO

La palabra estabilidad tiene su origen en la mecanic a, donde se utiliza para

caracterizar el equilibrio de un cuerpo rfgido. Hablando en forma aproximada, una

posicion de equilibrio se llama estable si el cuerpo trende a regresar a su posi -

cion original despues de haber sido perturbado ligeramente. Si el cuerpo, tiende a

ocupar una nueva posicion, su posicion original se llama inestable .

Cuando fijamos un punto de un cuerpo riqido, por ejemplo de un pendulo com-

puesto, y el cuerpo se somete ala ace ion de la gravedad, hay un criterio qeometri-

co muy conocido para establecer la estabilidad de este equilibrio. Es estable si e!

punto se encuentra por encima del centro de gravedad, e inestable si se encuentra

por deb ajo. Cuando el punto y el centro de gravedad coinc iden, tenemos un caso

de tran sicion conocido como equilibria neutro .

EI cuerpo de spue s del desplazamiento no tiende a regresar a su posicion origi-

nal, perm anecera cerca 0 se ale jara. sequn la naturaleza de la perturbac ion .

Para prec isar estas ideas de tipo fisico, es necesario introducir modelos mate-

maticos. Estos Ilevan qener almente, al estudio de un sistema de ecuacionesdife-

renciales ordinarias.

Puesto que con frecuencia es diffcil obtener soluciones explfcitas, hay ne-
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cesidad de recurrir a una teorfa cualitariva de las ecuaciones diferenciales, anali-

zando la ecuacion diferencial en formadirecta y no las soluciones, para obtener cri-

terios de estabilidad (segundo metodo de Liapunov 0 metodo di recto). Este metoda

presenta algunas ventajas sobre el primer metodo, debido tambien a Liapunov.y que

consiste en expresar la s olucion general por medio de un desarrollo en serie y estu-

diar luego el comportamiento asintotico cuando t ....+ DO, metodo este que se res-

tringe a funciones que se comportan normalmente como las funciones analiticas .

La idea detras del segundo rneto do de Liapunov esta fuertemente basada en el si-

guiente teorema debido a Lagrange

T eorem a de Lagrange.

Si en una posicion de reposo un sistema mecanico conservativo tiene energia

potencial minima, entonces estapo sic ion corresponde a un punto de equilibrio es-

table. Si la posicion de repose corresponde a una energia potencial maxima, en-

tonces el equilibrio es il1estable.

Podemos ilustrar el teorema con el siguiente ejemplo, basado en la segunda

ley de Newton.

Consideremos una particula de masa m que se mueve en linea recta bajo la ac-

cion de una fuerza I(y) la cual depende so lamente de la posicion y, perc no

del tiempo t , La ecuacion del movimiento es

m y" = fry) (I. 1) •

Que el sistema es conservative significa

a) La funcion I esta determinada por la siguiente re lacion ,

f ( y) ::; - grad U = - !!.!:!..
dy

(/.2) .
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(U representa la funcion de enerqia potencial ).

b) La energ fa total v == energia cinetiea + energia pote nc ial, es con stante.

Se puede demostrar la parte b), de la siguiente manera.

Sea my" == fry).

MuIt ipl ic ando ambos miembros por y' tend remos

mY'y"=f(y)y'

Integrando ambos miembros entre 0 y t ,

t t
(mY'y"ds ff(y)y·ds.
o 0

2 •
Observando que [t m iy ") ] == my' y" , se tiene que

y
f fen) dn

Yo

Sea
y

U(y) == -f fen) dn •

entonces

1 (.)2 1 (.)2 - U( ) U()
"2 m y -"2 m Yo - Yo - Y r

es decir,

o tambien,
Energia cinetic a + Energia potencial = Energia total == con s tant e .

La Iiqura Cl.I) ilustra tambien e! teorema.
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Figura (\.ll

Teniendo en cuenta el teorema de Lagrange, observamos que los puntos de re-

poso correspondientes a H ya C, son estables puesto que en ellos la ener-

gia potencial tiene un minimo. Los puntos correspondientes a A,B,D son mes-

tables puesto que la energia potenci al en tales puntas tiene un maximo. Si consi-

deramos los puntos de repose pertenecientes al conjunto S I seran de equilibrio

neutral, la en erqia potencial alii no tiene ni max imo s ni minimos.

Examinemos el pendulo de la figura (I. 2.a), y luego la qrafica de la energia po-

tencial como func ion del desplazamiento y.

/

Figura (I. 2. a)
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Sequn se apreci a en la figura (1.2. b), :!...!!..:=: o. Cuando y:=: 0, el pendu-
dy

10 esta en equilibrio en este punto. Si se desplaza el plomo una pequefia cantidad

hacia la derech a Idireccion po sitiva), la fuerza que actua sobre el pendu!o es nega-

tiva, porque ttv)> -dU/dy , Y d V /dy es positiva en esta region. Por

tanto, la fuerza resultante deb ida a una ligera perturbac ion por desplazamiento ha-

cia la derecha, tiende a Ilevar el pendu!o a su estado de equilibrio.

---".t<'------------

/
Figura (1.2.b)

En forma semejante, un desplazamiento a la izquierda, dara lugar a una fuerza posi-

tiva que tiende a Ilevario a su estado de equilibrio. Esta situac ion fisica ilustra

un estado de equilibrio establc. La energia potencial, es un minimo (ver fig.(I.l)).

De la qraf ica correspondiente a dU/dy, figura (1.2.b), observamos que para

el equilibrio estable d2U/dy2> o. Contrastacon el caso anterior el pendulo

invertido de la figura U.3.aJ. Se satisfacen tambien las condiciones de equilibrio

para y:=: 0, caso en el cual dU/dy:=: o. EI equilibrio, sin embargo, es ines-

table, porque cualquier leve desplazamiento del plomo a la derecha 0 a la izquier-

da de la posicion de equilibrio, hara que el pendulo se aleje aun mas de dicha po-

s ic ion. Esto es una consecuencia evidente de la dlre ccion de la fuerza que se ob-
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tiene al considerar - dVldy

_ rl'r'I

,/

/

paraposiciones situadas a uno u otro lado de y=o.
Ut~)JljU/J~

~U(~)

Figura (I.3.a) Figura (1.3.b)

Un anal is is de d vi dy com a funcion de y (fig. I. 3. b), indi ca que

d2V I dy2 < o. Par tanto el estado de equilibria obtenido, can energia potencial

maxima, es inestable .

Consideremos el cilindro que se muestra en la figura (I.4.a), dVldy = 0 I no

solamente para y = 0, sino en cualquier otra posicion a la derecha a a la izquier-

da. EI cilindra puede estar en equilibria en todos los puntas sabre el plano. ( En

el caso de la figura 1.1, en ados los puntas del conjunto 5). EI desplazamiento

a parti r de y = 0 no da a rigen a n inguna fuerza que ti enda a lIevario a s u posi cion

de origen. EI desplazamiento permanece constante, a crece; esto depende de la

velocidad impartida al cilindro.

U ('d}

,m/

------- ! o

F Figura (1.4. a) Figura (I. 4. b)

210



Como se ve en la figura, la energia potencial no presenta maxirnos ni minimos.

Vamos ahora a analizar un poco mas a fondo el sistema my" = f(y) , introducien-

do su espacio de fases. Ya vimos que la energia mecanica total v, definida por

(I.3)

permanece constante durante el movimiento. Indicamos tambien que muchas ideas

cualitativas acerca del movimiento se pueden obtener del estudio de la grafica co-

rrespondiente a la fun cion U (y). Tambien resulta bastante importante construir

la qrafica para la funcion v (y ,y ). Se puede construir una tabla que acompa-
1 2

fie a la qraf ica de v (y ,y) donde se resurnan los tipos de movimiento posibles
1 2

para algunos valores considerados de v. Por ej emplo, una particula que posee

energia total v6 se ac elerara y desace lerara en la medida en que va pasando

sobre las colinas y valles que describe la energia potencial.

La naturaleza de las posibles osc ilaciones se puede predecir en base a la for-

ma de la curva de la energia potencial entre los limites de o sc ilac ion. Por ejemplo,

si serestringe la particula a los limites Ys y Y9 con energia V3• su movi-

miento seria esencialmente un movimiento armonico simple porque ut-» es apro-

ximadamente una parabola. Puestoque U(y) es simetrica, las fuerzas de restitu-

cion son tambien s irnetr icas alrededor de la posicion intermedia Y5' Este no se-

ria el caso para el movimiento entre Y6 y Y7' deride no es siquiera aproximada-

mente armon ic o simple. La particula cuando se mueve a la izquierda de Y6 ex-

perimenta una desacelerac ion mas fuerte que cuando se mueve hacia Y7 debido

a la lnclmac idn relativa de la curva de la energia potencial cerca de Y6'

EI movimiento entre y y y ,y y y ,etc., no esta permitido, porque la
7 S 9 10
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energia cinetica seria negativa y la velocidad imaginaria en tales regiones.

La forma de nuestra ecuac lon (1.3) V = t my: + V (YI) • sugiere que el mo-

vimiento puede ser repres entado empleando y' e y como ejes de coordenadas .

Estas variables describen univocamente el estado del sistema en cualquier tiempo

en el cual el plano Je fases termina,con el lugar de los puntos Ilamado la trayecto-

ria de fase.

Se puede deducir de la ecu acion (I. 3), en la cual V es constante, que las

curvas cerradas, en el plano de fases,representan sistemas conservatives que ex-

per imentan movi miento period ico .

Es interesantey a la vez informativo examinar el dibujo del plano de fases de

la particula en movimiento, que corresponde ala curva de la energia potencial de

la figura U.S.a). En VI el movimiento es pericdlco entre los limites y e y ;
I 2

perc la curva proxima en la figura del plano de fases (1.5.b), se aparta de la elip-

se porque el oscilador no es lineal. Las flechas en esta figura indican la direc-

cion de la cual proviene el movimiento, esto es.la direc cion cuando t crece .Hay

tres curvas cerradas asociadas con la energia V3• que indican tres posibles pun-

tos alrededor de los cuales puede ocurrir el movimiento, dependiendo de la posicion

inicial de la particula . Para V4 ,ei movimiento no es periddico POI'mucho tiem-

po. Se observa que la particula cambia de d ireccion solarnente en el punto Y12 .

No ocurre cambio de la di rec cion en la energia V6. POI' consiguiente, una parti-

cui a continua mov iendcse en su direccion inicial. Esto vale tarnbien para las dos

curvas que corresponden a V 6 en el plano de fases. Finalmente, la posicion

y 14 corresponde a un maximo local. Esta inestabi lidad no se puede percibir fa-

cilmente en el plano de fases, teniendo en cuenta de que el movimiento puede pro-

venir de la derecha 0 de la izquierda. La particul a se mueve en cualquier direc-
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cion, no continua en esta direccicn indefinidamente, solamente hasta que alcance

un punto de cambio .

Veremos que las trayectorias de sistemas no conservativos, forman espirales

hacia adentro 0 hacia afuera, 10 cual depende de si la energia es disipada (como

por frtc cion) 0 suministrada por alguna causa externa.

Tabla adjunta a la gratica (1.5),

Energia Mecanica Region Comentario

Total

Vo La particula estd en YO V es el mas bajo sistema de
0

energia posible, compatible con

U(y}. Hay equilibrio estable en

Yo

VI La particula puede osci- En y 1 e Y2 (llamados puntos de

lar entre y 1 e Y2 cambio), la particula cambia su

dir ecc ion, porque estos son pu

tos de energia cinetica cero.

V2 La particula puede oscilar Hay dos puntos de camblo, Y5

entre Y3 e Y4 0 estar en es un estado metaestable, par-

equilibrio estable en Y5 que no representa el estado

mas bajo de energia .

V3 La particula puede oscilar

entre Y6 e Y7' Ys e Y9' 0 Hay seis puntos de c ambio

YIO e vu

V4 Ver com en tario Hay un punta de cambio en YI2'

La particula llega a esta posi-

cion desde la dere c ba.s e de tie-

I
ne Y cambia de dire c cion,
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Ver came nt.ario No hay puntas de cambia.

Vel' co me ntar io La p articula e s td en e quil ibrio

inestable en y 13

Observemos ahora la figura (1,6) y consideremos el punto R que corresponde

a la posicion Y14 en el plano de fases. Dado un p equefio circulo con centro en

R y radio €, vemos que las orbitas tienden a alejarse de e l, no importa que tan

cerca a R se originen. POl' esta razon, R es un punto inestable .

F igu ra ( I.6 )

Para los puntos Q y 5, si una orbita se original POl' ejemplo, cerca de Q, ella

permanece cerca de Q. Decimos POI' esto que Q y 5 son puntos estables.

En la figura (I, 7), si una trayectoria se origina en un punto xa y permanece

cerca de la reqionsombreada, M sera un conjunto estable. Un conjuntoestable

puede contene r subconj untos que pueden s er es tabl es 0 in establ es. Per ej emp 10/

! Q l c M es estable , mientras 1 Ric M es inestable. La estabi I idad en con-

juntos ge nera Iiza Ia estabi I i dad puntual (10 ca I).

215



Figura 0.7)

Habiarms di cho antes que las trayectorias de sistemas no conservativos, forman es-

pirales. Veamos un ejemplo en el cual tenemos una fuerza de amortiquacion (fric -

cion). Nuestro sistema toma ahora la forma

my" = f (y) + g (y') ,

si y' g(y') :s 0, y' =I 0, entonces v:s 0, en efecto

v = t m 2 y' y" + v' (y) y'

= [my" + V'(y)] y'

= [ my" - f(y)] y'

=[g(y')]y':::o.

Luego V < ° .
Si g(y') =-ay', tenemos las consideraciones siguientes
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1) a = 00 Se tiene una osci l ac icn no amortiguada, el punto (0,0) es un punto de

equilibrio ver figura (L80a)0

2) a> 00 Se tiene una osc ilac ion amortiguada, las trayectorias forman una espiral

hac ia adentro. E I punto (0,0) es un foco estable .

1 (Ls c iiac ion no amortiguada

Cis cil acio n am ort igu ada,

Figura (L80a) Figura (L8.b)

POI' ultimo, conviene aclarar la diferencia entre el Metodo Directo de Liapunov el

el cual esta Intimamente ligado al teorema de Lagrange como ya se ha visto, y la

estabilidad orbital debida a Poincare 0 Se puede vel' que el metcdo directo de Lia-·

punov necesita adernas de que las orbitas esten pro xim as, que el movim iento sea

iso crono 0 Lo anterior se observa claramente en el siguiente ejemplo :

Tomemos dos pendulos con la misma longitud L, apartemoslos del repose. Ver

la figura (1090a). En el tiernpo 1= 1
1
, tenemas la situac ion de la figura (109. b) .

\)
o
~ L, .- 0

:~~i~\<, CD
~~

i
Figura (L90a) Figura (L90b) 217



Vemos que aunque Ias orbi tas estan muy proxi mas, e I rnov im iento es ine stable en

el sentido de Liapunov.

Bibliogrofio

[11 Hahn, W. :Jtability of Motion. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg, New York,

1967.

[21 Nohel, J.A. Qualitative Theory of Ordinary Differential Equations. W. A. Ben-

jamin, Inc. 1969 .

[3) Minorsky, N. Non- Linear Oscillations. Van Nostrand, Princeton N.J., 1962 .

[4] Persidsku, S. K. "On the Second Method of l.yapunov " Journal of Appl ied

Mathemat ics and Mechanics, NO25, 1961.

[51 Hal e, J. K. Ordinary Differential Equations. Wi ley - Intersci ence, 1969 .

* * *

En loor y prez del metodo axiomotic»

"Creo que todo 10 que es susceptible de tratamiento ci entifico. tan pronto como

esta preparado parael desarrollo de una teoria, cae dentro del metcdo axiornatico y

oor 10 tanto dentro rle la matematica ".
David Hilbert
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