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ei: SENOR DE FERMAT 7) Y SUS PROBLEMAS, I

VICTOR SAMUEL ALBIS GONZALEZ

I. lniroduccion.

EI propo sito de este trabajo es analizar en parte la obra de Fermat y mcstrar co-

mo sus ideas han influido en el desarrollo ulterior de la teoria de los numercs. T rans-

cribiremos en seguida apartes de una carta de Fermat a Carcavi 2), en la cua! curio-

sarnente aparecen juntos los problemas de los cuales arranca el desarrollo del cual

queremos hablar :

"Y, como los metodo s que estan en los libros eran insuficientes para dernostrar

proposiciones tan dificiles. he encontrado al fin un camino verdaderamente singular,

para hacerlas. He Ilamado esta rnanera de dernostrar el descenso infinito, y al pr in-

cipio me he servido de el para demostrar proposiciones negativas, como, par ejem-

pia, ... , que no hay ninqun trianqulo rectanculo. expresado en nurnero s enteros cu-

ya area sea un cuadrado. La demostracicn se hace par reduccion al absurdo, de es-

ta manera : si hubiese un trianqulo en numero s enteros que tuviese un area igual a

un cuadrado, habria un otro trianqu!o menor que este, que tendria la misma propie-

0) El a uror quiere agradecer la ho sp ir a li dad que Ie bri ndo el NEPEC (Rio de Janeiro), permi-

ci endo le conduir la re dac cio n de e s re tra ba jo,

1) Pierre Side Fermat n ac io el 17 de agosto de 1601 en Beaumont-de-Lomagne y rnur io en

Castres el12 de en e ro de 1665.

2) La carta e sra fechada el 14 de agosto de 1659; Carcavi la cornuni co luego a Huyg e n s,
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dad. Si hubiese un segundo menor que el primero que tuviese esta misma propiedad,

habria, por un razonam iento parecido, un tercero menor que el segundo, que tendria

la misma propiedad y en fin, un cuarto, un quinto y asi descendiendo hasta el infi-

n i to; pero. dado un numero entero, no ex iste mas que un numero fi n ito de mime ros

enteros menores que aquel, De donde se concluye que es pues irnposible que haya

un trianqulo rectanqulo cuya area sea un cuadrado. No afiado la razon de la cual in-

fiero que, si hubiese un trianqulo rectanqulo de esta naturaleza, habria otro de la

rr ism a naturaleza menor que el primero, pues el discurso se haria muy largo y es

alii donde esta todo el misterio de mi metodo. Me gustaria que los Pascales y los

Robervales y tantos otros sabios 10 busquen bajo rnis indicaciones. Por mucho tiem-

po, no pude aplicar mi metodo a las proposiciones afirmativas porque el rodeo y el

prejuicio para lIegar alii eran mucho mas difici l es. De suerte que cuando me fue ne-

cesario probar que todo primo que sobrepasa por la unidad a un multiple de cuatro ,

esta compuesto de dos cuadrados, me encontraba en gran dificultad. Pero nuevos

principios me permitieron lograrlo. Mi razonamiento sobre las cuestiones afirmativas

es asi : si un tal numero tomado a di screcion, no es el compuesto de dos cuadrados,

habria un nurnero de la misma naturaleza menor que el dado, y asf sucesivamente ,

descendiendo hasta el infinito, hasta que Ilegariais a 5, que es el menor, el cual.se

sequiri a, no es el cornpue sto de dos cuadrados, y sin embargo 10 es, de donde se

debe inferir, per la redu cclon al imposible, que todos aquellos de la misma natura-

leza son, en consecuenci a, compuestos de dos cuadrados. He considerado en segui-

da ciertas cuestiones que, si bien negativas, contienen grandes dificultades y el

metodo para practicar el descenso es de hecho diferente a los precedentes, como

sera Iac!l cornprobar. Tales son las siguientes: no hay ningun cuba dividido en

dos cubes. Solo hay un cuadrado (25) en enteros que aumentado del binario haga
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un cubo, Solo hay dos cuadrados (4 y 121), los cuales aumentados de cuatro. hagan

un cubo" 3) .

Anal izando esta c arta.observamos que, usando elmitodo del descenso infinito ,

Fermat demuestra 0 dice que es capaz de demostrar las siguientes proposiciones:

A. El area de un triangJ'/lo rectangu!o de lados enteros no puede ser 1m c1'/adra-

do perfecto.

B. x3+ y3 = z3 no tiene sotuciones en numeros enteros x , y, z, con xYZ:f o.

C. l + 2 = x3 tie·!e COI'>lO unicas sclucione s enteras a x = 3, y :; ± 5 .

C'.. y2 + 4 = x3 tiene como unicas soluciones enteras a x·= 2, y= i 2 Y

x = 5, y = ± 11.

D. Todo ~rimo de la forma p = 4n + 1 es unfvocamente la suma de dos CJwdra-

dos.

Pues bien, el rnetodo del descenso infinito (que pare ce ya encontrarse eri Eucli-

des) se ha mostrado infalible cada vez que puede usarse, perc usualmente la dificul-

tad estriba en hallar el esencial paso de descenso, tal como 10 sefiala en la ante -

rior carta el propio Fermat: "No afiado la razon de la cual infiero que, si hubiese

un trianqulo rectanqulo de esta naturaleza, habria otro de la misma naturaleza me-

nor que el primero, pues el discurso se haria rnuy largo y es alii donde esta todo el

rnisterio de rni metodo", EI uso posterior que han hecho de el Lejeune-Dirichlet, Mi-

rimanoff, Mordell yA. Weil Ie han mantenido en posicion privilegiada. Para sosie-

go de modernistas y puristas, transcribimos este metodo a un lenguaje mas contem-

poraneo :

Se supone que existe un nurnero natural n que posee una cierta propiedad P (es-

ta es la l1ipotesis de descenso). Esta suposicion implica entonces la existencia

3) Tornado de Ro Nouges [13]. Mencionada tarnbien en L Eo Dickson [3 ;v02, pago 228J.
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de un ruimero natural m menor que el dado el cual posee tambien la propiedad p(es-

te es el paso de descenso ); pero esto nos Ileva a una contradiccion, pues siempre

exi ste un menor numero natural que posee la propiedad P. En consecuencia, la hi-

pote s is de descenso es falsa para todo ruimero natural.

Vale la pena anotar que, en algunos casos, para ciertos valores de 11 no se apli-

ca el paso de descenso; en ellos, la hipdtesis de descenso puede ser cierta para un

nurnero finito, 0 quiza infinito, de ruime ros naturales. Usando una mod ific acion ade-

cuada del anterior raciocinio, es posible a menudo determinar todos los ruirneros na-

turales que poseen la propiedad P. Algunos ejemplos de esta situacton pueden ver-

se en el libro de T. Nagell [12; paqs, 232··2351.

Las proposiciones A, B, C, C' Y D han conduci do a tres areas de intensa inves-

tiqacicn -en diferentes epocas- en la teoria de las ecuaciones diofanticas. De esto

trataran los siguientes apartes de este trabajo. En cada uno de ellos discutiremos la

posible solucion de dada per Fermat, la manera como estes problemas condujeron a

extensos c apitulos de la teoria de los ruimeros. asi como tambien. y en 10 posible, el

estado actual de cada uno de estos capitulos.

La determinacion de las soluciones enteras de ecuaciones algebraicas de coefi -

cientes enteros -l as Ilamadas ecuaciones diofcinticas- es uno de los problemas mas

dificiles y antiguos de la matematic a: un primer estudio sistematico de elias fue he-

cho por Diofanto (siglo IVa. de J.C.l4), estudio que fue continuado en el siglo die-

c i ocho por Fermat, Eul er (1707 - 1783), J. Lagrange (1736 -1813) y otros. Veamos co-

mo plantean hoy en dia los matematlcos este problema: Dados los polinomios

P .(x , .. " x ), j = 1, 2, ... , m, de coeficientes enteros, determinar :
J 1 11

4) Vc a s e la rr aducc io n parcial del libra de Diofanto que se halla en F. Vera, Cienrificos grie-

gos, vo l, 2, Aguilar, Madrid, 1970. En e s re libra se enr·· .. tran rambi en traducciones de Eucli-

des, Papo, Proclo y o rr os,
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a) si existen soluciones enteras del sistema

(1)

P1(Xl"'" xn) = a
P2(xl" .. , xn) = a

b) en caso de W-lCexistan estas solucio-re s, como se obtienen y C'uintas de elias

existen .

La similitud con la geometrfa algebraica, no es una mera coincidencia, pues los

metodos de esta pueden utilizarse con exito en los problemas diofantico s,

2. La conjetura de Fermat.

Hoy todos coincidemos en que Fermat dio un impulse decisivo a las ecuaciones

diofanticas. Las proposiciones A, B, C Y C' dan fe de que el entendia el problema

en la misma forma que nosotros 10 hacemos actualmente; nos limitaremos en este apar-

te a los problemas A y B, los cuales estan fntimamente ligados entre si. Cuando

aqui hablemos de las soluciones de una ecuacion, entenderemos siernpre soluciones

enteras, salvo indicae ion contraria. Demostremos en primer lugar la siguiente pro po-

sicion debida a Diofanto [16; pag. 1056] :

Proposicion 7. La ecuacion diofantica

(2)

admite 1m numero infinito de soluciones [x, y, z], todas ellas satisfaciendo las con-

diciones xyz 1- a y x,y,z primos entre sf de dos en dos. Estas soluciones estan

dadaspor x=2ab,y=a2_b2,z=a2+b2 obienpor x=a2_b2,y=2ab, z=

a 2 + b 2 ,donde a y b son primos entre sf y solo uno de e 1I0s es impar.
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Demostracion 5). Es claro que (2) tiene una solucion [x, y, z] , entonces 2 es un di-

visor de xyz. Por 10 tanto, si (x,y) = (x,z) = (y,z) = 1 6), solo uno de los rnimeros

x, y, z es par. Si suponemos que x = 2m + I,. Y 2n+ 1, z = 2k ,encontramos que

x2 + y2" 2 (mod 4) y z2" 0 (mod 4)7) ,

10 cual es imposib!e pues 2.j 0 (m6d 4) (es decir, 4 no es un divisor de 2). Podemos,

en consecuencia, suponer en primer luqar que x = 2q Y que z e y son irnpares. De

modo que z + y = Zm y z - y = 2n son rnimeros pares, pudiendose escribir (2) en la

forma

es decir, q2= mn, Pero (m,n) = 1 y, consecuenternente, m = a2, n = b2 con ia.b)»

18). De aqui resulta que

Finalmente, a y b no son simultaneamente irnpares, pues de otro modo 2 sena un

divisor tanto de x como de y, 10 cual no es posible ya que (x,y) = 1. Trastocando

los papeles de sempefiados por x e y en el anterior argurnento, completamos la de-

mostracion de la propos icldn.

5) Esta de rnost rac io n nos puede parecer hoy sencilla y re r s a, Pero esto no fue siempre aS1: en

el rnan usc rito mas antiguo que copia la obra de Diof anro (este se encuentra en EI Escorial,Es-

p afi a) ap ar ec e una nota ,marginal al lado de e st a prop o s ic io n: "Vete con Sat ana s , Diofanto,por

la dificultad de tus problemas y en especial de este".

6) La no rae ion (a,b) designa el maximo c ornu n divisot de los num ero s ent e ro s a y b; por 10

10 tanto, (a,b) = I indica que a y b son primos entre S1 •

7), La not ac ion a" b Imo d rn) significa que a-b es divisible POt rn, La neg acion se esctibe

a I=. b (mod rn), Las siguiente s re lacione s s e demue s tr an f ac ilm e nt e : a = a (mod m}; a = b (mod

m) => b = a(mod m); a =b(modm), b=cCmodm) implican a =cCmod ml. Veanse, verbigracia,

[5], [9], [12],

8) Estamos usando el siguiente hecho : si x2=Yl Y2•• ' yn , donde los Yi son primos entre S1 to-

mados de dos en dos, entonces Yl =n~ , ... ,Yn=n~ ,donde los n· son numetos enteros positi-
I

vos, ptimos entre S1 de dos en dos.
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Proposicion A. Si los lados de un triangulo reetangulo son numeros enteros, erlton-

ces el area del triangulo no es un cuadrado perfecto.

Demostracion. Nos serviremos del metodo del descenso infinito ; de acuerdo con la

carta de Fermat, bastanos demostrar que dado un trianqu!o rectanqulo de lados ente-

ros y cuya area sea un cuadrado, es posible construir un trianqulo con la misma pro-

piedad cuya area sea menor que la del primero. Por la proposicion anterior y el teore-

ma de Pitaqoras, tenemos

2 22 ? 22 2 .(a + b ) = (a-- b ) + (2ab) , (a.b) = 1 ,

donde a y b son numeros enteros positives. a2 + b2 representa la hipotenusa del

trianqulo, y 2ab y a2_b2 sus catetos. Por hipotesi s, el area abra2_b2) de es-

te trianqulo es un cuadrado perfecto, de donde resulta que a = m2, b=n2, a2_b2=

t2, donde m.ri.t son enteros positivos, puesto que t a.b) = (a,a2_ b2) = ib , a2_

b2) = 1 ..es decir,

tiene soluciones enteras que satisfacen (m,n) = (m,t) = iri.t) = I. Ahora bien,si a

es par, m es par y n y t son impares; si a es impar, b es par y, por 10 tanto, m

es impar y n es par; luego t es impar. Es decir, en cualqu ier case. t es impar.

Escribiendo
(m2y2 = t2+(n2)2.

y usando de nuevo la proposicion 1, deducimos que m2 = a2 + (32; n2 = 2 a(3 ,

t = a2_(32, donde (a, (3) = 1, Y solo uno de entre a y (3 es impar. Resulta en-

tonces que (1/2) a(3 = (n/2)2 e.. el area del trianqu!o de lados m, a,(3 .. perc el

area del trianqulo original esta dada por ab(a.2_b2) = 2a(3 (a2_(32)2(a2+(32) > 0

la cual es evidentemente mayor que (1/2 )a(3.
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Coral aria 1. La ewucion diofcintica

(3)

no tiene soluci ones enteras Il'u satisfagan (m, n) = [m, t} = (n,l) = 1 Y min ¥ 0 .

Demostrocion. En el curso de la demostracion de la proposicion anterior, hemos

visto que si (3) admite soluciones con las condiciones dadas, existen entonces a y

fJ tales que

m2$ a2+ fJ2, n2 = 2afJ, t= a2_f32, donde (a, (3) = 1.

De m2 = a 2+ fJ2 Y observando que m, a, fJ son primos entre si de dos en dos, de-

ducimos nuevamente de la proposicion 11a existencia de enteros p y q, tales que,

sin perdida sustancial de generalidad, cumplen

m = p2 + q2, f3 =2pq, a = p2_q2, (p,q) = 1 .

De aqui resulta que

y, por 10 tanto, existen r 5, u, enteros positivos, tales que

p = ,2 , q = 5 2, P 2_ q 2 = u 2 ;= ,4_ s 4 ,

con
(p,q) = (p,u) = iq,«) = 1 .

Ahor a bi en,

es decir,
m > ,2 >, .

Por el descenso infinito, lIegamos a una contradi cc ion que demuestra el corolario.

Coral ado 2. La ecuacion diofantica
(4) x4 +)'4 = z4
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no nene Sohlciones enteras .

Demostracion . Podemos suponer que (x,y) == (y,z) == (x,z) == 1 . En tal caso, por

e I carol ario I,

no tiene soluciones de esta naturaleza, Y, en consecuencia, tampoco (4) las tiene.

EI anterior corolario, as! como tarnbien la proposi cion B, son casas particulares

de la siguiente propos lcion, conocida como la conjetura de Fermat 0 el ultimo teore- .

rna de Fermat.

La eCJ.wcion

(5)

no time soluciones en numeros enteros x, y, z, que satisfagan xyz ¥ 0 . si n > 2.

Esto no es mas que la version conternporanea de la siguiente afirmacion hecha por

F erm at, en uno de los marqenes de su copi a del I ibro de aritmeti ca de D iofanto (ed i -

cion de Bachet9\ "Cub~m in duos cubos, al.lt quadrato-quadratum in duos quadrato-

quadratos et generaliter nullan in infinit'.lm ultra ql.ladratJ.lm potestatem in duos ejus-

dem nominis [as est dividere. Cujus rei demostrationem mirabilem sane detexi .. hal1c

marginis exiguitas non caperet."

Veamos como es posible hacer algunas simplificaciones al 'enunc iado de la conje-

tura. Si n > 2 no es un ruirnero prime, entonces n es una potencia de 2 a admite

un divisor primo impar q. En el primer case. n = 4k Y podemos escribir (xk)4 +

(y k)4 = (z k) 4, la cual no tiene soluciones enteras, en virtud de! corolario 2 de ! a

proposi cion A. En el segundo case, n = q r implica que (x r) q + (y r)q == (z r) q ;

9) La ed icion de Bachet lIeva el si gu ie nr e titulo: Diophanr i Alexandrini Arithmeticorum libri

sex: e r de Numeris multangulis liber unu s, Nunc primun graece e t latini editi atque absolutis-

simis commentariis ilIusrrati.
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luege para demostrar que (5) no admite soluciones enteras, basta demostrar que no las

tiene cuando n = p es un primo impar. Pero en este caso, la conjetura es equivalen-

te a la afirmaclon de que

(6) a

no tiene soluciones enteras con xyz:f 0, si p es un primo> 2 (si p = 3 reco-

bramos la propo sic ion B). Podemos por ultimo suponer que t x.y) = (y.z) = (x,») = 1.

Las triplas [x, y. z] que satisfacen las anteriores condiciones y son soluciones de

(6), se dicen soluciones primitivas .

Hasta hoy nadie ha demostrado la falsedad 0 la verdad del anterior aserto. Euler

produj 0 un a demostrac ion incornpl eta para e I caso n = 3 (F ermat en su carta solo

dice que posee una demostracion por descenso infinitol: intentando completar esta

demostracion, Kummer logra demostrar que para una cierta clase de exponentes, los

Ilamados numeros primos regulares 0 kummerianos ) la conjetura es correcta. Pero

hoy sabemos ([ 71 , [2: paq. 381]) queel numero de primos irregl,tlares es il1finito; de

modo que el resultado de Kummer es mas bien \\ modesto" cuando aun no sabemos

tan s iquiera si el ruirnero de primos regulares es infinito 10). Pero obteniendo este

\\ modesto resultado'", echo las bases de la teo ria de los ruirnero s algebraicos, la

teoria de los ideales, y muchas otras que fundamentan la actual algebra abstraeta .

La importanc ia de un a demostrac ion de Ia conjetura parece desvanece rse ante estos

hechos.

En efecto, Kummer observe que es posible factorizar (6) en Ia siguiente forma:

p-1
(6') (x+y)(x+(,PyJ. .. (x+(,p y)=zp.

10) Kummer d e mo s tr o la conjetura para algunas clases de primos irr egul are s,
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k
donde (,p es una raiz primitiva p-esima de 1. Los elementos x+ (, (k=O, ... .n-L)

p
pertenecen al cuerpo (![(,pJ conformado por todos los numeros complejos de la forma

p-2 11)
ao+ ": (,p+"'+ an_2(,p ,ak E (!(7)

con respecto a la adlcion y multipli cacion ordinari as de ruimeros complejos. (1[(, pl

se llama el p-esi.mo cuerpo ciclotomico .. cuando todos los ak en (7) son nurneros

enteros, decimos que (7) representa un entero(algebraico) de {1[ (,p 1 .. el conjunto
p-2

2' [ (,p] "" I "»+ a i (,p + ••• + ap_2 (,p .. ak c Z l conforrna un an i II0, II amado e' ani-

1I0 de los ent~ ros (alge braicos) de {1[ (,p] . Kummer creyo que en z[(, p 1 existia

una faetorizacion unica de sus elementos en irreducibles (= primos) y basandcse en

ella produjo una "demostracion" de la conjetura de Fermat. Dedekind Ie sefialo en

donde residia la falla y para subsanarla Kummer introdujo sus numeros ideales, los

cuales, mas tarde, se convirtieron en nuestros ideales. Mas preciso, un ideal (frac-

cionario) a de ~ [(p] que satisface las siguientes condiciones:

11) Si a, f3 E (1, entonces A a +fl f3 E: (1 para cualesquiera A y f.1 en (1[(,p 1.

12) Existe vEZ[(,p1,v'iO, que cum pie vaEZ[(,pJ, paratodo at;,a.

EI producto de dos ideales a y ~ se define como el conjunto

n
(f ~ = ! ~ a, f3' .. a , E (1, f3 ' E ~ , J' > 1 f

j= I ; J J J -

Es faci l verificar que (f~ es tarnb ien un ideal de ~ [(,p 1 Y que la multipli cacion

de ideales es asociativa y conrnutativa. Dados dos ideales (f y ~ es posible de-

finir un unico ideal e. tal que ~ = ae.; este ideal 10 notamos ~/a; el ideal

(1) = Z[(,p] satisface a (l) =. a para todo ideal (f, y al unico ideal ~ que sa-

tisface (l) = ae. Ie lIamamos el inverso de (j y Ie denotamos por a·1. Podemos

n·1 n-2 n-1
11) U sando (, +(, + ••• +(, + 1=0 , se ve facilmente que (, E lQ[(' 1 •n n n n n-
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concluir, pues. que el conjunto 1 de todos los ideales de ~ r(pl conforma un grn-

»0 abe liarlo can respecto a la multiplicacion de ideales.

S r:>' (j'(i).1
i el ideal u esta contenido en 2'C(p] r decimos que es un ideal entero. si J)

es entero, decimos que ~ divide al ideal (j'; una definicion mas: si los tinicos di-

visores de un ideal entero P son el mismo y (1). decimos que P es un ideal pri-

E I teorema fund amental encontrado por Kumm er y Dedek ind y que sustituye Ia falta

de Iactorizaclcn iinica en ~r(p]' es el siguiente :

T ado ideal a de f! [(pl se escribe de manera unica, salvo el orden de los facto-

res, en la forma

donde los P j son ideales primos y a i E 'I, !Jara j = 1, ... , n,

Es decir, los ideales primos constituyen una base del grupo abeliano 1. Los de-

talles de Ias anteriores afi rmaciones pueden consu Itarse en [6: paqs, 88-96 y 113-

US] . Un ideal de la forma a::: I A a , A E f! r(p] I se denomina principal; es fa-

cil verificar que el conjunto P de todos los ideales principales es un subgrupo de

1. EI grupo cociente liP = C(~[(pl) se llama el g/11pO clasal de (>[(p]' y es

un teorema fundamental de la teoria de los numeros algebraicos el hecho de que es

un grupo fin ito, cuyo orden h se denornina el numero clasal [6: pags.1l9]. Si

p I h, decimos que p es un primo regular 0 kummeriano. En particular, sih = 1,

todo ideal de ~ r(p] es principal v, por 10 tanto, 2 [(p] es un anillo factorial,

es decir, sus elementos no nulos se pueden escribir univocamente, salvo el orden

y uni dades, como un producto de el ementos primos. EI teorema demostrado por Kum-

mer y mencionado anteriormente es el siguiente :
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Teorema I, Si p es 'm primo reg'l1ar, entonces (6) no time SOl11ciones primitivas

enteras con xyz =I 0 .

Las demostraciones del anterior teorema utilizan en alguna forma el descenso in-.
finite. (Veanse [5: chap. 111 y [2: chap. 5].) Kummer encontro tambien curiosas

"'
condiciones necesarias y suficientes para la regularidad de un primo. ASII por ejem-

plo I tenemos el siguiente

Teorema 2. E:l pruno P 2: 3 es regular si, y solo si, el nllmerador de los numeros

de Bernoulli B 2' B 4' ... , B p-3 no es divisi~le ;Jor p.

Los ruirneros de 6ernoulli aparecen en varias partes de la maternatica, como. por

ejemplo, en
00

~Z12.

12 .'
z 1+ 2

12=1

Finalmente queremos indicar que los investigadores han encontrado conveniente

distinguir dos casos para estudiar la conjetura :

I. pt xyz

II. p I xyx

Con ayuda de las cornputadoras' electronicas se ha podido verificar que la conjetura

es cierta hasta el primo p = 253'747.889, en el caso I, y hasta p = 4.001, en el

caso II. (Continuara) .
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