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EL SENOR DE FERMAT Ny SUS PROBL EMAS, |

VICTOR SAMUEL ALBIS GONZALEZ :

1. Introduccion.

El propGsito de este trabajo es analizar en parte la obra de Fermat ymostrar co-
mo sus ideas han influido en el desarrollo ulterior de la teoria de los nimeros. Trans-
cribiremos en seguida apartes de una carta de Fermat a CarcaviZ), en la cual curio-
samente aparecen juntos los problemas de los cuales arranca el desarrollo del cual
queremos hablar :

'Y, como los métodos que estan en los libros eran insuficientes para demostrar
proposiciones tan dificiles, he encontrado al fin un camino verdaderamente sinqular,
para hacerlas. He Ilamado esta manera de demostrar el descenso infinito, y al prin-
cipio me he servido de él para demostrar proposiciones negativas, como, por ejem -
plo, ..., que no hay ningtn triangulo rectangulo, expresado en nlimeros enteros cu-
ya area sea un cuadrado. La demostracion se hace por reduccion al absurdo, de es-

ta manera : si hubiese un triangulo en nimeros enteros que tuviese un area igual a

un cuadrado, habria un otro tridngulo menor que éste, que tendria la misma propie-

*) El autor quiere agradecer la hospitalidad que le brindé el NEPEC (Rio de Janeiro), permi-

tiéndole concluir la redaccidon de este trabajo.

1) Pierre S.de Fermat naci6 el 17 de agosto de 1601 en Beaumont-de-Lomagne y murié en
Castres el 12 de enero de 1665,

2) La carta esta fechada el 14 de agosto de 1659; Carcavi la comunicé luego a Huygens.
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dad. Si hubiese un segundo menor que el primero que tuviese esta misma propiedad,
habria, por un razonamiento parecido, un tercero menor que el segundo, que tendria
la misma propiedad y en fin, un cuarto, un quinto y asi descendiendo hasta el infi-
nito; pero, dado un nimero entero, no existe mas que un ndmero finito de nimeros
enteros menores que aquél. De donde se concluye que es pues imposible que haya
un triangulo rectangulo cuya area sea un cuadrado. No afiado la razén de la cual in-
fiero que, si hubiese un triangulo rectangulo de esta naturaleza, habria otro de la
misma naturaleza menor que el primero, pues el discurso se haria muy largo y es
alli donde esta todo el misterio de mi método. Me gustaria que los Pascales y los
Robervales y tantos otros sabios lo busquen bajo mis indicaciones. Por mucho tiem-
po, no pude aplicar mi método a las proposiciones afirmativas porque el rodeo y el
prejuicio para llegar alli eran mucho mas dificiles. De suerte que cuando me fue ne-
cesario probar que todo primo que sobrepasa por la unidad a un miltiplo de cuatro ,
esta compuesto de dos cuadrados, me encontraba en gran dificultad. Pero nuevos
principios me permitieron lograrlo. Mi razonamiento sobre las cuestiones afirmativas
es asi : si un tal nimero tomado a discrecion, no es el compuesto de dos cuadrados,
habria un nimero de la misma naturaleza menor que el dado, y asi sucesivamente ,
descendiendo hasta el infinito, hasta que llegariais a 5, que es el menor, el cual,se
seguiria, no es el compuesto de dos cuadrados, y sin embargo lo es, de donde se
debe inferir, por la reduccion al imposible, que todos aquellos de la misma natura-
leza son, en consecuencia, compuestos de dos cuadrados. He considerado en segui-
da ciertas cuestiones que, si bien negativas, contienen grandes dificultades y el
método para practicar el descenso es de hecho diferente a los precedentes, como
sera facil comprobar. Tales son las siguientes : no hay ningin cubo dividido en

dos cubos. S0lo hay un cuadrado (25) en enteros que aumentado del binario haga
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un cubo. Solo hay dos cuadrados (4 y 121), los cuales aumentados de cuatro, hagan
un cubo’*3) .
Analizando esta carta,observamos que, usando el metodo del descenso infinito
Fermat demuestra o dice oue es capaz de demostrar ias siguientes proposiciones :
A. El area de un triangulo rectangulo de lados enteros no puede ser un cuadra-

do verfecto.
B. x34+y? =23 no tiene soluciones en niimeros enteros x,y, z, con xyz # 0.
C. y%+ 2 =7 tiewe como tinicas soluciones enteras a x =3, y = +5.

2 . g .
C. y°+4= x7 tiene como unicas soluciones enteras a x = 2, yE 22,y

x=5, y=+11,

D. Todo vrimo de la forma p = 4n + 1 es univocamente la suma de dos cuadra-

dos.

Pues bien, el método del descenso infinito (que parece ya encontrarse en Eucli-
des) se ha mostrado infalible cada vez que puede usarse, pero usualmente la dificul-
tad estriba en hallar el esencial paso de descenso, tal como lo sefiala en la ante -
rior carta el propio Fermat : ** No afiado la razon de la cual infiero que, si hubiese
un triangulo rectangulo de esta naturaleza, habria otro de la misma naturaleza me-
nor que el primero, pues el discurso se haria muy largo y es alli donde esta todo el
misterio de mi método’’. El uso posterior que han hecho de €l Lejeune-Dirichlet, Mi-
rimanoff, Mordell y A. Weil e han mantenido en posicion privilegiada. Para sosie -
go de modernistas y puristas, transcribimos este método a un lenguaje mas contem-

poraneo :

Se supone que existe un nimero natural » que posee una cierta propiedad P (és-

ta es la hipotesis de descenso) . Esta suposicion implica entonces la existencia

3) Tomado de R.Nougés [13]. Mencionada también en L. E. Dickson [3;v.2, pag. 228].
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de un nimero natural m menor que el dado el cual posee también la propiedad P(és-
te es el paso de descenso ); pero esto nos Ileva a una contradiccion, pues siempre
existe un menor niumero natural que posee la propiedad P . En consecuencia, la hi-

potesis de descenso es falsa para todo nimero natural.

Vale la pena anotar que, en algunos casos, para ciertos valores de » no se apli-
ca el paso de descenso; en ellos, la hipotesis de descenso puede ser cierta para un
nimero finito, o quiza infinito, de nimeros naturales. Usando una modificacion ade -
cuada del anterior raciocinio, es posible a menudo determinar todos los nimeros na-
turales que poseen la propiedad P. Algunos ejemplos de esta situacion pueden ver-

se en el libro de T. Nagell [12; pags. 232-2351 .

Las proposiciones A, B, C, C’y D han conducido a tres areas de intensa inves-
tigacion -en diferentes épocas- en la teoria de las ecuaciones diofanticas. De esto
trataran los siguientes apartes de este trabajo. En cada uno de ellos discutiremos la
posible solucion de dada por Fermat, la manera como estos problemas condujeron a
extensos capitulos de la teoria de los nimeros, asi como también, y en lo posible, el

estado actual de cada uno de estos capitulos.

La determinacion de las soluciones enteras de ecuaciones algebraicas de coefi -
cientes enteros -las |lamadas ecuaciones diofanticas- es uno de los problemas mas
dificiles y antiguos de la matematica; un primer estudio sistematico de ellas fue he-
cho por Diofanto (siglo IV a. de J.CV)4), estudio que fue continuado en el siglo die-
ciocho por Fermat, Euler (1707 - 1783), J. Lagrange (1736 -1813) y otros. Veamos co-
mo plantean hoy en dia los matematicos este problema : Dados los polinomios

P/.(.\'l‘ woux,),j=1,2,...,m de coeficientes enteros, determinar

4) Véase la traduccién parcial del libro de Diofanto que se halla en F, Vera, Cientificos grie-

gos, vol. 2, Aguilar, Madrid, 1970, En este libro se enr . utran también traducciones de Eucli-

des, Papo, Proclo y otros.
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a) si existen soluciones enteras del sistema

(PI(.\‘I, ..... X ”) =0

1’2(.\‘],...,3(”) =0 ’
(1)

Pm(x],. ,X”)—O

b) en caso de que existan estas soluciones, como se obtienen y cudntas de ellas

existen .

La similitud con la geometria algebraica, no es una mera coincidencia, pues los

métodos de ésta pueden utilizarse con éxito en los problemas diofanticos.

2. La conjetura de Fermat .

Hoy todos coincidemos en que Fermat di6 un impulso decisivo a las ecuaciones
diofanticas. Las proposiciones A, B, C y ¢’ dan fe de que €l entendia el problema
en la misma forma que nosotros lo hacemos actualmente; nos limitaremos en este apar-
te a los problemas Ay B, los cuales estan intimamente ligados entre si. Cuando
aqui hablemos de las soluciones de una ecuacion, entenderemos siempre soluciones
enteras, salvo indicacion contraria. Demostremos en primer lugar !a siguiente propo-
sicion debida a Diofanto [16; pag. 10561 :

Proposicion 1. La ecuacion diofantica

2) : x24 92 =52

admite un mimero infinito de soluciones [ x, y, z1, todas ellas satisfaciendo las con-
diciones xyz # 0 y x,y,z primos entre si de dos en dos. Estas soluciones estan
dadas por x=2ab,y =a’—b% z=a%+ 5% obienpor x =a’~b2 y=2ab, z=

a2+ 52 donde a y b son primos entre siy solo uno de ellos es impar.
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Demostracion 3) Es claro que (2) tiene una solucion [x, y, z] , entonces 2 es un di-

6)

visor de xyz . Por lo tanto, si (x,y) = (x,2) = (y,z) = 1 °’, sélo uno de los niimeros

x,y, z es par. Si suponemos que x =2m+ 1, y = 2n+1, z =2k, encontramos que

x2iy2-2(méd 4) y z2=0 (méd H7,
lo cual es imposible pues 2 £ 0 (méd 4) (es decir, 4 no es un divisor de 2). Podemos,
en consecuencia, suponer en primer lugar que x = 2¢g y que z € y son impares.De
modo que z+y =2m y z-y = 2n son nimeros pares, pudiéndose escribir (2) en la

forma
x< = 4q2 = 2. y2 = (2m) (2n) ,

2 2

es decir, q2= mn. Pero (m,n) = 1 y, consecuentemente, m=a“, n= 5b* con (a,b)=

18). De aqui resulta que

z=men=a’4b?, y=mn=a~b° x=2ab, (ab) =1,

Finalmente, « y & no son simultdneamente impares, pues de otro modo 2 seria un
divisor tanto de x como de y, lo cual no es posible ya que (x,y) = 1. Trastocando
los papeles desempefiados por x € y en el anterior argumento, completamos la de-

mostracion de la proposicion.

5) Esta demostracién nos puede parecer hoy sencilla y tersa. Pero esto no fue siempre asi: en
el manuscrito mas antiguo que copia la obra de Diofanto (éste se encuentra en El Escorial,Es-
pafia) aparece una nota marginal al lado de esta proposicion: ‘‘Vete con Satanas, Diofanto,por

la dificultad de tus problemas y en especial de éste’”.

6) La notacion (a,b) designa el maximo comun divisor de los nimeros enteros a y b; por lo
lo tanto, (a,b) = 1 indica que a y b son primos entre si .

7).La notacién a = b(mod m) significa que a-b es divisible por m. La negacion se escribe
a# b (méd m). Las siguientes relaciones se demuestran facilmente: a = a(méd m); a = b{mod
m) => b = a(méd m); a =b(médm), b=c(médm) implican a =c(méd m). Véanse, verbigracia,

(5], [9],[12].

8) Estamos usando el siguiente hecho : 2

si Xx“=y, yo...yn , donde los y; son primos entre si to-
L @ 2 - i ]
mados de dos en dos, entonces y1 =n7 ,...,yn=n% ,donde los n; son nimeros enteros positi-

vos, primos entre si de dos en dos.
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Proposicion A. Si los lados de un trianqulo rectangulo son nimeros enteros, enton-

ces el area del triangulo no es un cuadrado perfecto.

Demostracion. Nos serviremos del método del descenso infinito ; de acuerdo con la
carta de Fermat, bastanos demostrar que dado un triangulo rectangulo de lados ente-
ros y cuya area sea un cuadrado, es posible construir un triangulo con la misma pro-
piedad cuya area sea menor que la del primero. Por la proposicion anterior y el teore-

ma de Pitagoras, tenemos
@ + 522 = (a®>— %)% 4 2ab)?, (a,b) = 1,

donde a y b son nlimeros enteros positivos, a“ + 52 representa la hipotenusa del

2 ,2

—b~< sus catetos. Por hipotesis, el area ab (a’~5?) de es-

.z 2
te triangulo es un cuadrado perfecto, de donde resulta que a = me., brn®  atboe

triangulo, y 2ab y a

t2, donde m,n,t son enteros positivos , puesto que (a,b) = (dia’— b2) = (b,az—

b2)=1;es decir,
(3) m? =1+ n

tiene soluciones enteras que satisfacen (m,n) = (m,2) = (n,1) = 1. Ahora bien,si a
espar, m espary » y t sonimpares; si a es impar, b espary, por lo tanto, m
es impary » espar; luego ¢ es impar. Es decir, en cualquier caso, ¢ es impar .
Escribiendo

292 432 g2 )2

(m
y usando de nuevo la proposicion 1, deducimos que e e +Bz; n? =208,
t= 062—62, donde (a, B) =1, y sblounode entre & y B es impar. Resulta en-
tonces que (1/2) a B = (n/2)% es el area del triangulo de lados m, @, 3 ; pero el
area del triangulo original esta dada por ab (a%-52) = 208 ((xz_Bz)Z(oc2+Bz) >0

la cual es evidentemente mayor que (1/2)af.
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Corolario 1. La ecuacion diofantica

3) m? = 12+n4

no tiene soluciones enteras que satisfagan (m,n) = (m,) = (m,) =1y min # 0.
Demostracion . En el curso de la demostracion de la proposicion anterior, hemos
visto que si (3) admite soluciones con las condiciones dadas, existen entonces oy

B tales que

m?= a2 B2 n? =208, t=a’- B2, donde (a,B)=1.

De m? = a?y ﬁz y observando que m, @, 3 son primos entre si de dos en dos, de-
ducimos nuevamente de la proposicion 1 la existencia de enteros p y g, tales que,

sin pérdida sustancial de generalidad, cumplen

3
m=p"+q°, B =2pq, =z>2-¢72, (p.q) = 1.

De aqui resulta que

n2 = 4pq (pz— q2)

’

y, por lo tanto, existen r, s, « enteros positivos, tales que

Ao it o2 - sigdtind gt
con
(p.q) = (pu) = (qu) = 1.
Ahora bien, »
w2 =024+ 492=06%+sH%> 4,
es decir,
m>r2 >r

Por el descenso infinito, llegamos a una contradiccion que demuestra el corolario.

Corolario 2. La ecuacion diofantica

(4) x4+ )’4 - 24
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no tiene soluciones enteras .

Demostracion . Podemos suponer que (x,y) = (y,z) = (x,z) = 1. En tal caso, por

e! corolario 1,

%= (x2)2 4

o )
no tiene soluciones de esta naturaleza, y, en consecuencia, tampoco (4) las tiene.

El anterior corolario, asi como también la proposicion B, son casos particulares
de la siguiente proposicion, conocida como la conjetura de Fermat 6 el ultimo teore-
ma de Fermat .

La ecuacion
(5) £ yn = g7

no tiene soluciones en nimeros enteros x, y, z, que satisfagan xyz # 0, si n> 2.

Esto no es mas que la version contemporanea de la siguiente afirmacion hecha por
Fermat, en uno de los margenes de su copia del libro de aritmética de Diofanto (edi-
cién de Bachet ): * Cubum in duos cubos, aut guadrato-quadratum in duos quadrato-
quadratos et generaliter nullan in infinitum ultra guadratum potestatem in duos ejus-
dem nominis fas est dividere. Cujus rei demostrationem mirabilem sane detexi: hanc

marginis exiguitas non caperet.”’

Veamos cOmo es posible hacer algunas simplificaciones al enunciado de la conje-
tura. Si »> 2 no es un nimero primo, entonces » es una potencia de 2 o admite
un divisor primo impar 4. En el primer caso, » = 4k y podemos escribir (xk)% 4
(y k)4 = (z%)4  la cual no tiene soluciones enteras, en virtud de!l corolario 2 de {a
proposicion A. En el segundo caso, » = ¢gr implicaque (x") 94 (yN9 = (z")1

9) La edicién de Bachet lleva el siguiente titulo : Diophanti Alexandrini Arithmeticorum libri

sex: et de Numeris multangulis liber unus. Nunc primun graece et latini editi atque absolutis-

simis commentariis illustrati.
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luego para demostrar que (5) no admite soluciones enteras, basta demostrar que no las
tiene cuando »=p es un primo impar. Pero en este caso, la conjetura es equivalen-

te a la afirmacion de que

(6) xp+yp+zp=0

no tiene soluciones enteras con xyz # 0, si p esunprimo >2 (si p =3 reco-
bramos la proposicion B). Podemos por Ultimo suponer que (x,y) = (y,z) = (x,2) = 1.
Las triplas [ x, y, z] que satisfacen las anteriores condiciones y son soluciones de

(6), se dicen soluciones primitivas .

Hasta hoy nadie ha demostrado la falsedad o la verdad del anterior aserto. Euler
produjo una demostracion incompleta para el caso »=3 (Fermat en su carta sélo
dice que posee una demostracion por descenso infinito) ; intentando completar esta
demostracion, Kummer lcgra demostrar que para una cierta clase de exponentes, los
llamados numeros primos regulares o kummerianos , la conjetura es correcta. Pero
hoy sabemos ([71, [2: pag. 381D que el numero de primos irregulares es infinito; de
modo que el resultado de Kummer es mas bien ** modesto’’ cuando alin no sabamos
tan siquiera si el nimero de primos regulares es infinito 10). Pero obteniendo este
** modesto resultado’?, echd las bases de la teoria de los nimeros algebraicos, la
teoria de los ideales, y muchas otras que fundamentan la actual algebra abstracta .
La importancia de una demostracion de la conjetura parece desvanecerse ante estos

hechos.

En efecto, Kummer observo que es posible factorizar (6) en la siguiente forma :

p-1
(6’) (x+y)(x+pr)...(x+Cp y)=2z?l ,

10) Kummer demostrd la conjetura pata algunas clases de primos irregulares.
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donde g”p es una raiz primitiva p-ésimade 1. Los elementos x+ L:k(/e =0,...,n-1)
4
pertenecen al cuerpo Q[C/J] conformado por todos los nimeros complejos de la forma
p-2 11)
(7) a+a Cp+---+ an_zép , 4, €077,
con respecto a la adicion y multiplicacion ordinarias de nimeros complejos. Q[C[)]
se Ilama el p-€simo cuerpo ciclotomico , cuando todos los a, en (7) son nimeros
enteros, decimos que (7) representa un entero(algebraico) de @[ C/)T ; el conjunto
p-2 ;
z = ; oo . i -
[CP] { “o+”1§p+ 3 ap_zép i a e 2} conforma un anillo, Ilamado el ani
llo de los ent> ros (alge braicos) de Q[{P] . Kummer creyd que en 1[§p’| existia
una factorizacion unica de sus elementos en irreducibles (= primos) y basandose en
ella produjo una ** demostracion’’ de la conjetura de Fermat. Dedekind le sefialo en
donde residia la falla y para subsanarla Kummer introdujo sus niimeros ideales, los
cuales, mas tarde, se convirtieron en nuestros ideales. Més preciso, un ideal (frac-

cionario) @ de @ [_(pl que satisface las siguientes condiciones :

I11) Si o, B€{, entonces A ¢+p B € para cualesquiera A y u en Q[épl.

12) Existe uEZ[Cp],V #0, que cumple v ”LGZ[ép], para todo o< (.

El producto de dos ideales (I y B se define como el conjunto

@%=§]él o B, ,-oc].eﬁ, B].G‘B,jz 1}

Es facil verificar que (B es también un ideal de @ [ép] y que la multiplicacion
de ideales es asociativa y conmutativa. Dados dos ideales  y B es posible de-
finir un tnico ideal C tal que ® = @C; este ideal lo notamos B/( ; el ideal

(1) = Ilép] satisface @ (1) = @ para todo ideal (, y al tinico ideal C que sa-

tisface (1) = @C le llamamos el inverso de @ vy le denotamos por @ L. Podemos

n-1 _n-2 n-1
11) Usando én +§n +---+4n+ 1=0, se ve facilmente que Cn e Q[én] .

229



concluir, pues, que el conjunto 1 de todos los ideales de @ [gp] conforma un gn-

o abeliono con respecto a larmultiplicacion de ideales.

Si el ideal (f esta contenido en I[‘(:p], decimos que es un ideal entero; si @33-1
es entero, decimos que B divide al ideal ({; una definicion mas : si los Unicos di-
visores de un ideal entero P son él mismoy (1), decimos que ¥ es un ideal pri-
mo de Q[Cp] 4

El teorema fundamental encontrado por Kummer y Dedekind y que sustituye la falta

de factorizacion Unica en Q[Cp] , es el siguiente :

Todo ideal @ de Q[CP] se escribe de manera unica, saivo el orden de los facto-

res, en la forma

(0]
n

%
@=92, ...%

n

donde los EP]. son ideales primos y 0. €2 para j=1 ..., n

Es decir, los ideales primos constituyen una base del grupo abeliano I. Los de-
talles de las anteriores afirmaciones pueden consultarse en [6: pags. 88-96 y 113-
115] . Un ideal de laforma @ ={Aa; A€ @ [ép] } se denomina principal ; es fa-
cil verificar que el conjunto P de todos los ideal'es principales es un subgrupo de
[. El grupo cociente I/P = C(Q[ép] ) se llama el grupo clasal de Q[Cp] ,y es
un teorema fundamental de la teoria de los nimeros algebraicos el hecho de que es
un grupo finito, cuyo orden » se denomina el numero clasal [6: pags.119]. Si
p | b, decimos que p es un primo regular o kummeriano. En particular, si » = 1,
todo ideal de @ [Cp] es principal y, por lo tanto, Il[ép] es un ani!lo factorial,
es decir, sus elementos no nulos se pueden escribir univocamente, salvo el orden
y unidades, como un producto de elementos primos. El teorema demostrado por Kum-

mer y mencionado anteriormente es el siguiente :
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Teorema 1. Si p es un primo reqular, entonces (6) no tiene soluciones primitiva s

enteras con xyz # 0 .

Las demostraciones del anterior teorema utilizan en alguna forma el descenso in-
finito. (Véanse [5: chap. 111y [2: chap. 51.) Kummer encontré también curiosas

condiciones necesarias y suficientes para la regularidad de un primo. Asi, por ejem-

plo, tenemos el siguiente

Teorema 2. Elnrimo p>3 esregular si, y solo si, el numerador de los mimeros

de Bemoulli B,, B .. B3 no es divisible por p.

4

Los nimeros de Bernoulli aparecen en varias partes de la matematica, como, por

ejemplo, en

oo

z =14+ 3 n_o,n
= !

o3 1 n=1 n

Finalmente queremos indicar que los investigadores han encontrado conveniente

distinguir dos casos para estudiar la conjetura :
. p1 xyz
1. 4 ] xXyx

Con ayuda de las computadoras electronicas se ha podido verificar que la conjetura
es cierta hasta el primo p = 253°747.889, en el caso |, y hasta p = 4001, en el

caso |l . (Continuara) .
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