YOL. XXII Nos1, 2y 3 1988

TOPOLOGIA
DEL ORDEN DE CONJUNTOS SUPERDENSOS

Por
José M. Muiioz Q.
Departamento de Matemiticas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia
Bogota D.E., Colombia

Alba Leonor Chaux C.
Universidad Surcolombiana y
Secretaria de Educacién del Huila
Neiva, Colombia

Resumen. Se estudian en detalle los conceptos topologicos basicos de los espacios superden-
s0s, poniéndose de presente que muchas de las particularidades de la topologia del orden
de los nimeros reales no estandar (la usual para ellos), no son propias de este conjunto ni
dependen de sus operaciones, sino que son compartidas por todos los conjuntos superden-
sos, estableciéndose por ejemplo que toda imagen isomorfa de (R, <), no sélo es de puntos
aislados, sino que ni siquiera posee puntos de acumulacion.

L INTRODUCCION

Un conjunto no vacio totalmente ordenado (X, <) sera llamado superdenso, si para todo par
de subconjuntos contables A y B no simultineamente vacios, con A < B (todo elemento de
A menor que todo elemento de B), existe ¢ en X tal que A < {¢} < B.

Como A o B pueden ser vacios, todo subconjunto contable es acotado, tanto superior
como inferiormente, con cotas que no pertenecen al subconjunto. En particular para toda
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sucesion (zs)aen de puntos de X, existen c,d en X tales que para todo n, ¢ < zs < d;0 sea,
no existen sucesiones coiniciales ni cofinales con X.

Claramente todo conjunto superdenso es en particular denso sin primero ni iltimo elemen-
10s, O 8ea es un no- conjunto.

Suponemos conocidos (ver [2]) los siguientes resultados:
1) Todo no- conjunto contiene una imagen orden-isomorfa de (Q, <).
2)Todo conjunto superdenso contiene una imagen orden-isomorfa de (R, <).

3) Todos los conjuntos superdensos de cardinal x; son orden-isomorfos, de manera que si
se acepta la hipétesis del continuo,todos los conjuntos superdensos de cardinal ¢ resultan
ser orden-isomorfos.

Para todo par de elementos s,b en X con s < b definimos el intervalo abierto de extremos s
y b como

(6,b) = {z€X|a <z A z<b},

ge sabe (ver [1]) 712 e] conjunto de todos los intervalos abiertos es una base de una topologia
o, lamada la topologsa del orden de X, la cual serd nuestro objeto de estudio en el presente
articulo. Un espocio superdenso serd un conjunto superdenso dotado de su topologia del
orden. En adelante abierto, cerrado, etc., se entenderé con respécto a esta topologia del

orden.
II. SEPARACION Y CONVERGENCIA.

PROPOSICION 1. En un no-conjunto X con su topologia del orden, las colas abiertas
a derecha (s,—) y a izquierda (~,s), son subconjuntos abiertos, mientras que las colas
cerradas son subconjuntos cerrados.

Sea z € (s,-) = {y € X|a < y}; el hecho de no poseer X iltimo elemento, implica la
existencia de b en X, tal que z < b; luego z € (a,b) C (s,—), con lo cual se prueba que (s,~)
es abierto.

De manera similar (ya que X tampoco posee primer elemento) se procede en el caso de
(~,a). Como el orden es total, [s,—) = X - («~,a), resultando cerradas las colas [s,—) y de

manera similar las de la forma (~,a].
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COROLARIO Los subconjuntos unitarios son cerrados.

Esto se sigue de manera inmediata ya que
X - {a} = (~,8) U (a,=).

PROPOSICION 3. Un no-conjunto con su topologia del orden es un espacio de Hausdorfl
Sean b,c € X con b < ¢; por la densidad de X, existe d en X tal que b < d < c. Entonces (~,d
y (d, =) son abiertos disyuntos que separan a by c.

PROPOSICION 8. Un no-conjunto con su topologia del orden es un espacio regular.

Sean F un subconjunto cerrado de un tal espacio X y sea b un punto que no estd en F
Puesto que b € X - F y éste es abierto, existe una vecindad (¢,d) de b contenida en X - F
Como ¢ < b < d y el espacio es orden-denso, existen p,g en X tales que c<p<b<g<d
Necesariamente [p,¢] C X - F; luego F C X - [p,q] = (~,p)U(g,~) ¥ puesto que b € (p,qg)
obtenemos la separacién de F y b con abiertos disyuntos, es decir, la regularidad de
espacio.

Ain cuando hasta este momento no se ha utilizado la superdensidad, todos los resultados
que siguen si dependen directamente de ella.

PROPOSICION 4. En un espacio superdenso una sucesién es convergente si y slo si e
casi constante (o sea constante de un cierto término en adelante).

Evidentemente una sucesion casi-constante es convergente en cualquier espacio topologico
al menos al punto que se repite infinitas veces. Mostremos entonces que una sucesion
a: N = X que no es casi-constante, no es convergente.

Si la sucesién posee dos puntos b,c 0 més que se repiten infinitas veces y, como el espacic
es de Hausdorff, la sucesién no converge ni a b ni a ¢ (basta tomar vecindades disyuntas de
by ¢ para verlo) ni a ningun otro punto z (como lo mostrarian dos vecindades disyuntas de
by z). Supongamos que la sucesién posee a lo més un punto que se repite infinitas veces
Entonces el conjunto d¢ puntos de la sucesién es infinito, ya que ésta no es casi-constante.
Sea z cualquier punto en X; definimos

A = {s(n)|s(n) <z} y B = {o(n)|z < s(n)}

Como 4 < {z} < B y el espacio es superdenso, existen ¢,d en X tales que A < {c} < {z} <
{d} < B. Asi el intervalo (c,d) es una vecindad de = para la cual existen infinitos términos
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¢(n) fuera de ella, ya que al menos uno de los conjuntos 4 o B es infinito, de manera que

s(n) NO converge a z.

La téctica usada en esta dltima parte de la prueba es iitil en situaciones similares.

PROPOSICION 5. En un espacio superdenso ningiin subconjunto contable posee puntos
de acumulacién; en consecuencia, los subconjuntos contables son cerrados y tienen todos

sus puntos aislados.

Sea S un subconjunto contable de un espacio superdenso X y sea b cualquiera de sus puntos;
si definimos
A={zeS|z<b} y B={z€eS|b<z}
entonces A < {b} < B. Siendo A y B contables, existen c,d en X tales que
A<{c}<{b} < {d} <B,

de modo que (c,d) es una vecindad de b que a lo m4s intersecta a S en un punto.

COROLARIO 1. Ningin espacio superdenso es separable.

Como todo espacio superdenso contiene una copia de (R, <), su cardinal es mayor o igual
que ¢, de manera que no es contable. Si S es un subconjunto contable, por la proposicién
anterior § = 8, siendo imposible que 3 sea el espacio total.

COROLARIO 2. En un espacio superdenso todo punto de acumulacién de un subconjunto
es también punto de condensacion del mismo.

Supongamose que p no es un punto de condensacién de un subconjunto M. Entonces existe
una vecindad V de p tal que VnM es contable.Como V n M no tiene puntos de acumulacién,
existe una segunda vecindad V' de p tal que V' n (V n M) C {p},0 sea, que (V'nV)nM C {p},
no siendo asi p un punto de acumulacién de M.

PROPOSICION 6. En un espacio superdenso un abierto no es necesariamente unién con-
table de intervalos abiertos disyuntos dos a dos.

Basta ver que en los niimeros reales no estandar con la topologia del orden, el subconjunto
abierto E(0) de los infinitesimales, no puede obtenerse como unién contable de intervalos

abiertos. Procederemos por contradiccién. Supongamos que
E(0) = |J (an,bn)

8€EN
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En tal caso todos los b, tienen que ser infinitesimales, ya que si algin b no lo fuese, su
parte estandar no seria nula; supongamos Est(by) > 0. Si as es infinitesimal, 4 € (g4, bs)
¥ Est(axpx) = Est00) 5 ¢, Juego 2« no seria infinitesimal, contrario a lo supuesto. Si a;
no es infinitesimal,sea ¢ un infinitesim2l tal que 0 < & < by —cx. Entonces ax +¢ € (ax,b4) pero
Est(ax + ¢) = Est(ax) & E(0), lo cual es una contradiccion.

Concluimos que todos los b, tienen que ser infinitesimales, de manera que
A={h]0<b,neN} < {Z|1<n}=B

Como R* es superdenso, existe # tal que A < {8} < B,lo cual significa que § es infinitesimal,

pero f € Juen(0n, bs), contrario a lo supuesto.

1. IMAGENES ISOMORFAS DE (R, <).

De la introduccién sabemos que todo espacio superdenso contiene una copia de (R, <), es
decir, una imagen orden-isomorfa de (R,<). Queremos probar que independientemente
de la cardinalidad del espacio superdenso y del isomorfismo dado, dicha copia no sélo
es topolbgicamente un conjunto de puntos aislados, sino que tampoco posee puntos de
acumulacién.

PROPOSICION 7. Sea p : (R,<) — (x,<) un isomorfismo de orden del conjunto de los
nimeros reales con su orden usual en un espacio superdenso. Entonces p(R) es un subcon-
junto de puntos aislados.

Sea p(a) € p(R); sabemos que

A= {a-%lueN,nZI} < {8} < {¢+%|56N,a21} = B.

Como p(A) y ¢(B) son contables y p(4) < {p(s)} < (B) por ser p un isomorfismo de orden,
la superdensidad de x garantiza la existencia de elementos c,d en x tales que

p(4) < {0} < {p(e)} < {4) < p(B).

Es claro que (c,d) es una vecindad de p(s) que no contiene otros puntos de p(R), ya que
si existe b en R con p(b) en (c,d), entonces por ser p un isomorfismo de orden se tendria
A <{b) <B. Estoesque ¥n>1,a-1 <b<a+1,esdecir, -1 <b-a <1 paratodo s, lo
cual por la propiedad arquimedeana de R significa b = a.

PROPOSICION 8. Sea x un espacio superdenso y sea p(R, <) = (x, <) un isomorfismo de
orden. Entonces (R) no tiene puntos de acumulacién.
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a) La proposicién 7 pone de presente que ningiin punto de p(R) es de acumulacidn de o(R).

b) Sea b € X -p(R) tal que p(R) < {b}. Claramente {o(n)|n € N} < {5} y por la superdensidad
de x, existe ¢ en x tal que

{e(n)|ne N} < {c} < {8}.
La cola (¢,~) es una vecindad de 5 que no contiene puntos de p(R) ya que si existiera z en
R con p(z) € (¢, =), se tendria {p(n)|n € N} < {p(z)}, o cual por ser ¢ un isomorfismo de
orden significaria N < {z},contradictorio en R.

¢) Sibe X-p(R)Y {b} < p(R), se procede de manera analoga usando el conjunto {p(n)|n € Z}.

d) Supongamos que b € X - p(R) y que existen nimeros reales z,y tales que p(z) < b < p(y).
Sean

A={zeR|p(z) <b} y B ={reR|d < p(y)}
Debido a que el orden de X es total y ¢ es un isomorfismo de orden, los conjuntos A y B
constituyen una cortadura de R y, como éste es completo, dicha cortadura determina un
real, 0 sea que 0 A tiene m4ximo, o B tiene minimo (pero no ambos). Supongamos que B
tenga minimo, digamos bo.

#(bo)

x
¥(A) ¢ bl j l #(B)
Puesto que b < p(b), por 1a densidad de X existird un elemento d en X tal que b < d < p(bo).

Si definimos as = b - i, obtenemos una sucesién estrictamente creciente de puntos de
A cofinal con A, es decir, tal que para todo y de A existe n natural con y < sa. Pero
{(as)|n € N} < {b}, de manera que por la superdensidad de , existe ¢ en x tal que

{(ss)|n €N} < {e} < {d}.

Como ¢ es un isomorfismo de orden y (s.)n € N es cofinal con A, se deduce que p(4) <
{c} < {b}. El intervalo (c,d) es una vecindad de » que no contiene puntos de p(R), quedande
asi terminada la demostracién.

Nétese que el resultado es independiente del isomorfismo empleado,Jo mismo que del
tamaio del conjunto superdenso.
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IV. COMPACIDAD.

En cuanto a este concepto topoldgico se refiere, se mantiene la situacion existente en los
reales no estandar (ver [4]):

PROPOSICION 9. En un espacio superdenso, los dnicos subconjuntos compactos son los
finitos.

Basta demostrar que ningiin subconjuto infinito puede ser compacto.

Sea S un subconjunto infinito de X; S contiene un subconjunto X infinito contable el cual
suponemos numerado biyectivamente:

H = {a1,az,ds,...}.

Debido a que un subconjunto contable de un espacio superdenso no posee puntos de acu-
mulacion (Proposicién 5 anterior), para cada a; de H existe una vecindad abierta Vi que
s6lo intersecta a H en el punto a;. La familia (Vi)een s un recubrimiento abierto de H.
Como H es cerrado por no poseer puntos de acumulacidn, X - H es abierto y si lo ailadimos
a la familia (Va)e, obtenemos un recubrimiento abierto de X y en particular de S, del cual
1o es posible extraer un subrecubrimiento finito de S (ni de X) ya que cada s estd en un
tinico Vs.

V. CONEXIDAD.

Recordemos que un espacio topolégico es conexo si sus Gnicos subconjuntos simultanea-
mente abiertos y cerrados, son el vacio y el espacio total. Los dos resultados siguientes
afirman que ningiin espacio superdenso es conexo.

PROPOSICION 10. Sea (s(n))sen una sucesion estrictamente creciente de puntos de un
espacio superdenso. Entonces el conjunto T = M, (2(k),—) €s no vacio, abierto y cerrado.

Es claro que T = {z € X|(Vk € N)(s(k) < z)}. Por la superdensidad de X, toda sucesién es
acotada con cotas que no son puntos de la sucesién (ver introduccién), de modo que si y
es una de dichas cotas, «(k) < y para todo y.Luego y es de T y asi T no es vacio.

Veamos que T es abierto. Si b € T, se tiene que {s(k)| k€ N} < {3} y por la superdensidad
de X existe ¢ tal que {s(k)|k € N} < {c} < {b}, de manera que b € (¢c,~) C T, siendo b un
punto interior de T.Debido a que la sucesién es estrictamente creciente, se tiene que para
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todo k21,
(s(k+1),~) C fa(k +1), =) € (s{#), =)

lo cual implica que T = ,enlé(k+1),—), resultando cerrado por ser interseccion de cerrados.

PROPOSICION 11. Sean X un espacio superdenso,a: N — X una sucesion estrictamente
creciente y f: N — X una sucesién estrictamente decreciente, tales que

{a(k)|kEN} < {B(k)|keN}.
Entonces el subconjunto

M = () (a(k), B(K)) = {z € X | (Vaen)(a(k) < 2 < B(K))}
keN

es no vacio, abierto y cerrado. De la hipétesis y por la superdensidad de X, existe b tal que
{a(k)| ke N} < {b} < {B(k)| k€ N},
luego b € M y asi M 1o es vacio.

Si suponemos que b es cualquier elemento de M, las desigualdades anteriores y la super-
densidad de X implican la existencia de ¢ y d en X tales que

{a(k)| k€ N} < {c} < {8} < {d} < {B(k)| k€ N},
de manera que b € (c,d) € M, resultando ser punto interior de M,o sea que éste es abierto.

Como (a(k))x es estrictamente creciente y (B(k))« es estrictamente decreciente, se tiene que
para todo k> 1,
(a(k+1),8(k+1)) C la(k+1),8(k+1)] C (a(k), B(E)).

Luego M = Myenla(k +1), B(k+ 1)] es cerrado.
El resultado siguiente caracteriza los subconjuntos conexos de un espacio superdenso.

PROPOSICION 12. Los tinicos subconjuntos conexos de un espacio superdenso son los
subconjuntos unitarios.

Recordemos que un subconjunto S no es conexo si existen A, B abiertos del espacio tales

que
S=(AnS)u (BnS),
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con ANS # o # BnSycon AnSy BnS disyuntos. Veamos que ningiin subconjunto S
con dos o mas puntos puede ser conexo. Sean b,d puntos distintos de S con b < d. Es facil
demostrar que debido a la densidad de X,entre b y d es posible intercalar toda una sucesién
estrictamente creciente (ca)aen de puntos de X (Por esto queremos decir que eatre b y d
existe ¢1, 0 8ea b < ¢; < d; entre ¢; y 4 existe ¢z, 0 5ea b < ¢; < &z < d;.....). Se sigue que existe
{ca)n estrictamente creciente con b < ¢, < d para todo n; luego d-€ N,en(ca,—) = T, €l cual,
por la proposicién 10, es abierto y cerrado. Como b€ X - T y éste también es abierto y
cerrado, entonces
TS =(SnT)u(Sn(X-T))

con SNT#¢# Sn(X-T)y disyuntos, mostrandose asi que 5 RO €8 COREXo.

Recordemos que un subconjunto $ de un espacio topoldgico es arcoconezo si para todo par
de puntos p,¢ de S, existe una funcion continua

a:[0,1] = S tal que a{0) = pya(l) = g.

Es bien conocido (ver [1], pg.93) que todo subconjunto arco-conexo es conexo.Este hecho,
junto con la proposicién 12 anterior, tienen como consecuencia el que los @nicos subcon-
juntos arco-conexos de un espacio superdenso sean los unitarios.
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