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RESUMEN Se dardn condiciones para la existencia de puntos fijos comunes de pares de
aplicaciones f y g definidas de un subconjunto X de un espacio métrico completo (x,d) en
si mismo, que conmutan entre si y que satisfacen para algin « € (0,1) la condicién

d(gz,p9) < ad(fz,[y), zy€K.

Se demostrard ademds que bajo estas hipdtesis, y la de ser K acotado, g resulta ser
asintéticamente regular y s satisface

.’E;( d(z, fz) =0.

Sobre una o ambas de [ o g se impondrin generalmente condiciones de continuidad o de
pertenecer a la clase D(a,d).
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Este trabajo estd basado sobre los resultados obtenidos por A.T. Aldana en su tesis de
Maestria en la Universidad Nacional de Colombia. El trabajo fue dirigido por L. Nova.

No. 1. NOCIONES PRELIMINARES Y OBJETIVOS.

En esta seccién incluiremos algunos conceptos y resultados basicos bien conocidos. Pre-
sentaremos también el esquema del presente trabajo.

DEFINICION 1.1. Sea K un subconjunto de un espacio métrico (x,d). Se dice que una
aplicacién g de K en 81 MISMO es asintéticamente regular en z € K, 8i

(1.1) Jim d(g*z,+1z) =0,
donde (g*z)a es la sucesién de iterativas de Picard de z bajo y. Por definicién,
Pz=z, g*z=9('z), z€Kn>1

DEFINICION 1.2. Sean K un subconjunto de un espacio métrico (x,d), g una aplicacién de K
en s{ mismo. Se dice que g pertenece a la clase D(s,b), con a> 0, b > 0, s

(1.2) d(gz,gy) < ad(z,y) +bld(z,92) + d(v,09)), =yEK.

Como toda aplicacién estd en la clase D(1,1), son de interés los casos:
(i) 0<a<l, b20,

i) ¢ 2 1, b=0,

() ¢ > 0, 0<b<l.

Condiciones para la existencia de puntos fijos en la clase D(s,’) aparecen en [7],(8].

El estudio de puntos fijos comunes de operadores que conmutan se remonta al aiio de 1936
con los trabajos de Markov y Kakutani, quienes demostraron que “si K es un subconjunto
convexo, compacto y no-vacio de un espacio localmente convexo Xy ¥ si 7 es una familia de
aplicaciones lineales continuas de K en s{ mismo, las cnales conmutan entre si, entonces existe
un punto p € K tal que T, = p para todo T € 7”



VOL. XXII Noe 1, 2y 3 1986 13

En 1954, E. Dyer formulé la signiente pregunta: si /, g son funciones continuas de un intervalo

cerrado de la recta real en si mismo,y si f y g conmutan, jtienen f y g un punto fijo comtn?

La respuesta, negativa, fue dada independientemente por W.M. Boyce [1] y J.P. Huneke [5],
en 1969.

Sin embargo, A.J. Schwarts [9], entre otros. presentd, en 1965, algunos resultados parciales
positivos relacionados con la pregunta de Dyer. Entre otros, demostrd que “si f,g:[0,1] — [0, 1]
son continuas, conmutan y f € C/{[0,1]), existe z € [0,1] tal que f(z} = z = ¢g"(z) para algin
22 1”®

Continuando en esta direccién, G Jungck [6] demostré que “si f es una aplicacién continua de
un espacio métrico completo (x,d) en s{ mismo, entonces / tiene un punto fijo z en X si y sélo
si existen o € (0,1) y g: x — x tales que

@) of =/g

(i) g(x) c flx)s

(iii) d(gz,0y) < ad(fz, f3), 2.y € x.

“En tales circunstancias, z es también un punto fijo de g, y el tnico punto fijo comfin de
ambas aplicaciones ”.

Fue el articulo de Jungck el que motivé el presente trabajo, en el cual se consideran aplicaciones
Jy9: K = K, donde K es un subconjunto de un espacio métrico completo (x,d), que cumplen
las condiciones siguientes:

(1) Jg=4/,
(2) para algdn a € (0,1) d(gz,93) < ad(/z,fy), z,y€K.

En nuestros resultados no supondremos que g(K) C f(K).

Observaremos que si K es acotado, las condiciones (1) y (2) aseguran que g es asintéticamente
regular en cada punto de K y que [ satisface
infd(=,12)=0.
Denotaremos con Fy al conjunto de puntos fijos de g.
No. 2 LA CLASE D(s,), CON a,b > 0,3 < 1.

En esta seccién estudiaremos el conjunto de puntos fijos comunes de pares conmutantes de
operadores /,9 de un subconjunto cerrado y acotado K, de un espacio métrico completo (x, d)
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en s{ mismo, para los cuales existe a € (0,1) tal que

(2.1) d(gz,9y) < ad(fz,[y), z,y € K.

En general, supondremos que alguno de ellos pertenece a la clase D(s,b), con a,b 2 0,6 < 1.

Comenzaremos por demostrar que las hipétesis de conmutatividad conjuntamente con la (2.1)
implican que g es un operador asint6ticamente regular de todo punto K, ain si ninguno de
ellos estd en D(a,b).

LEMA 2.1: Sean (x,d) un espacio métrico, X un subconjunto acotado de x, / y ¢ aplicaciones
de K en s{ mismo. Supéngase que

(i) 9f = /g,

(i) existe a € (0,1) tal que d(gz,gy) < ad{fz,]y), z,y€K.

Entonces, g es asintéticamente regular en todo punto de XK.

DEMOSTRACION. Sea z € K arbitrario. Puesto que / y j satisfacen las condiciones (i) y (ii),

entonces
d(g*z, g™+ 2) < ad(g*! f2,0* [z).

Reiterando este proceso, obtenemos que
(2:2) d(g*z,g**1z) < a*d(f*2,9/*2),

y puesto que K es acotado y a € (0, 1), la conclusién se obtiene pasando al limite cuando n — oo
en (2.2)

La condicién de acotacién sobre K es indispensable para garantiszar la regularidad asintética,
como se observa en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.1. Sean K = R? con la métrica usual, f,¢9: K — K definidas por

I(z,9) = (112,9/2+3), g(z,9) = (72,9/3+4).

Obviamente
Jo(z,¥) = 9f(2,9) = (T7z,9/6 + 5).
Y, puesto que
|£(z.3) - fat )P = 121(z - 20 + 30 - 9%,
Y

(z,) = o, 9 =49(z - 2 + 3y - 0,
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] y g satisfacen (i) y (ii) de LEMA 2.1 para cualquier o € [2/3,1).

Pero, para (1,6) € R?,4%(1,6) = (7",6) y [g"*1(1,6) — g®(1,6)}> = 49* - 36 # 0 cuando n — co; es
decir, g no es asintéticamente regular en (1,6).

Es natural ahora, preguntarse acerca del comportamiento de la sucesién de iterativas de Picard
bajo g.
LEMA 2.2. Bajo las hipétesis del LEMA 2.1, (*z). es una sucesién de Cauchy de K, para
todo z € K.
DEMOSTRACION. Sean z € K,n,m € N tales que n > m. De (ii) se obtiene que

d(g*z,9™z) = d(g™(¢*~™z2), g™ 2) < ad(fg™"1(g*"™2), fg™'2),
y como f,g conmutan,entonces

d(g*z,g™z) < ad(g™ =1 ([g*"™z), g™ [2).

Reiteracién m-veces muestra que
(2.3) d(g*z, g™ z) < a™d(f™g* "z, 1),
¥y puesto que K es acotado y a € (0,1), al pasar al lfmite cuando m — o en (2.3) se obtiene la
conclusién.g

Obsérvese que una aplicacién T puede ser continua, estar definida en un cerrado, acotado y
convexo, ser asintdticamente regular en todo punto de su dominio, y ain tener puntos fijos,
sin que sus iterativas de Picard converjan.

Ejemplo 2.2. Sean K ={3=r#: r>1,0<6<22}yT definida en K por
gre0HD) 0<r<1f2
Ad0+0) Lergl,
Claramente T aplica K en si mismo, es continua y

T(re?) = {

{e?:0<0<2r}u{0}=5"u{0}
es su conjunto de puntos fijos.
Los puntos z = re¥?, 0 <r < 1/2, son denominados puntos interiores, y los z = re¥,

1/2 < r < 1,puntos exteriores. Si z = r* es interior y n es lo suficientemente grande para que

ik Lot
(3)" >3
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entonces TT es exterior. Por otra parte, si z es exterior, T sigue siendo exterior; y si d(z,5!) =
1/k.entonces 1 - r = 1/k, de lo cual

By gtk estien) ot ok 4 8o s
d(Tz,S)—d(z_re‘ S =1 o ST
Ademés, arg(Tz) = argz + 1/k. Se concluye que si z € K y n es lo suficientemente grande para
que T® sea exterior, entonces

k + p)? ;
+9, - T+l < |1 = ( e/(k+9) |
e T e 12 L R TR Bt

donde } es la distancia de T} a S'.

En consecuencia, para cualquier z € K, |T? — T*+!| — 0. Sin embargo, si z = re¥ es exterior, y

r <1, entonces
) =argrs 3 13
arg(T,") = argz + —_—
* Zk+n

donde k = yi-. Como lim Lao £+ diverge,entonces (T7). diverge, salvo cuando s es un punto
fijo. Tal como lo observé G. Jungck, si g tiene puntos fijos, tiene exactamente uno.

LEMA 2.3: Si ademsds de la hipétesis del LEMA 2.1 suponemos que Fg # ¢, entonces Fyg se
reduce a un dnico punto.

DEMOSTRACION. En efecto, supongamos que z,y € Fg. Como [,y conmutan y satisfacen
(ii), entonces
d(z,y) = d(gz,9y) < ad(/z, fy) = ad(fgz, [gy) = ed(9/z,9/y).

Aplicando de nuevo la condicién (ii) obtenemos que
d(z,y) < a®d(/*z, [?y),
y repitiendo este proceso n veces, obtenemos que
d(z,y) < a*d(f*z, [*y).
Como K es acotado y a € (0,1), pasando al limite cuando » — o se concluye que z = yg

De la conmutatividad entre [ y g, si z € Fg entonces Oy(z) = (f*z)s C Fy, en consecuencia,
segtin el LEMA 2.3, Oy(z) = {z}. Se concluye entonces que

TEOREMA 2.1. Si (x,d) es un espacio métrico, K es un subconjunto acotadode xy /,g: K = K
satisfacen
“) of =19,
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(ii) existe a € (0,1), tal que digz,gy) < ad{fz, fy), z,y € K,
(ili) Fo#o,

entonces Fy N F, se reduce a un dnico punto.

Si Fg # ¢, el teorema anterior garantiza la existencia de puntos fijos comunes. El teorema
siguiente muestra que tal es el caso cuando el operador g es continuo o estd en D(a,b) con
0<b<l, 620.

TEOREMA 2.2. Sean (x,d) un espacio métrico completo, K un subconjunto cerrado y
acotado de x. Si f,g: K — K satisfacen:

(i) Jo=4f,

(ii) existe a € (0,1) tal que d(gz,gy) < ad(fz, f3), 7,y € K,

(ili) g es continua o g € D(a,b),con 0<b< 1,820,

entonces, F,N F; consiste de exactamente un punto z € K, y para cada z € K la sucesién (g*z),
de las iterativas de Picard bajo g converge a este punto s.

DEMOSTRACION. Segin el LEMA 2.2 (3*z). es una sucesién de Cauchy para todo z € K,
y puesto que K es completo,existe z € K tal que

(2.4) Jim g*z =z

Como segiin el LEMA 2.1 g es asint6ticamente regular en todo z € K, si z, = gz entonces
Za = 2 Y gTa — 2z, a8 que, si g es continua, entonces z € Fy. Si g no es continua, pero
¢ € D(a,b), entonces

d(gz,3) < (93, 9% ) + d(g2a, 2)

(2.5)
< ad(z,za) + b|@(2,§2) + d(za, 92 )} + d(92s, 2).

Como z, — 0, d(zs,924) — 0 y ademds b < 1, pasando de nuevo al limite cuando » — co en
(2.5), se obtiene que z = gz. Finalmente, el TEOREMA 2.1 garantiza que F;n F, = {z} y el
teorema queda demostradog

Es natural ahora preguntarse: ;Qué se puede concluir si es f la que pertenece a la clase
D(s,b)? El siguiente teorema es una respuesta parcial.

TEOREMA 2.3. Sean x un espacio métrico completo y X un subconjunto cerrado de x. Si
J/, K — K satisfacen:
0 er=19
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(i} existe a € (0,1) tal que d(gz,9y) < ad(/z, fy), z,y € K.
{1} f es asint6ticamente regular en zo € K,
(iv) feD(a,b),con0<e,b<1,

entonces Fy N F, consiste exactamente de un solo punto z € K, y la sucesién de iterativas de
Picard de z; bajo f converge a este punto.

DEMOSTRACION. Como f € D(s,b) con a < 1, 8i 2, = f*zo entonces
d(2n,2m) = d([*20, [ 20) < 68{Za1, Zm=1) + bd(2Zn, Za-1) + d(Zm, Zm—1)]-
Como d{za—1,Zm-1) < d(Zn=1,2x) + d(Za, Zm) + &(Zm, Tm-1), ENLODCES
(1= 6)d(zn,2m) < (6 + ){d(2Zn, Za-1) + d(Zm, Zm-1)}-

Puesto que / es asintdticamente regular en zo y ¢ < 1, se deduce que la sucesion (za)s =
(f*20)a es de Cauchy en K; y como K es completo, existe z € K tal que:

(2.6) 'li_ggo [z =2

Al igual que en la demostracién del teorema anterior, pero aplicado a f y a za = f*3q, se
deduce que z = fz si f € D{a,b), con b< 1.

Finalmente, como o < 1 entonces Fy = {z}, y como { y g conmutan, entonces z = g(z). Esto
demuestra el teorema. 4

La condicién de que f sea asintéticamente regular en algin punto no es vacio. Tal es el
caso, por ejemplo, si / € D(s,b) con a +2b < 1, como se muestra en [8].

NO. 3. LA CLASE D(s,0) con s > 1.

En esta seccién discutiremos la existencia de puntos fijos comunes de pares de oper-
adores, conmutantes, al menos uno de los cuales es no-expansivo (es decir en D(1,0)) o
a-Lipschitziano con s > 1 (es decir, en D(s,0)).

Examinemos primero el caso de las no expansiones.

TEOREMA 3.1. Sea K un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo (x,d). Si
/,9: K — K son tales que:

‘i ) fa=4g/,

(i) /eD(1,0),
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(ili) existe a € (0,1) tal que d{gz,9y) < ad([z, fy). z,y€ K,
entonces, F; N Fy = {z} y (9*z)s converge a : para todo z € K.

DEMOSTRACION. Puesto que / es tna no-expansion, v f, g estin relacionados segin (iii),
entonces g es una e-contraccion definida en K, el cual es completo. Por lo tanto, de acuerdo
con el Principio de Contraccion de Banach, existe un tinico z € & tal que z = g(z), y ademas
¢z — z para todo z € K. Como f, ¢ conmutan y z es el dnico punto fijo de g entonces
Jz=1zy por lo tanto,Fy N Fy = {z}

En el caso en que F es a-Lipschitziana con ¢ > 1, se tiene

TEOREMA 3.2. Si K es un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo, y si /,¢:
K = K son tales que

(i) fo=u,

(ii) s€D(s0),cona>l,

(iii) existe 0< a < L tal que d(gz,g9y) < ad(/z, fy), 2,y € K,

entonces F;nF, = {z} y (g"z)s converge a : para todo z € K

DEMOSTRACION. En este caso las dos funciones son continuas, puesto que floesy fy
g estdn relacionadas por {iii). Ademds, esta iltima condicién hace de g una a-contraccién.
Como K es completo, entonces F, = {z},z € K, v la conclusion resulta de la unicidad de los
puntos fijos de g y de la conmutatividad entre / y g. 4

NO. 4. LA CLASE D(,b), CONa>0,0<b< 1.

En esta clase estar4n incluidas parte de la clase estudiada en la seccién No. 2,asi como los
operadores a-Lipschitzianos.

LEMA 4.1. Sean K un subconjuznto acotado de un espacio métrico completo (x,d). Si f,g:
K — K son tales que

(i) Jjo=0/,

(i) existe @ €(0,1) tal que d(gz,gy) < ad(fz, f3), 2,y € K,

entonces, cualquiera que sea z € K, si z, = gz, se tiene que

’llrgod(z.,fz,) =0.
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En pafticular,
’lg’f( diz, fz)=0

DEMOSTRACION. Aplicando reiteradamente las condiciones (i) y (ii) se obtiene que
d(¢*z, fg*z) = d(g*z,9/9"" 7) < ad(g*~! [z,¢*") [*2)

S a*d(f*z, 2+ z).
Como K es acotado y 0 < a < 1, pasando al limite cuando » — oo concluimos lo deseado. .
El resultado principal de esta seccién es el siguiente

TEOREMA 4.1.Sea K un subconjunto cerrado y acotado de un espacio métrico completo
(x,d). Si f,9: K — K son tales que

i) Jo=as
(i) existe a €(0,1) tal que d(gz,gy) < ad(/z, /y), 7,3 € K,
(iii) feD(sb)coma20, 0<b<1.

entonces existe : € K, punto fijo comin de fy g. Ademds, FynF, = {3} y, para cada z € K,
{s°z)» €8 una sucesion convergente a z.

DEMOSTRACION. De acuerdo con el LEMA 2.2, y por ser K completo, si z € K es
arbitraric - z, = g"z, existe z € K tal que

(4.1) Jlim g*z= lim 20 ==
Del lema anterior se concluye que
(4.2) lim fza=z.
Veamos que z es un punto fijo de /. Por (iii),
dUJe*5,12) € ed(gz,2) + bld(ghs, fg2) + d(z [ )},

y pasando al limite cuando n — oo se deduce de esta desigualdad, del lema anterior, de las
ecuaciones (4.1) y (4.2) y del hecho de ser b < 1,que

z= f(z2).
Como ademas d(g*z, gz) < ad(fg*—*z, fz) = ad(fg*~'z, z), entonces

9(z) =2
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y la unicidad de : es ciara.
El teorema queda demostradc.

El siguiente €j>mpio ilustra el antemor resultade, asi como los de la seccion Vo

Ejempio 4.1. Sear y = R,¥ =0, 1,f.s K — K definidas por
x4, 1e€Qni”
flz} =,

Vx/5. zelnly

g(z' = L.z €[6,1] Es ficil comprobar que

(it} Jfglz)=g/(z) =0, para z € G, 1],

i) lgz-gpl=0<alfz-ry], z.y€l0.2}, 2€i0, 1
(it} fE€Dla,t),cone>0, 62173

(l\: F_«‘ﬂ}}:{ﬁ}
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