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Resumen

Luego de analizar con cierto detalle los espacios topologicos ordenados, en especial desde
el punto de vista de su convexidad, se prueba que ellos son completamente normales, se
clasifican sus subconjuntos convexos y se ponen de presente las dificultades para establecer
homeomorfismos entre ellos y ciertos subcobjuntos convexos bien conocidos de los nimeros
reales no estandar.

L INTRODUCCION

En el presente articulo (X, <) siempre serd un conjunto X no vacio totalmenete ordenado
por una relacion “<” de orden estricto.

Para todo par de elementos s,b de X con s < b, definimos el intervalo abierto de extremos a
y b como

(6,0) = {z€X|a<z<b}
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Por ejemplo, para {1,2,3,4} con el orden 1 < 2 < 3 < 4, el conjunto de todos sus intervalos
abiertos es

{(L2)=4, (1,3)= {2}, (1,4) = {2,3}, (2.4) = {3}}
Nétese que no existe un intervalo abierto al cual pertenezca ni el primero ni el dltime
elementos del conjunto.

La coleccién # de los intervalos abiertos de X genera una topologl'a, llamada la topologis
del order de X, a la cual notaremos T <.

Para el ejemplo anterior,
T <= {¢,{2},{3},{2.3},{1.2.3,4}}.

Puesto que la interseccidn de dos intervalos abiertos es siempre un intervalo abierto, bastaré
agregar X mismo a la coleccién 4 para obtener una base de la topologia T <. En el ejemple
dado, la tinica vecindad tanto del primer elemento como del dltimo, es el espacio completo,
lo cual muestra que en general T < ni siquiera es un espacio T, (de Kolmogoroff), ya que no
existe una vecindad del primer elemento al cual no pertenezca el iltimo, ni una del dltimo
al cual no pertenezca el primero.

Una cola abierta (1,~) = {z € X|1 < z}, tampoco seria un conjunto abierto ya que su
adherencia viene a ser todo el espacio.

Para obtener topologias de orden con posibilidades de poseer algunas propiedades de sep-
aracién, en adelante cuando digamos espacio topolégico ordensdo X, se entenderd un conjunto
no vacio totalmente ordenado, sin primero ni dltimo elementos, dotado de su topologia del
orden T <.

En este caso 1a sola coleccién 4 de los intervalos abiertos es una base de T <, ya que si b
es cualquier punto de X, existirdn ¢ < b (no hay primero) y d > b (no hay dltimo), luego
b€ (c,d} y X coincidird con la unién de todos sus intervalos abiertos.

Las colas ablertas (~,s) ¥ (s, —) serdn entonces subconjuntos ablertos, puesto que si por
ejemplo b € (+,a), existird c < by asi b serd punto interior de (—,s) ya que b € (¢,6) C (+~,0).
Es entonces inmediato que el espacio topolégico ordenado sers To y Ty, ya que si p < ¢
son puntos dados, (~,g) serd una vecindad de p a la cual no pertenece ¢, y (p,—) serd una
vecindad de ¢,a la cual no pertenece p. Si entre p y ¢ no existen puntos del espacio, las colas
(+~.9) ¥ (p,~) serdn vecindades disyuntas de p y ¢ respectivamente. Si existe c entre py ¢,
0sea, p < ¢ < q, entonces («,¢) y (¢, —) serdn vecindades disyuntas de p y ¢ respectivamente,
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luego ¢l espacio ordenado sera T- (o Hausdorff).
Mas atin, tenemos la siguiente

PROPOSICION 1. Un espacio topolégico ordenado (jsin extremos!) es regular.

Sean F ur subconjunto cerrado de un espacio ordenado X v p un punto que no pertenece
a F. Como p€ X - F y éste es abierto, existe (a,b), vecindad de p, contenida en X - F.
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i) Si entre a v p no existen puntos de X y entre p y b tampoco,entonces (a.b) = {p} serd
abierto, y como {p} es cerrado por ser el espacio Ty, se tiene que X - {p} = (~,p) U (p,—)
también serd abierto. {p} y X - {p} serdn lo- abiertos que separan apy F.

ii) Si tanto entre ¢ y p como entre p y b existen puntos c y d de X, digamosa <c<p<d <b,
entonces (c,d) ¥ («~,c)u (d,—) son abiertos que separan apy F.

v

iii) Si existe ¢ en X tal que s < ¢ < p < b pero b es sucesor inmediato de p, entonces {c.b) v
{(=,c) U (p,—) son los abierios disvuntos que separan a p de F.

Andlogamente se procede si p es sucesor inmediato de ¢ pero entre p y b existen puntos de
X, con lo cual se completa la demostracién.

II. CONVEXIDAD

Sea (X, T<) un espacio topolégico ordenado.Decimos que un subconjunto S de X es convexo,
si para todo par de puntos a,5 de S con a < b,se tiene que s, C S (Aqui [s,6] = {a}U(a,b)U
{b})-

Claramente todo intervalo abierto, cerrado o semiabierto es convexo, pero éstos no son los
inicos subconjuntos convexos de un espacio ordenado; es sencillo ver que tanto el espacio
completo como las colas(+,a),(s, =), €tc., son convexos que no son intervalos.

Menos trivialmente, en el espacio R* de los nimeros reales no estandar, el conjunto E(0)
de los infinitesimales es convexo y no es de ninguno de los tipos antes mencionados (ver
[3], prop.6), lo mismo que el conjunto de los reales no estandar finitos o cualquier galaxia
(ver [2]).

PROPOSICION 2. En un espacio topologlco ordenado, la unién de una coleccién de sub-
conjuntos convexos con interseccién no vacia, es un convexo.



26 aportes

Sea ¢ una coleccién de subconjuntos convexos tal que p € (cec C; 8i 6,b estdn en | Jpe  C ¥
s < b, existen conjuntos A,BenCconas€AdybeB.

i) Cuando a < p < b, se tiene [s,5] = [a,p| U [p,}] C AUB C JoecC
i) Cuando p < s <, se tiene [a,b) C [p,b] € B C Ucec C-

iii)Si & < p < b, entonces [s,b] C [a,p] € A C Ucec C

Se concluye que | Jo¢c C €8 convexo.

Trivialmente la interseccién de una coleccién de subconjuntos convexos también es convexa.
LEMA 1. Si A es convexoy p es un punto de acumulacién de A, entonces {p} UA es conrvexo.

i) Si existen s,b € A tales que s < p < b, entonces p € {s,b] ¥ [s,5] C A, luego {pjuA=Aes
convexo.

ii) Supongamos que (vz € A)(p < z).

Afirmamos que si y € A, entonces (p,y) C A. En efecto,sea z € (p, y), se tiene que p < 2 <y.
Tomemos t < p; como (¢, z) es una vecindad de p y éste es de acumulacién de A, existird ¢
en A, ¢ #p, tal que g € (t,3). Por la hipdtesis hecha, p < ¢, 0 sea, p < ¢ < z < y.Siendo 4
convexo, se tiene |g,3] C A, luego z € A y asi (p,y) C A.

Claramente [p, y] C {p} U A, lo cual demuestra que {p}u A es convexo, ya que si v,v € {p} UA
Y s #p # v, trivialmente [v,v] C A C AU {p}.

iii) Cuando p es mayor que todos los elementoe de A, se procede de manera completamente
andloga.
PROPOSICION 8. Si A es un subconjunto convexo de um espacio ordemado, entonces A

también es un convexo.

DEMOSTRACION. Cuando A = ¢, el resultado es trivial por ser A = ¢ y convexo. Supéngamos
que A # ¢. Sea D el conjunto de puntos de acumulacién de A; si D es vacfo, = AUD =AYy
el resultado se tiene. Supongamos abora que D no es vacio; e este caso {p} U A)yep o8 una
familia no vacfa de conjuntos convexos (por el lema) con interseccién no vacfa, luege por la



VOL. XXII Noe 1, 2y 3 1988 27
proposicién 2 su unién es un convexo. Pero,

U({p}u.&) =DuA= A
3%

Luego 4 es convexo.

Sea p € X y consideremos la coleccién C de todos los subconjuntos convexos de X que contiene
a p; como esta coleccién tiene interseccidn no vacia {p}. su unién C, es un convexo, el cual
claramente contiene a cualquier convexo que contenga a p. A este conjunto C, se le acostumbra

llamar componente convexa de p.

Por 1a proposicién 3, T, también es convexo y como C, contiene a cualquier convexo al cual
pertenesca p, entonces C, D T,, luego C, = T, o sea que C, es cerrado en X.

Si g € Cy, se tiene que CyNC, # ¢, luego por la proposicién 2, C,UC; es convexo. La maximalidad
de C¢ hace que C, 2 C,UC, y la de C, hace que C, 2 C, U Cp,luego Cy = CqUC; = C,.

Se concluye ademas que si C, # C,, entonces C, NC, = ¢.

Sea S C X; dado un punto p de S, se define anilogamente la componente convexa de p relativa a
S, notada C,(S), como la unién de todos los subconjuntos convexos de S a los cuales pertenece
p. Al igual que el caso anterior, si ¢ € Cp(S), entonces Cy(S) = Cp(S) y la coleccién de las
com;ionentes convexas relativas a S de los puntos de S, es disyunta dos a doe y tiene como
unién al mismo S. Se dice que es la coleccién de las componentes convexas de S.

PROPOSICION 4. Si S es abierto en X, entonces sus componentes convexas también son
abiertas en X.

Sea C,(S) cualquiera y veamoe que todos sus puntos son interiores. Tomemos cualquier ¢ €
Cp(S); como éste es un subconjunto de S, se tiene g € S y siendo S abierto, existe un intervalo
abierto | contenido en S y al cual peftenece g. Pero I es convexo . luego I C Cy(S) = Cy(S),lo
cual termina la demostracién.

PROPOSICION 5. Si S es cerrado en X, sus componentes convexas también son cerradas en
X.

Supongamos F cerrado en X y sea Cp(F) cualquiera de sus componentes convexas; Cp(F) C F
implica C,{F) CF = F y como C,(F) es convexo, contiene a p y est4 contenido en F, entonces
Co(F) C Cy(F), probindose que Cy(F) es cerrado en X.
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PROPOSICION 6. En un espacio topolégico ordenado, el conjunto de las cotas superiores de

un conjunto cuaiquiera. es convexo.

DEMOSTRACION. El conjunto de cotas superiores del vacio es el espacio completo. el cual es
convexo. Sea M un subconjunto no vacio del espacio X: si su conjunto de cotas superiores es
vacio, es convexo. Supongamos, entonces. que su conjunto S de cotas superiores no es vacio:
si p,g € Sy p<z<yg,claramente z también es una cota superior de M, asi que z est4 en S,

quedando la proposicién demostrada.

Anilogamente se obtiene que el conjunto de las cotas inferiores de un conjunto cualquiera
también es convexo. Aun cuando se puede estar tentando a pensar que el conjunto de las
cotas superiores es una cola (s, —).esto en general no es cierto; asi en el espacio de los reales
no estandar, el conjunto de cotas superiores del conjunto de los reales no estandar finitos, es

el de los reales no estandar infinitos positivos, el cual no es una cola.

PROPOSICION 7. En un espacio topolégico ordenado, un subconjunto convexo sin primero

ni Gltime elementos es abierto.

Sea A un conjunto tal y sea z € A. Existen p,q en A tales que p < z < ¢; pero [p, g} C A por ser
éste convexo, y con mayor razén (p,q) C A. Luego, z es punto interior de A. De manera similar

se prueba la siguiente proposicién.
PROPOSICION 8. Sea M convexo.
i) Si no tiene dltimo elemento, entonces para todo p de M el conjunto {z € M |p < z} es abierto.

ii) 8i A no tiene primer elemento. entonces para cualquier p de M, el conjunto {z€ M|z < p}

es abierto.
Una generalisacién de este resultado, es el siguiente.

PROPOSICION 9. Sea M convexoy sean S el conjunto de las cotas superiores estrictas de M
y L el conjunto de las cotas inferiores estrictas de M.

i) Si M nT = ¢. entonces para todo p € M, el conjunto U, = {z € M |p < z} es abierto.
fi) Si M nT = ¢, entonces para todo p € M, el conjunto L, = {z € M |z < p} es abierto.

Demostremos i) ya que la prueba de ii) es completamente anéloga.
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a) 8i M no tiene ltimo elemento, U, es abierto por la proposicién anterior.

b)Supongamos que M posee fltimo elemento ¥; como x € M, se tiene u ¢73.
Si por casualidad p = u, entonces U, = ¢ y es ablerto.

Sip<uycomou¢5F existen 6,0 € X tales que s < ¥ <)y (3,0)n S = ¢. Siempre es posible
tomar p < a, con lo cual (s,0) C M. Asf U, = (p,x) U (s,5) es abierto.

Nétese que ) es cota superior estricta de M por ser mayor que el dltimo de M. Necesariamente
b es la minima cota superior estricta de M, ya que sl existiera otra I’ < b, entonces ¥ € (a,),
contradiciendo la relacién (,5)N S = §. Un esquema de esta situacién seria:

S P e

PROPOSICION 10. Sea M convexo y sean S y L como en la proposirién 9.

i) Si MNT # ¢, entonces MNT = {s} y u es el dltimo de M.
i) SiMNL # ¢ entonces MNT = {p} y p es el primero de M.

Como antes, demostraremos i) solamente. Si u,2 € M N7T con u < s.entonces (+,s) serfa
una vecindad de u. En consecuencia, deberfa intersectar a S en algin punto ¢, lo cual es
contradictorio ya que se tendré ¢ < ¢ y as{ ¢ no seria una cota superior de M. Concluimos que
M nS debe ser unitario, digamos M N T = {s}.

Si existiese en M otro elemento s > u, entonces (+,s) serfa una vecindad de ¥ que no in-
tersectarfa 2 S, lo cual es contradictorio ya que s € 5. Luego x es el ditimo elemento de
M.

IOl. NORMALIDAD.

Esta seccién tiene por objeto demostrar que todo espacio topolégico ordenado (sin extremos)
es completamente normal, es decir, dados dos subconjuntos A, B tales que ANB =ANB = ¢,
entonces existen ablertos disyuntos V y W tales que V D A y W 2 B. La prueba es un tanto
laboriosa y en ella seguiremos la: ideas sugeridas en [4].

En adelante siempre supondremos que se han dado y mantenido fijos: un espacio topolégico
ordenado (X, T¢) sin primero ni dltimo, y dos subconjuntos separados A, B de X, es decir tales
que AnB =¢ =AnP.
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La estrategia de la demostracién consiste en consiruir, tanto para A como para B, envolventes
convexas de sus “pedasos”, de tal forma que atin la unién A* de las envolventesde los “pedasos”™
de A. sea separada de la unién B* de las envolventes de los “pedazos™ de B. Luego si se intenta

separar con abiertos a A* de B*.
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Mixs exactamente, sean
A= U{{a.b]fc.be AAsbnB =4}

B* = J{le,dl|c,d€ B A [e.d|nZ = ¢}
Como para todo z de A, [s,6] = {8} C A* por ser A disyunto de B, entonces A C A*:
anilogamente, B C B*.

PROPOSICION 11. AnB* =¢=A*'NnE.

Es reaimente evidente, ya que. por ejemplo, ninguno de los [s,}] intersecta a E, entonces su
uniéon A*, tampoco intersecta a B. Simétricamente se procede para ver que B*n4 = ¢.

PROPOSICION 12. A*nB* = ¢.

Procederemos por contradiccién. Si existiera p € A* N B*, existirian ¢,b € A y ¢,d € B, tales que
@ dinB=¢. jcdnZ=9¢yp€abinicd.

Para que (3,5 y |c,d] tengan interseccién no vacia se requiere que ¢ € ja,b] 0 ¢ € [c,d]. En el
primer caso, BNA® # ¢ y en el segundo ANB* # ¢, lo cual es contradictorio con la proposicién
10.

PROPOSICION 13. A7 C A* UZA.

Supongamos que p ¢ A* UZ; entonces existe un intervalo abierto (s,t) que contiene a p y tal
que (¢,t)N A = ¢ (pues p ¢ A).Afirmamos que (s,t) no intersecta a A*; si lo hiciese,existirian
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a6 € A talel que -6l n1/= ., (1, ynla,61f. ;.como (I, t) DO munec:ta a Ay 116€ A, entoDc..
(I, yn(,6)f. ; ., par la mimla ru6a ol a iii 6 puede estar en (‘it). La dolca poelbilldad .rta
<1 <f<6. como pe(lf), entoncel p estarfa ell (4,6),0 lea," ell A', 10 cual contradlce la
hlp6tesia ioicial.

Se coac:luye que (I, ) nA" =;yen eoaseeueecla p'TO.
COROLARIO. Sf A es cerrado, entonces A' es cerrado ED efecto, F—A' UA=A" UA = A"

PROPOSICION 14. A' nB' =; =A' nlF, _ decir, A" J B' tambWn 10n leparadoe.

Por la propo8iclén 12, AT ~ A" uA. Luego,
FnB' ~ (A" UA)NB' = (A' nB)u (AnB).

Pero eetoe de» dltimoe conjunto. 10n vadoe por lu propo8icion. 11y 12, luego A' n B' = ;.

Sf hublhelDOAJ intercamblado  loe papeles de A J B, la propa.ic:ibn 13 habrfa lido 7F ~ B' u1l

1 de aqul 1e hubieee obtenido limilarmenu 1F nA" = |

Expresemoe tanto a A" como a B' y a (X - (A" uB'), como unlonel de IUi componentes
convexu:

p=UBi  x-wum=Uc,
JEJ tEX
Sl p E Al, estamoe notanda pol' At ala cOIDpOnenteconveD de p relativa a A', o Iea,. C,(A).
SuponeJJ:X»adema que lu "enumerac:lones- de lucomponelltes  10n bfyectfvu, e1 dedr, que
liif. i"entoDCel At f. A, o 1ea AiNAt, =;. La colecdén formada por tow L . componentea
mterio ... _ una particibn d. X y puede a iu vel ordeDIU'Mcon un orden “cociente”. Daw
doe component .. COOVexa®l 'L N con Al f.N, tOIDeJJ:Xm E M J n EN; de80imoe:

Al < Niiiy 6101i m <n

Veamoe que este orden entre componen~el no depende de 101 elementos m 'l n elegldOl.Seao
m eAl '1n'eN; m ~n'yaque Al NN = ;.. Ntioario ver que liie tuviera n' < m', entonces
cleiMdo a la collvexidad de Ai Y N, li.empre .. Uegar(a a que AINN oF, aiD importu 1. poAd6u

de my ncop respedo a m''ln’, luego nec:esariamenu m' <n'.
Sea I la colec:cléu de dichM componentes coova.u dotada del orden total acabado de deJlulr.

PROPOSICION  15. Sea Ai una componente conVeD de Ai Y lea 5 el COojuDto de cow
IUperiO.... estrict .. de A.SI At n3', f. 4> entoncel Ai tiene un .UCHOr iomediato en X, el coal



