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RESUMEN

Se generalizan algunos resultados eneontrados en 131 sobre solubilidad y conteo de grupos
matriciales sobre campos a anillos asociativos sometidos a restricciones debiles.

Se calcnla ademas el orden del centro del grupo U~(A), 1 ~ m ~ n, A finito.

1. INTRODUCCION.

Sea A un anillo con unidad (no necesariamente conmotativo), M.(A) el anillo de matrices
cuadradas de orden n ~ 2 sobre A y GL.(A) el gropo lineal general de orden n conformado
par las matrices inversibles de M.(A).

En [71 fueron estudiadas algunas propiedades de 108 siguientes snbgmpos de GL.(A)~::,

- D.(A), el gropo de matrices diagonales.

- T.(A), el grupo triangular superior, bajo la hip6tesis de que A sea un anillo finito de
Dedekind, e.d., para cualesquiera %,' EAse cumple :rr = 1 '* ,% = 1.
- UT.(A), el grupo unitriangula.r superior.
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• UT:-(A), 'I~'" ~"c:onstituido por las matrices UDitriaDsuJares IJUperiores, que tiaen ",-I

diagoaa1es coaaecuUvu Dulas por encima de Ia diagoaal principal.

• &.(A) el gropo elemental, generado por todas las elemen&ales de fa forma:

donde
i

~i= ( : 1j ... ~...

ell decir, Eii coincide con 1& mabiz nola salvo en la enir'ada (i,j).

SieDdo K 1lDcuerpo 0 D anillo CODDluiativo, SL,.(K) es el grapo especialliBeal, CODformado
por las mairices de de~anie 1.

AI igual que en [7J iraWDo8 IqW de generalisar aiguDas propiedades consignadas en (31
en forma de ejercicioe propuesb. En panicuIar Be deiermina 1& 80lubilidad de loe grupoe
en1lDciados anies, para aJ.gunos CU08 especia8 de aaiIb. AdemU Be caIcuJaIl los 6rdeDee
de cliches grnpoe y de SUB centres en el caso de cierios aD.iBos fiIliios.

Una matris diagonal inversible em denotada p<)r

D(~l1""IJ,.)~ eAt, 1~. s L
El con.mutador de un par de elemeDios &,6 de un grapo G es

IG," = .-16-1...

So CONT&O DE IIAaNTOS

Dewminamos b 6rdeDes de los p1lPOS introducidos en f7J paragrafo 2 para a1guDoe
casas particulares. Varias de las aIrmaciones aquf presentadas apareceIl como ejercicios
propuestos en (31. ED el preeeaie parI.grafo salvo, que Ie advieria 10coDtrario, .denob aD

IDillo flDiio Y " ~ 2.

El DQmero de elemeDtoe de u conjun*o S em deaotado por 151.
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2.1 ArIRMAClON. Sea O(A) el centro del anillo A. Eotonces

lCeIKro de AI.(A)I-IC(A)I
JAI.(A)I= !Ar'

DEMOSTIlACION. &I mD88ClleDciade la prop0sici6n 1.2 de 17J.
2.~TJ:OREMA. [3] Sea K un campo de orden ,=,. COD P primo y m 2: 1. Entonces

49

.-1
!GL.(K)I =n(q& - ~)

11=

DI'MOSTBACION. Sea A una maim de CLaCK). Recuerde que A es inversible si y 8610 si
Ju filaa de A SOD vedores liDea1meDte independ.ientes de K·.Denoiemoe dichas &las par
AI Evidentemenie AI" O. As1 pue8 tenemoe q& -1 poeibilidades para AI. Para A2
tenc:lriamoe f" posibilidadell, pero, en vista de la independencia A2 no debe Bel' mUltiplo de
AI. Aal enmnces a cada UBa de las If' posibilidades resiamos , posibilidades ya que K tiene
f~~. '

Eo total A2 Pl'e8ellta q& - f escogencias. Para Aa debemos restar r valores de f" I ya que
Aa no puede Ber combinaci6n lineal de AI Y A2.

De asia forma eDCOntram06 el orden de CLa(K) como el producio de las posibilidades
encontradas.

U PROPOSICION. lSI Sea , primo y m 2: 1.

DI'.MOSTRACION. N6Ceee en primer lugar que aiendo Al ... A2 un homomorfismo 8Obreyec-
tivo de IDillos Be indUCeD de manera JWuraJ los homomotismoe

de grupo8 y aniIloe nlIJK'divamenie, donde el eegundo de ellos es tambieD eobreyedivo.
(A· denaU. el gnpo de elementos invenibles del aDiUo A.)

CoDsideremos en particular el homomorfismo naiural de 1Ilillos.

z. z,. i=r+<,.>.reZ
i i. i=~<,,>.
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Se induce entonces el homorfismo natural de grupos

GL.{Z,.).i. GL.(Z,).

A = (~j) - A = (ilj).

Comprobemos que i es sobreyedivo.SegUn 3.1 de (7}, carla elemento A EGL. (I,)es producto
de elementales y una matriz diagonal

D(P) = E + (P - 1)E... 1~ P ~ r - L
Evidentemente carla elemental de GL.(Z,l es imagen mediante j de una elemental de
GL.(Z,-). Basta entonces encontrar una preimagen para D(P).

Para eada m ~ 1 la matriz.

:4= (1 ... ... ') EGL.(Z,.).
p+ 1 p(p- IJ)

o p (p-l)(,-Il)

En efedo, det A = (p + 1)(" - l){p -IJ) - p2(p - II) ... II -" donde (II - "".) = 1, es decir,
de~ e Z;.. Claramenie J(A) = D(IJ).
Por el teorema fundamental de homomorfismo

!GLa(Z,-)1 = !GLa(Z,H ·INU)I
NU) = {X = (%4j EGL.(z,.) I~j == 1(11). ~j == O{,). i~j}

Notemos que cada matriz X = (~j) E AI.(I,. ) que cnmpla las doe condiciones anieriol'e6 es
inversible.

La primera condici6n indica que %41 EZ;.,l ~ i~fl.

Ahora, sea 11=: (i-J) =: 'XD(~l, ...,%ial).

Entonces, ~i = 1,1 ~ i~.,~j == O{,), i~i- Es decir 11es de la forma 11= E + rJ con rJ e AI.
« J1» = Rad(AI.(Z,.)), el radical de Jacobson (l2},1.f)).

Resulta aaf que 11es inversible y en conseeuencia X es &ambiNl inversible.

La obeervadSn anterior permiie calcular el orden del n'6cJeo de j. Tenemos
!NU)I = (nlimero de 101ucioD. de. c; 1('))··

= (n6mero de 101uciou. de & iii o(p)).(.-l)
!NU)I ... (,,--1 ).(,,--1 ,-<_-1) .. (p'--)-.
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Aplicando el teorema 2.2, encontramos

51

_-I
/GL.(Zp·}1 = fII (~- pi))(,..._) •

. a=o
= (p- - ,o)(p"'--)(~ - p)(,,--) (pi' - ~-1 ){p"'---
.. (p- _"...-+0)(,.. _ ,,-._+1) ("... _ ".. __ +(.-1»
.-1

=n(,-.-"...~).
La proposici6n anierior permiie ca1cular el orden de GL.(Z.) para cada (m ~ 2). En efedo
sea

(1) lft=tIll ...~'

La de8COlDp0sici6n prima de In. Del ieorema chino de residu08 ((51) resulta el isomorfiaomo
de anilkls

(2)

y esie a so ves induce el iaomorfismo naiural tIe grupos.

GL.(Za.)!!GL.(Z~l.de···eGL.(~~)

Hemos probado el siguiente resoltado.

2.4 COROLAJUO. Sea m ~ 2 CODdesomposici6n prima (1). Enionces

2.5 COROLARJO. (3)

(i) Sea K on campo de orden q =".. con p primo y 1ft ~ 1. Enionces,

1 .-1
ISL.(K}I = -=-1 n (f" - q').

f t=O

(il) IS1.(Z,-)1 = ,--&\;::1) m~(p-·- ,..~), 1ft ~ 1

(iii) Sea m ~ 2 con de8COlllposici6n prima (1), entonces

ISL.(Za)1 = rn .f~i(p. -1) ITIi(pj'" - piJft~)·
=1 PJ , J=I ~_ _



p ~~

DEMO~TRACION. En los tree cuos basia considerar la fu.nci6n deiermiDante y teller en
cuenta que

(ii) Z;. = {z 11s z <,.., p /{z},
(ill) (2) induce el isomorfismo de grupos

y por 10 tanto
• •IZ:..I= n IZ;.,1 = IIpj,-l(p; -1).
I=l ) 1=1

2.6 TEOREMA.. Sea Aun anillo. EnionCE18

ID.(A)I =wr
DEMOSTRACION. Es consecuencia de corolario 2.2 de (7).

2.'1 TroREMA, Sea Aun anillo. Enionces

!T.(A)I= 1A"1·IAI~
DEMOSTRACJON. Como advertim08 al comienso de Me parigrafo A Be 8Upone flniio y
por lo-tanto noeteriano. Seg1in 16] A ee finiio de Dedekind.Resta aplicar la prop0eici6n 2.3
de (7].
2.8 TEOREMA. Sea Aun anillo. Enionces para 1 :s m:S 2

/U7:"(!)1 = IAI,,-·t')l,-.l

DEMOSTRACION. Basta contar el n1imero de entradas del angu}o superior derecho de
U7:'(!):

un-(!) ..

AplicaDdo los resultados del parigrafo " en (7] Be obtieaen gnnediaiamente 118 siguientes
conclusiones.



VOL. XXJI No' 1, 2 y 3 1988 53

2.0 TEOREMA. Sea aun anillo, O(A) SU centro y Z(AO
) el centro del grupo A'. Entonces

(i) IZ(GL.(A))I = 10(A)"

(ii) !Z(D.(A))1 = IZ(At)!a

(iii) Si en A existe 00 E A' tal que (00 -1) EA' 0 bien WI ~ 2 Y A* no posee divisores de
cero, entonees

IZ(T.(A))I = 10(A)"
(iv) Si m> !

IZ(UT,:"(A))I = IAlm'
(v) Si ~ < m S t

IZ(U~(A))I = IAII con t = 2m2
- (3m - ~ -1)(3m- n)

DEMOSTRACION. (i) • (iv) SOD evidentes a partir de los resultados del' para.grafo 4 en [7].
Para la prueba de (v) basta eontar el mimero de vertices del reticule conformado por la
intersecci6n del reticule triangular de U!:"(A) y el reticulo cuadrado del centralizador de
UT,:"(A) (ver 4.9 y (9.b)en [7].).

N6tese que para la primera diagonal no nula de U7:"(A) la diferencia de indices de columna
y lila es m, con 10 cual calculamos los valores de i y 8 en el siguiente diagrams:

(i,j) 1.:1mlL _

1

1

i= " - 2m + I, j = n - m + 1, r =m, , = 2m
l=m-(n-2m+l)



flpunte8

E1 n1imero de vertices del reilculo eombreado es igual a m2 - ¥. Nos resia calcular el
orden del centro del grape especial lineal. Lo hacemos en un caso muy particular.

1.10 EJEMPLO. (3) Sea K un campo de orden s- Entonces IZ(SL.(K))I .. m.c.d (R,f - 1).
SegUn 13)

I(SL.(K)) = fD(G, ..• ,G) I0- = 1,.e K}
Denotemos H = {a e K ,.- = I} Y veamos que IHI .. m.e.d (ft,f -1). Como H es nn subgrupo
de K', entonces/HII (f -1); ademas como KO es ciclico, H es iambien ciclico y exisie aoEH
tal que laol= !HI. Pero ~ = 1, luego IHllft.
De otra parte, sea I entero positivo tal que I~(g -1) Y -t". Exisie en KO nn subgrupo G de
orden I, G =< b>,'" = 1; resulta ". = 1Y por tanto be H, de donde IIIHI.

a CONMUTANTES.

F.6iudiam08 ahora los eonmutantes de los grupos iniroducidos en el primer par8grafo. Se
obtendrsn ademas algunas relaciones de eolubllidad.

s.r TBOREMA. [1] Sea Aun anillo y " ~ 3. Entonces

IE.(!}, E.(A)I = E.(A).

DEMOSTRACION. Tomando ~ = 1 en (1) encontramos que carla elemental es un comuta-
dor.

(1)

con iJ,1: diferenies, a,~ EA.

S.2 PlWPOSIClON. Sea R un euerpo (= anillo de divi8i6n) tal que IRI ~ 4. Entoncee

ISL,(R), SL,(R)I = SL,(R).
DEMOSTRACION. Soble cualquier anillo A es v'lida la siguiente identidad

(2)

De otra parte, siendo JRI ~ 4 el centro de R tiene por 10menos cuatro elementos. En efecto,
IiR es finite entonces es conmutativo ((2)); IiR es iDfinito entoDCe8au auhcampo primo Q
(raciODa1es) esia conienido en el centro de R.
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Exisie ao no nulo en el centro de R tal que ai - 1.;.o,caso contario el centro de R tendrfa
a 10 sumo 3 elementos, en contra de 10 esiablecido anieriormenie. Hagamos en (2), n =
2, ~ = ao. fh = 0;1.

De manera similar Be esiablece que TI2(a) es un conmutador de S1-2(R).

U PROPOSICION

(a) IS1-2(~). S1-2(~)1 = {(~ n·0 ~).0 ~)}
(b) ISL2(Za). S1-2(Za))!!!D. (Grupo de Hamilton).

DEMOSTRACION. (a) N6iese que

y es un grnpo no abeliano de orden 6, es decir, isomorfo a Sa, el grupo simetrico de
gratia 3. Reenlta eni0Dce8 que el conmuianie de 81-2(Z,) y por 10 tanto de G1-2(~)) es
ilomorfo a el grupo aliemanie Aa de grado 3, y en coDBeC1lenciaes de orden s.La mairizo ~)E 51-2(~) es de orden 3. Puesto que en Sa &610hay un subgrupo de orden 3 la
parte (a) queda demosirada.

(b) De acuerdo a1 corolario 2.5 8~(Za) es de orden 24= 2" ·3. SegUn nn ieorema de Burnside,
los grupoe de orden pGf6, con p,q primos diferenies, IOn 80lubles (l8D. Por 10 anierior el
orden del conmuianie de 8L2(la) es ~ 12. De oira pane

A=(~ ~).B=(~ i).c=(~ ~)
D= 0 n,F= 0 O·G= (~ ~)

Son elementos de 51-2(L). Ademas A .. !C,DI. B .. IF.G] IOn del conmutaate.

Tamb~n

(3)

R.esulta entonces que el subgrupo generado por A y B esm en el conmuiaDiejpero aegUn
(3) esie subgrupo es isomorfo a Qa, el cual tiene orden 8.
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De acuerdo al Teorem& 3.1, tenemos

tlf1Untu

(4) .£.(A) ~ IGL.(A), GL.(A)I, para" ~ 3 y cualquier anillo A

Si K es un cuerpo 0 un anillo conmutativo para el cual E.(K) = SL.(K), entonces, teniendo
en cuenia que

(5) detjA, HI = 1,

para cualesquiera A,B--€ GL.(K) resulta IGL.(K),GL.(K)J ~ SL.(K). De (4) ee obtiene
entonces el siguiente resultado.

1.4 T:£OUMA. Sea " ~ 3 Y K u:n cuerpo 0 un anillo oonmutativo para el cual SLa(K) =
E.(K). Entoncet!l

IGL.(K), GL.(KJI = SL.(K).

1.5 PROPOSICION. (a) Sea K un cuerpo tal que IKI ~ 3.

Entonces
IG~(K), G~(K)J = S~(K).

(b) I~(~),G~(~)I= {O n,0 ~),(~ ~)}
DEMOSTItACION. (a) SegU.n (5) la inclusion de izquierda a derecha Be cumple. Para la
otra inclusi6n se tiene el siguiente hecho mas general (19]): Sea sun a.nillo tal que existe
ao EA· con (ao -1) EA·. Entonces Es(A) ~ IG~(A), G~(A)I. En efecto, sea a e A, entonces.

Ta(a) = !TJ:l(a(ao -1)-I,D(l,ae)J
T:n(a) = IT:ll({ao -1>-la),D(ao1, 1)1

(b) ~ consecuencia de 3.3. 3.6 TEOREMA.. Sean n ~ 2 YK un anillo conmutaiivo para el
eual existe aD EK· con (ao -1) e K". Entonces

IT.(K),T.(K)I = UT.(K).
DEMOSTRACION. Para la dem0straci6n de Me teorema necesitamoe nn hecho preliminar.

307PROPOSICION. Sea A un anillo finito de Dedekind ((7)),,, ~ 2. Entoncel!l para carla
1sm s a, U7:'"(A):T.(A)
Ademas,

UT.(A) = U~(A): U~(A): ... : UI:(A) == {E}
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DEM08TR.AClON. Sean A = (elfJ) EUn"(A),B = (~J) E T.lA). Segtin el corolario 3.4 de 17Jy
(5) tambien de 17), A es produeto wto de elementa.les de la forma..

Tij(a), j - i~m, a e A

Y B ell un produdo
B = D(h}, ... ,6.m ... Tr

donde carla T es un elemental de la forma Ti;(P), i > I, P e .l.

Por otra parte Be tiene la siguienk identidad valida en cualquier anillo A

D(~, ••• ,6.)T/J(a) .. T/;(biabt )D(ht, ••• ,6.),

con a E A, .. E A", 1 S • S ft.

SegUn 10 anterior, para eIltablecer que B-1 AB yace ell P7:"(A) ell suficien~ mostrar que

(6)

siendo a, 8 e A, j > i, , - r ~ m.

Con respecio a los mdices consideremoe los siguientes CI808 poeibles

j". r, '~i. El prodncto en (6) da Tu(a)

j = r, ':rF- i. El produeto en(6) ell Ti.( -8a)Tr.(a).Como j > i enionces -i> -j; tambien como
I

j = r entonces , - j ~m. Resulta, - j - i > m - j y, 81lIIl3Ddo i,obsenemos , - i> m. De aqw
(6) tiene lugar.

j ".r,' == i. F.a:l este CUD, (6) toma la forma, Trl(a8)Trl(a). Puesto que j > i enion<:e8
j -, > i-, = ,- r ~ myel produdo yace en Ut:'"(A) j = r,' = i. Se deecarla esta posibilidad
1& que en caso contrario Be tendrla i- j = , - r ~ m ~ 1 > 0

B.egresam08.a la demostraciSD del teorem&. Para mostrar la inclusion IT.(K),T.(K)! ~

UT.(K) basta. mostrar que !a,b! EUT.(K) para carla pal de generadores 4, be T.(K).

En efecto, cada generador % de IT.(K), T.(K)! ell de la forma

s = taf1 .. ·a~,bf1"'~J*1,
dcmde &4,Oj son generadores de T.(K). Teniendo en cuenta. que

(7)



58 apuntu

y siendo a generador de T.(K), a-I tambien 10 es, podemos considerar que % es de la forma

Se tiene ademas ia siguien~ identidad en cualquier grupo

(8) 1Gb, cJ = 6-1/1&, C!b{6, cj.

Resulta, entonces,
z = a;llal" ·a.-l,b:! ."b..la.!a.,bl "'b..!.

De (7) y de la proposicion 3.7 entonces la demostraci6n se reduce a establecer que Ill, bl e
UT.(K) con G,b generadores de T.(K). Ahora si a y b son diagonaJes se sigue que jG,bj =
E e U.(K). Si G es elemental y b diagonal, segtin (2) el conmutador es de UT.(K). Si G es
diagonal y 6 es elemental, de acuerdo a (7), ~e se reduce al caso anterior.

G = 7jj(a), b = T,,(,8), j > i , > r.

~9) {

E, j :I: r, i :I: ,
~j(a),T,,(,8)1 = T,j(-,8a), ~:I: r, ~=,

T;,(a,8), J = r, I :I: ,

El caBO j = r,i = , Ie deecaria ya que j > i > i, causa eontrsdiccion. (N6_ que (9) es
v3.lida en cualqnier anillo A).

Los tree casos de (9) conducen a que /4,61e UT.(K;. Si j:l: r,i =, entonces j > i ... , > r; si
j = r,i:l: I entonces , > r = j > i.
La om inclusiOn es con.secuenda de la f6rmula

Tc/(a) = /7i/(a(ao -1)-1. D(1, ••• ,ao, ... , 1)1•
•I
j

valida en todo anillo Aque cumpla la condici6n del *eorema.

El anillo It no cumpJe la condici6n del teorema 3.6 sin embargo T.(Z,) = UT.(Z,) Y el
conmutante sera considerado en eJ siguien\e teorema. a.8 TEOREMA.. Sea Ann anillo
cualquiera, I'l ~ 2. Entonces

!U7:(A),UT:(A)1 = U7:+'(A)
1~ r, II! ~ '" U~(A) = {E} para i: ~ tl
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DEMOSTRACION. Consideremos inicialmente el caso n = 2. Tenemos

59

UTt(A) = {T12(a)Ia e A}, U7i(A) = {E}.
La conmutatividad de estos grupos garantiza la afumaci6n del teorema,

Sea ahora n ~ 3. La inclusi6n de isquierda a derecha Be puede mostrar razonando como en la
demostraci6n del teorema 3.6 y teniendo en cuenta que U7:+t(A) es normal tanto en U!:(A)
como en UT:(A) (prop0sici6n 3.7). Por tanto es suficiente mostrar que la,b] E U!:+-(A) para
o e U7:(A) y be UT:(A). Para tal efecio, sean Tlt(a) e Un(A), TiM) EUT:(A) y lTlt(a), Tjl(,8)]
el conmutador.

Si k= i. i1: I entonces segUn (9) dicho conmutador es Ti/(ap), k -1 ~ T, 1- k ~ , y 1- i~T +',
asf el conmuta.dor esta en U7:+-(A).

Para k 1: i ,I :;. i el conmutador es E e U7:+-( A).

Finalmenie si k:;' i,l = i, encontramos T;t(-~a) e U7:+-(A) ya que k - i~T,i - j ~, y par
tanto k - j ~ T +•.

Examinemos los generadores de U7:H(A). Sea T;;(o) e U7:+-(A). Como j - i ~r + , > "
entonces, j -, > i> O. Sea k =: j - I, entoaces k - i == j - i-I ~ r+ ,-, == r; j - k == I Y segUn
(9)

nj(a) == ITit(a), Ttj(l)! e U~(A), Ur:(A)!
3.9 OBSERVACION. Del isomorfismo D.(A) ~ A" x .. · x A", Be desprende !D.(A),D.(A)] ~
1A",A"j x ... x W,A'j, siendo Ann anillo cuaJquiera..

Los resultados precedentes sirven para determinar la solubilidad en algunos casos partie-
ulares.

3.10 COROLARIO (a) Sea Ann anillo cuaJquiera y n ~ 3. Entonces E.(A) no es soluble.

(b) Sea K un cuerpo tal qu~ IKI ~ 4. Entonces SL,(K) DO es soluble.

(c) SL,(Za), SLt(Zt) son solubles.

(d) Sea K un cuerpo 0 un anillo CODmutativo para el cual SLa(K) = E.(K). Entonces para
• ~ 3, GL.(K) no es soluble.
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(e) Sea K un cnerpo, IKI ~ •. Entoncee GL'l(K) no es soluble.

apunte8

(() G~(~), G~(Z.) SOD solubles.

(g) Sea. K un anillo conmutsttvo con elemenio ao tal que oo,(ao - 1) E K·. Entonces T.(K)
es soluble para n ? 2.

(h) Sea sun anillo cualquiera )' n ~ 2. Entonces U!:"(A) es soluble para cada 1 S m S n .

(i) Sea ann anillo cnalquiera y n ~ 2. Entonces D.(A) es soluble si y s610 si A· es soluble.
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