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RESUMEN

Se generalizan algunos resultados encontrados en [3] sobre solubilidad y conteo de grupos
matriciales sobre campos a anillos asociativos sometidos a restricciones débiles.

Se calcula ademis el orden del centro del grupo UT™(A), 1 < m < », A finito.

1. INTRODUCCION.

Sea A un anillo con unidad (no necesariamente conmutativo), Ms(A) el anillo de matrices

cuadradas de orden n > 2 sobre A y GLa(A) el grupo lineal general de orden » conformado
por las matrices inversibles de M, (A).

En [7] fueron estudiadas algunas propiedades de los siguientes subgrupos de GL.(A):-
- Dy(A), €l grupo de matrices diagonales.

- Ta(A), €l grupo triangular superior, bajo la hipétesis de que A sea un anillo finito de
Dedekind, e.d., para cualesquiera z,y € A se cumple zy=1=yz = 1.

- UTa(A), el grupo unitriangular superior.
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- UT™(A), 1 € m < n constituido por las matrices unitriangulares superiores, que tienen m-1
diagonales consecutivas nulas por encima de la diagonal principal.

- Ea(A) €l grupo elemental, generado por todas las elementales de la forma:

Tijle)=E+a-Ey, a€A i#j,
donde

es decir, E;; coincide con la matriz nula salvo en la entrada (5, 5).

Siendo K un cuerpo o un anillo conmutativo, SL.(K) es el grupo especial lineal, conformado
por las matrices de determinante 1.

Al igual que en [7] tratamos aqui de generalisar algunas propiedades consignadas en (3]
en forma de ejercicios propuestos. En particular se determina la solubilidad de los grupos
enunciados antes, para algunos casos especiales de anillos. Ademss se calculan los érdenes
de dichos grupoe y de sus centros en el caso de ciertos anillos finitos.

Una matriz diagonal inversible serd denotada por
D(ﬂh"'vﬁl)p‘EA.) ISkSl

El conmutador de un par de elementos s,b de un grupo G es
lo,¥ =a"2b"2ab.

3. CONTEO DE ELEMENTOS

Determinamos los érdenes de los grupos introducidos en [7] pardgrafo 2 para algunos
casos particulares. Varias de las afirmaciones aqui presentadas aparecen como ejercicios
propuestos en [3]. En el presente pardgrafo salvo, que se advierta lo contrario, Adenota un
anillo finito y » > 2.

El ntmero de elementos de un conjunto S serd denotado por |S|.
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3.1 AFIRMACION. Sea C(A) el centro del anillo A. Entonces
[Centro de My (4)] = |C(4)|
IMa (8)] = JAp*
DEMOSTRACION. Es consecuencia de la proposicién 1.2 de [7].

3.3 TEOREMA. (3] Sea K un campo de orden ¢ = ™ con p primo y m > 1. Entonces

a1

|GLa(K)| = tI;I’(q. -¢)

DEMOSTRACION. Sea A una matriz de GL.(K). Recuerde que A es inversible si y s6lo si
las filas de 4 son vectores linealmente independientes de kK*. Denotemos dichas filas por
Ay,...,As. Evidentemente A; # 0. Asi pues tenemos ¢= - 1 posibilidades para 4,. Para 4,
tendriamos ¢ posibilidades, pero, en vista de la independencia A; no debe ser miltiplo de
Ay. Asi entonces a cada una de las ¢* posibilidades restamos ¢ posibilidades ya que K tiene
¢ elementos.

En total A; presenta ¢* - ¢ escogencias. Para A; debemos restar ¢* valores de ¢* , ya que
As no puede ser combinacién lineal de A, y As.

De esta forma encontramos el orden de GL.(K) como el producto de las posibilidades
encontradas.

3.3 PROPOSICION. (8] Sea p primo y m 2> 1.

a—1

GLa ()| = J] (77 = ===

DEMOSTRACION. Nétese en primer lugar que siendo A; — A2 un homomorfismo sobreyec-
tivo de anillos se inducen de manera natural los homomorfismos

A} — A3, M.(A]) - M.(A’).

de grupos y anillos respectivamente, donde el segundo de ellos es también sobreyectivo.
(A* denota el grupo de elcmentos inversibles del anillo A.)

Consideremos en particular el homomorfismo natural de anillos.

Iy =2, F=k+<p™>,kel
Fmk, k=k+<p>.
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Se induce entonces el homorfismo natural de grupos
GLa(Zy=) & GLa(Zy),
A= (my) = A= (a45).
Comprobemos que ; es sobreyectivo.Segin 3.1 de [7], cada elemento A € GL4(Z,) es producto
de elementales y una matriz diagonal
D(f)=E+(f—1)Ess, 1<P<p-1

Evidentemente cada elemental de GL,(Z,) es imagen mediante j de una elemental de
GLy(Z,~). Basta entonces encontrar una preimagen para D{(8).

Para cada m > 1 la matris.
1 0
1= - € GLu(Zpe).

p+1  pp-h)
0 r (p=1)(r-9)

En efecto, det 7 = (P+1)p-1(p-8)-Plr-H=8->» donde (B-np™) =1, ces decir,
detZ € Z;.. Claramente J(A) = D(8).

Por el teorema fundamental de homomorfismo
|GLa(Zyp=)| = |GLa (%, ){ - IN(5)|
N(i) = (X = (35 € GLa(Zym) | 24 = 1(p), 514 = 0(p), i # 7}

Notemos que cada matriz X = (2;5) € Ma(Z,=) que cumpla las dos condiciones anteriores es
mversible.

La primera condicién indica que = € Z;.,1 <i < n.

Ahora, sea B =: (by) =: XD (z7},.... 522}

Entonces, i = 1,1 <i < n, b =0(p), i ¢ j. Es decir B es de la forma B=E +T con T € M,
(< p>) = Rad(Ma(Zy=)), €l radical de Jacobson ([2],[4]).

Resulta asi que ¥ es inversible y en consecuencia X es también inversible.

La observacién anterior permite calcular el orden del nécleo de j. Tenemos
IN(5)| = (nmero de soluciones de & = 1(p))**

= (ndmero de soluciones de a = ofp))*(*-1)

ING)| = (p==t)*(pm 1)) = (pmo==)e.
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Aplicando el teorema 2.2, encontramos
(GLa B = (] - Pp==—)"

=i =l NU =00 ) -0 ~ 7 Y™

S o RN~ PPN L AL

=l
La proposicién anterior permite calcular el orden de GL.(Z.) para cada (m > 2). En efecto
gea
1) m=pitppr
La descomposicién prima de m. Del teorema chino de residuos ([5]) resulta el isomorfisomo
de anillos
@) To 220 0Ly
y éste a su vez induce el isomorfismo natural de grupos.

GLa(Zm) 2 GLa(Zy,0:)®---® GLa(Zy, o)

Hemos probado el siguiente resultado.

3.4 COROLARIO. Sea m > 2 con desomposicién prima (1). Entonces

r 8-l

IoLa(m) = [T [ 65 =75+

J=1

3.5 COROLARIO. 3]

(i) Sea K un campo de orden ¢ = p™ con p primo y m > 1. Entonces,
=1
ISt () = 25 [T - ).
k=0

(ii) |SLa(Zp™)] = ja=rpmry [Rzo (P™® = p™*—*H), m 21

(iii) Sea m > 2 con descomposicién prima (1), entonces

? A=l
ISLa(Zm)| = e i

1
mzl P;’-l(h' -1) er=x kl;lo(p
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DEMOSTRACION. En los tres casos basta considerar la funcién determinante y tener en
cuenta que
(i) IK*|=¢-1
(ii) Z3a = {z| 15 2 <p™, p Hz},
(iii) (2) induce el isomorfismo de grupos
l:. Ez;:; 002;'"

y por lo tantc A ¥

1Tl = [T 12;e1 = [T o577 (ps - 1)

=i =1

3.6 TEOREMA. Sea Aun anillo. Entonces
IDa(8)] = A°"
DEMOSTRACION. Es consecuencia de corolario 2.2 de (7).

2.7 TEOREMA. Sea Aun anillo. Entonces
[Ta (8)] = JA*|ja 5"
DEMOSTRACION. Como advertimos al comienzo de este pardgrafo A se supone finito y
por lo tanto noeteriano. Segtn [6] A es finito de Dedekind.Resta aplicar la proposicién 2.3
de [7].
2.8 TEOREMA. Sea Aun anillo. Entonces para 1< m<?2
DT (8)] = o ===t

DEMOSTRACION. Basta contar el ndmero de entradas del dngulo superior derecho de

UTy(A):
n—-m

UTrA) =

)

Aplicando los resultados del parigrafo 4 en [7] se obtienen inmediatamente las siguientes

conclusiones.
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2.9 TEOREMA. Sea Aun anillo, C(A) su centro y Z(A*) el centro del grupo A*. Entonces

(i) 1Z(GL.(A) =lC(a)]
(ii) Z(Da{n))] =|Z(A%)

(iii) Si en A existe ao € A* tal que (a0 — 1) € A* 0 bien jA*| > 2 y A* no posee divisores de
cero, entonces

|Z(Ta (4))] = |C(A)*]
(iv) Sim>3

JZ(UTP (4))] = JA| ===t

Simg oyt
|Z(UT?(A)| = |AI™

(v) Sizgl<m<}

IBTT= A m AR, onmpm 20— O % LN o)

2

DEMOSTRACION. (i) - (iv) son evidentes a partir de los resultados del parégrafo 4 en [7].
Para la prueba de (v) basta contar el nimero de vértices del reticulo conformado por la
interseccién del reticulo triangular de UT(A) y el reticulo cuadrado del centralizador de
UT™(A) (ver 4.9y (9.b)en [7].).

Nétese que para la primera diagonal no nula de UT*(A) la diferencia de indices de columna
y fila es m, con lo cual calculamos los valores de i y ¢ en el siguiente diagrama:

-

1 — B
st (‘h’)\.Ei § . T
& 1 :
L i -
FEirhel 3l & | |

L.(r, 2)

. e b

i=n=-2m+1, j=n-m+l, r=m, e¢=2m

l=m—(u—2m+1)
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El nimero de vértices del reticulo sombreado es igual a m? - £41. Nos resta calcular el
orden del centro del grupo especial lineal. Lo hacemos en un caso muy particular.

3.10 EJEMPLO. [3] Sea K un campo de orden ¢. Entonces |Z(SLa(K))| = m.c.d (n,q - 1).

Segiin (3]
3(SLa(K)) = {D(6,...,6) | 6* =1, 6 €K}

Denotemos H = {s € K | s* = 1} y veamos que |H| = m.c.d (n,¢ —1). Como H es un subgrupo
de K, entonces |H| | (¢ —1); ademas como K* es ciclico, H es también ciclico y existe a0 € H

tal que |ao| = |H|. Pero a3 = 1, luego |H||n.

De otra parte, sea + entero positivo tal que 2!(g- 1) y s|n. Existe en K* un subgrupo G de
orden 2, G =< b >,b* = 1; resulta * = 1 y por tanto b € H, de donde s||H]|.

3 CONMUTANTES.

Estudiamos ahora los conmutantes de los grupos introducidos en el primer parigrafo. Se
obtendrén ademads algunas relaciones de solubilidad.

3.1 TEOREMA. (1] Sea Aun anillo y » > 3. Entonces
[En(A}, Ea(4)] = Ex(A).

DEMOSTRACION. Tomando § =1 en (1) encontramos que cada elemental es un comuta-
dor.

(1) Tij(aB) = [Tala), Ta;(8)]

con i,j,k diferentes, a,5 € A.

3.2 PROPOSICION. Sea R un cuerpo (= anillo de divisién) tal que |R| > 4. Entonces
[SL2(R), SL2(R)] = SLa(R).

DEMOSTRACION. Sobre cualquier anillo A es vélida la siguiente identidad

(2) ITij(a), D(Br,..., Pa)l = Tis(B aBj — aja €A, By,..., Ba €A".

De otra parte, siendo |R| > 4 el centro de R tiene por lo menos cuatro elementos. En efecto,
& R es finito entonces es conmutativo ([2]); si R es infinito entonces su subcampo prime Q
(racionales) est4 contenido en el centro de R.
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Existe ap no nulo en el centro de R tal que a3 - 1 # 0,caso contario el centro de R tendria
a lo sumo 3 elementos, en contra de lo establecido anteriormente. Hagamos en (2), n =
2 A=a M=a;.

Tufe) = |Ta((0f - 1)~ a), D(ao,05"),a € R
De manera similar se establece que Tiz(e) es un conmutador de SLs(R).
3.3 PROPOSICION
@ isatza). st ={ (3 1):(1 5)-(3 1)}
(b) [SLa(Zs), SLa(Zs)] = Ds (Grupo de Hamilton).
DEMOSTRACION. (a) Nétese que
SLs(Zs) = GLa(%s)

y €8 un grupo no abeliano de orden 6, es decir, isomorio a S,, el grupo simétrico de
grado 3. Resulta entonces que el conmutante de SL(3;) y por lo tanto de GLy(Z;)) es
isomorfo a el grupo alternante A, de grado 3, y en consecuencia es de orden 3.La matriz
i 12 € SL3(Z3) es de orden 3. Puesto que en S, sélo hay un subgrupo de orden 3 la

0
parte (a) queda demostrada.

(b) De acuerdo al corolario 2.5 SLg(Zs) es de orden 24 = 2°.3. Segin un teorema de Burnside,
los grupos de orden p°¢®, con p,q primos diferentes, son solubles ([8]). Por lo anterior el
orden del conmutante de SL;(Z;) es < 12. De otra parte

01 5 3 3
“"‘(2 o)’3=(2 1)'C=(o 1)
10 o 2 3
sl Tl b LG,
Son elementos de SLs(Zs). Ademss A = |C, D}, B = |F,G] son del conmutante.
También
) |A| = 4, A* = B?, BAB™ = A™!

Resulta entonces que el subgrupo generado por A y B esti en el conmutante;pero segin
(3) este subgrupo es isomorfo a Qa, el cual tiene orden 8.
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De acuerdo al Teorema 3.1, tenemos

(4) Ex(A) C |GLa(A), GLa(A)}, para s 2 3y cualquier anillo A

Si K es un cuerpo o un anillo conmutativo para el cual E.(K) = SL.(K), entonces, teniendo
en cuenta que

(5) det[4,B] =1,

para cualesquiera A,B~¢ GL.(K) resulta [GL.(K),GLa(K)] C SLa(K). De (4) se obtiene-
entonces el siguiente resultado.

3.4 TEOREMA. Sea n > 3y K un cuerpo o un anillo conmutativo para el cual SL.(K) =

Eo(K). Entonces
|GLa(K), GLa(K)] = SLa(K).

3.5 PROPOSICION. (a) Sea K un cuerpo tal que |[K| > 3.

Entonces
|GL3(K), GL3(K)| = SLa(K).

(b)lctz(zz).ah(zz)|={(g 2)*(1 3),(2 })}

DEMOSTRACION. (a) Segiin (5) la inclusion de izquierda a derecha se cumple. Para la
otra inclusién se tiene el siguiente hecho mds general ([9]): Sea Aun anillo tal que existe
a0 € A* con (ao — 1) € A*. Entonces E;(A) C [GLs(A), GLs(A)]. En efecto, sea a € A, entonces.

Ths(a) = [Tiz(a(ao — 1)~*, D(1, as)]
Tai(a) = [Ta((@0 - 1)"'a), D(ag",1)]
(b) Es consecuencia de 3.3. 3.6 TEOREMA. Sean n > 2y K un anillo conmutativo para el
cual existe ao € K* con (a0 — 1) € K*. Entonces
[Ta(K), Ta (K)] = UTa(K).
DEMOSTRACION. Para la demostracién de este teorema necesitamos un hecho preliminar.

3.7 PROPOSICION. Sea A un anillo finito de Dedekind ([7]),» > 2. Entonces para cada
1Sm<n, UTR(A)aTa(A)

Ademis,
UT.(A) =UTZ(A) 2 UTZ(A)2 -2 UTR(A) = {E}
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DEMOSTRACION. Sean A = (a(;) € UT*(A),B = (bys) € Ta(A). Segnn el corolario 3.4 de [7] ¥
(5) también de [7], A es producto finito de elementales de la forma.

Tiyla), j—i2m, a€A

y B es un producto
B=D(b,....5)T;... Ty

donde cada T es un elemental de la forma T;,(8), j > i, F€ A.

Por otra parte se tiene la siguiente identidad vilida en cualquier anillo A
D(h,-..,ba)Tis(a) = Tij(biab* ) D(ba, .., ba),

cona€h, b €A, 1<k<n.

Segiin lo anterior, para establecer que P~ AB yace en U'T(A) es suficiente mostrar que

(6) Tig(~B)Trela)Tis(B) € UT(A)

siendo o, f€A, j>i, 8-r2>m.
Con respecto a ios indices consideremos los siguientes casos posibles
j#r, e#i. El producto en (6) da T.,(a)

j=r,s#i. El producto en(6) es T;,(-fa)T;,(a).Como j > i entonces i > —;; también como
j=r entonces s - § > m. Resulta s-j-i > m-; y, sumando j, obtenemos s -i > m. De aqu!
(6) tiene lugar.

j#re=i En este caso, (6) toma la forma, T,s(ap)T.(a). Puesto que j > i entonces
j=r>i-r=a-r2my el producto yace en UT™(A) j = r,s =i. Se descarta esta posibilidad
ya que en caso contrario se tendria i~ j=s-r>m>1>0

Regresamos 2 la demostracion del teorema. Para mostrar la inclusion [T, (X),Ta(K)] C
UT.(K) basta mostrar que s, b] € UT,(K) para cada par de generadores s, b € To(K).

En efecto, cada generador = de |[Tu(K), Ta(K)] €s de la forma

2o ol B,
donde ay,bs son generadores de T,(K). Teniendo en cuenta que
U] o, 8]=" = [byq]
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y siendo s generador de T,(K), ¢! también lo es, podemos considerar que z es de la forma
=01 -Gp b1 - bm)-

Se tiene ademds ia siguiente identidad en cualquier grupo
) [ab, c] = b=*[a, c]bfb, c].

Resulta, entonces,
z=a7l6; a1, b1 Dum)on[on, b1 - b

De (7) y de la proposicién 3.7 entonces la demostracién se reduce a establecer que [, €
UT.(K) con a,b generadores de T,(K). Ahora si a y b son diagonales se sigue que [s,8] =
E € Uy(K). Si s es elemental y b diagonal, segin (2) el conmutador es de UT,(K). Si s es
diagonal y b es elemental, de acuerdo a (7), éste se reduce al caso anterior.

a=Tij(a),b=T(h), j>is>r.

E, e inke
{9) :T.-,'(a), Tn(ﬂ)] i {;ryé;;)a)a j f :, : : :

El caso j = r,i = & se descarta ya que j > i > j, causa contradiccion. (Nétese que (9) es
valida en cualquier anillo A).

Los tres casos de (9) conducen a que [s,b] € UTy(K). Si j #r,i =2 entonces j >i=2>r; si
J=ri#sentoncess>r=;>1.

La otra inclusion es corsecuencia de la formula
Tisla) = [Tis(a{ao - 1)1, D(1,...,aq,..., 1)},

L d
¥

J
valida en todo anillo Aque cumpla la condicién del teorema.
£l anillo Z; no cumple 1a condicién del teorema 3.6 sin embargo 7u(Zs) = UTy(Zs) y el
conmutante serd considerado en e} siguiente teorema. 3.8 TEOREMA. Sea Aun anillo
cualquiera, n > 2. Entonces
WT(A), UTI(A)] = UT;+(4)

1<r4,Sn, UT¢(A)={E} parak>n
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DEMOSTRACION. Consideremos inicialmente el caso n = 2. Tenemos

UTy(A) = {Tas(a) | a € A}, UT(A) = {E}.
La conmutatividad de estos grupos garantiza la afirmacion del teorema.

Sea ahora n > 3. La inclusién de izquierda a derecha se puede mostrar razonando como en la
demostracién del teorema 3.6 y teniendo en cuenta que UZ7+#(A) es normal tanto en UT(4)
como en UT?(A) (proposicién 3.7). Por tanto es suficiente mostrar que s, 5] € UT;**(A) para
s €UTI(A) y be UT#(A). Para tal efecto, sean Tix(e) € UTI(A), Tn(p) € UTH(A) ¥ [Tu(e), T5H(F)]
el conmutador.

Si k= j, i #1 entonces segin (9) dicho conmutador es8 Ty(af), k=12ri=k2syl=i2r+g,
asi el conmutador estd en UTr+(A).

Para i # j, #i el conmutador es E € UT;+*(4).

Finalmente si & # j, | = i, encontramos Tj:(—fa) € UT;+*(A) yaque k=i > ri—j 22y por
tanto k-j>r+a.

UTIH(8) € [UT3(4) -UTZ(4).

Examinemos los generadores de UTI+*(A). Sea Ti;(a) € UT;**(A). Como j—i2r+e> s,
entonces, j—s>i>0. Sea k =: j—s, entonces k—-i=j—-i—s2r+s-s=r; j—k=ay segin

)

Tijla) = [Tu(a), Tes{1)] € UTZ(A),UT3(A)]

3.9 OBSERVACION. Del isomorfismo Dy(A) = A* x --- x A*, se desprende [Da(4), Da(A)] =
[A*,A*%] x --- x [A*,A*], siendo Aun anillo cualquiera.

Los resultados precedentes sirven para determinar la solubilidad en algunos casos partic-
ulares.

3.10 COROLARIO (a) Sea Aun anillo cualquiera y » > 3. Entonces E,(A) no es soluble.
(b) Sea K un cuerpo tal que |K| > 4. Entonces SL;(K) no es soluble.
(c) SL3(Zs), SLs(Zz) son solubles.

(d) Sea X un cuerpo o un anillo conmutativo para el cual SL.(K) = E+(K). Entonces para
2 2 3, GLa(K) no es soluble.
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(e) Sea K un cuerpo, |K| > 4. Entonces GL;(K) no es soluble.
(f) GL3(Z3), GL3(Zs) son solubles.

(2) Sea K un anillo conmutativo con elemento ao tal que ao,(ao — 1) € K*. Entonces T (K)
es soluble para n > 2.

(h) Sea Aun anillo cualquiera y n > 2. Entonces UT™(4) es soluble para cada 1< m<n .

(i) Sea Aun anillo cualquiera y » > 2. Entonces D, (A) es soluble si y sélo si A* es soluble.
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