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FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE FUNOONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA

(I)

J AIRO A. CHARRIS

PROLOGO

EI propo s ito de un curso sobre la teoria de funciones de una variable compleja

puede ser muy diverso. E sa d iversi dad de intereses deterrn ina en general I a orienta-

cion de un tal curso. La teoria de funciones de una variable compleja es una de las

ramas de la maternati c a que ha tenido el mayor nurnero de aplicaciones dentro de ca-

si todos los ramos de la ciencia : la Ffsica, la Fislco-quimlc a, la Estadistic a, la

Ingenierfa, la Biologfa, y recientemente las Ciencias Humanas, se han beneficiado

de sus metodo s. Es asf que muchas veces el interes de un tal curso radica en las

aplicaciones. EI hecho de que la teoria de funciones de una variable compleja sea,

a su vez, una de las teorias mas evolucionadas de la matematica, ha dado a ella

una gran autonomia, Sus metodo s, tan altamente elaborados, la hacen, muchas ve-

ces, una teoria matematic a casi independiente de las demas : y este hecho es enfa-

tizado por casi todos los textos sobre el tema, independientemente de cual sea el

proposito del mismo.

EI escribir un texto sobre el tema coloca entonces al autor en una difici] situa-

cion. Primero : es casi imposible mejorar la calidad de los abundantes textos exis-

tentes, cuyo interes especial esta en las aplicaciones. Segundo: es casi imposible
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mejorar las exposiciones de la teorla desde el punto de vista de la autonomiade sus

metodos. Una buena razon para escribir entonces un texto sobre el asunto parece di-

ficil de encontrar.Pues el lIenar los anteriores requisitos es un gran merlto.Tenien-

do en cuenta algunos hechos es si nembargo po si bl e encontrar al gun as. En p rimer Iu-

gar, el cu rso sobre el cual se ha bas ado este texto ha si do d i sefiado para estud i an-

tes graduados.Tales estudiantes han sido generalmente expuestos a un curso ele-

mental sobre el tema, sea desde el punto de vista de las aplicaciones, sea desde el ounto

de vista de presentarles una teoria de las mas perfectas de la matematica, Tales estudian-

tes han entences entrevisto el poder de la teoria desde el punto de vi sta de sus aplicacio-

nes y apreciado su belleza desde el punto de vista de su autonomia. Esto dio cierta Iibertad

en la escogencia del punto de vista del curso.En segundo lugar,textos escritos dentro de uno

o ambos de los ideales antes mencionados, existen en abundancia y no parece entonces ne-

cesario uno mas. Pero, creo que hay algo no satisfactorio en tales ideales. La teo-

ria de funciones de una variable compleja, juega, dentro rle la lnvestiqacion materna-

tica actual, un papel, aunque importante, secundario.Esta reservada a ser la sirvien-

te de otras teorias en plena evolucion, aunque ella misma pueda no ser tan intere -

sante al investigador. Es ademas solo un capitulo dentro de una teoria realmente

extensa: EI Analisi s Complejo: la teor ia de superficies de Riemann y la teoria de

funciones de varias variables complejas, ramas todas en pleno desarrollo. En la ma-

yor parte de los cursos que se hacen y de los textos existentes,la relacion y apl i-

caciones de la teorja elemental de una variable a la de varias,o a la de las superfi-

cies de Riemann,es apenas entredicha,y casi exclusivamente desde el punto de vis-

ta analitl co.Pero la mayor compfic acion del anali sis complejo no es analitica sino

topoloqica, Por otra parte.yo creo que la topoloqia subyacente al analis is comple-

jo de una variable no es del todo tri -Ial. Y en mucho la aplicabilidad de la teori a

a otras ramas de la ciencia se debe precisamente a su re lacicn con problemas tope-
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logicos. Pero la autonomia de la teoria ha sido lograda, precisamente,esquivando las

dificultades de la topologia del pl ano s 0 escondiendo estas dificultades en una u

otra forma. Es por eso que en la topologia he encontrado, 10 que creo, es una buena

razon para escribir este texto. Afrontando directamente algunos de los problemas to-

poloqicos del plano, me propongo mostrar el significado esencialmente topoloqico del

anal isis compl ejo de una variable, acostumbrando al estudi ante, en un caso relativa-

mente simple, a un metodo que es imprescindible en el anal isis complejo moderno.

Otro de mis propcsitos es dar una muestra de la enorme lnteraccion entre topologia y

anallsi s, interaccicn que/ desde Riemann, ha "amado profundamente la atencion de

los matematicos y que en los ultimos afios ha tenido resonantes exitos con los tra-

bajos de De Rahm, Atiyah y Singer, etc ..

Si bien la anterior es la [ustificacion del escribir un nuevo texto, otro propo sito

del mismo es dar una exposicicn rigurosa de la teor ia clasica de funciones. EI tiem-

po dira si he tenido exito en tal empresa. Es por esta razon que he decidido publicar

este texto en una serie de articulos en el Boletin de Matematicas del Departamento

de Matematicas de la Universidad Nacional y de la Sociedad Colombiana de Matema-

ticas, t::n cierta forma el trabajo es de indole investiqativa a nivel elemental, y cae

entonces dentro del espiritu del Boletin. Como tiene, por otra parte, un cierto sabor

• pedaqoqico, el Boletin 10 pondra al alcance de una gran cantidad de mis colegas, de

quien gustoso recibire cualquier criti ca sobre el mismo.

EI texto comenzara entonces con una revision de ciertos resultados del calculo

diferencial e integral de varias variables. La seccion sobre calculo integral conten-

dra especialmente un teorema de aproxlmacion que sera fundamental en 10 que sigue.

Los diez capitulos siguientes estaran reservados a 10 que se conoce con el nombre

de teoria de Cauchy, comenzando con los elementos de las teorias de homologia y

homotopi a. Esta parte contend ra una introduce ion a Ia Cohomo lcqi a Complej a de !)e
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Rahm. En los cinco capitulos siguientes se estudiara la teoria de Weierstrass de las

funciones analiticas, incluyendo desarrollos especiales. EI texto flnallzara con una

introducclon a la representacion conforme, la prolonqacion analitica y las superfi -

cies de Riemann.

Ouiero agradecer a la Sociedad Colombiana de Matematicas toda la colaboracion

que me ha prestado en la elaboracion de este texto, as! como al profesor Rolando

Saenz quien revlso Ias versiones iniciales del manuscrito y suqirio muchas mejoras

en el mismo.

Finalmente, quiero dedicar esta serie de articulos a R. C. M. M., por el carifio

y tolerancia que me ha demostrado, y que para m] han sido un estimulo en muchas si-

tuaciones.

Jairo Charris C.

CAPITULO

IntrocJuccion.

En este primer capitulo revisaremos algunas nociones del calculo diferencial e

integral de funciones de varias variables. En primer lugar jntroduciremos alqunasno-

taciones :

(a) IN representara al conjunto de los numeros natural es 0 enteros positivos :

0, 1,2,3, ...

(b) L representara al conjunto de todos los enteros, positivos y negativos.

(c) e representara al conjunto de los numercs racionales :

Q = I min I m.n e z , n =I 0 I.

(d) IR rspresentara al conjunto de los ruimeros reales; Q representara al
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conjunto de los irracionales.

(e) C representara al conjunto de los nurneros complejos :

C = I a + b i I a, b E JR I , / = -1

Los conjuntos Z, Q, JR, C e stan provistos de estructuras de anillo para la adi-

cion y multiplicaclon corrientes. De heche, Q, JR, C son cuerpos para tales opera-

ciones. C estara orovisto de la topoloqia definida por la distancia

d t x i y ) = [x-yl

donde I xl = (a2+ b2)t si x= a i- b i , Sobre ll\', Z, Q, JR se consider aran las

topoloqias de subespacio de C, de modo que las inclusiones TN 5;z 5;Q f.JR fC

va/en tanto en el sentido algebraico como en el sentido topoloqico. Para la metrica

d; JR Y C son esnaclos metricos completos; JR es, a su vez, el completado de Q

para tal metric a,

{f) Si IK = IN = IN, Q, JR, C, Z, M OK) denotara al conjunto de las matri-
mxn

ces de orden mx n sobre /K. En lugar de Mmx1(/K) escribiremos simplernente IKm;

en lugar de AI lxn(IK), escribiremos x". Para denotar a las matrices usaremos pa-

rentesis cuadrados

a a
11 12

a
In

a a
ml m2

amn

a
1

a
m

Sobre Mmxn(/K), especialmente en los casas m =1 0 n =1, usaremos la tope-

lcqia definida por la metrica,

dCA, B) = II A-B II
donde
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2 .1

IIAII== <? I aijl ) 2, supuesto que A = [ail'] . Para esta metrica y para IK =IR, C.
i, /

Mm'jw(IK) es un espacio metrico completo. De heche, un espacio de Banach, si se

considara sobre este espacio la estructura de IK - espacio definida por las operacio-

nes usuales entre matrices.

Sean ahora n un subconjunto abierto de IRn y I: n .... IR. Sea a En, a =

=[al'a2, ... ,a
n
]T. Escribiremos l([al' .... anl

T
) = I(al' .... an). Si

lim l(al'a2,···,ai+h, ... ,an) - l(a1·a2,···,ai,···,an)
h ....O h

existe, 10 denotaremos por (il) fa), y 10 denorninaremos la i-esima derivada oar-
aXi

cial de I en el punto a. Si

(::J (a)

existe para i=l, 2, ... , n, diremos que I es Jacobi-derivable (0 simplemente de-

rivable) en el punto a, y escribiremos

J il) = J la) = [(}!1) (a) •... , (OO!J (a)]

La I x n matriz Ja (I) = J la) se denornina la derivada (a-priori) de Jacobi de I

en el nunto a. Si J la) existe en todos los puntos a En, es decir , si I es J-

derivable en todo a En, diremos que I es Jacobi-derivable (J -derivable) en n,
y denotaremos por J (n, IR) al conjunto de tal es funciones. Si n = 1. es cl aro que

J la) = rea) . donde rea) es Ia derivada corriente de I en el punto a. Por esta

razon es costumbre escribir rea) = Jla) aun en el caso n > 1 . fI'osotros evita-

remos esta ultima notacion para obviar ciertas confusiones.

Sean n en IRn y I: n .... IRm. Entonces existen funcion es Ii: n ....IR • i =
T

=1".2, ... ,m, tales que [Lx) = [j/~), 12(x) .... ,lm(x)] . Si aEn y JI/aJexis-
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te para todo i = 1, 2, ... , m, diremos que I es Jacobi-derivable en el punta a, y

escribiremos

J f (a)
m

La mxn- matriz J/a) se denomina la derivada Ca-priori) de Jacobi de I en el

punto a. Si Jt'" existe en todo punto a E U (esto qui ere decir que !Ii (a) exis-a x .
teen todo at::U, i=1,2, ... ,m, j=1,2, ... .n); se dira que I es J-deri~able eh

U; Jm, fRm) denotara al conjunto de todas esas funciones. '::S claro que J(U,fRm)

es un IR - espacio vectorial.
aj..

Sea IE Jm, fR ). Entonces, denotaremos por --~ ala aplicaci6n
m a x .

J

a f·
-_.!- : U ... fRax. m

J
1 :5 i ;5m r l:5i :5 n

a ... (~ Ii) (a)

a "t
Tal aplicacidn se denominara la derivada parcial de indice (i,j) de f. Si m =1 r

simplemente la derivada parcial de indice j de f. Si (a 1/ a Xj) es, para todo In-

1
dice (i,j), continua, se dira que f es de clase C en U. Denotaremos por

c' (U, IR ) al sUbe~pacio de J{U, fR ) de las aplicaciones de clase c', Su-m m

pongamos ahora IE C1(U, fRm). Si para todo (i;j) ,

aj. 1
~.!-. E C (il, fR) r

(l x .
J

diremos que I es de clase c2 en U, y c2m, fRm) denotara al subespacio de

C1(U, JR ) formado por tales funciones. En tal caso denotaremos porm
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(()2Ii/ ()xkOXj) a laderivada parcial de indice k de (()I/()xj). La funcicn

(a21/ oXk()Xj) se denomina tambien la segunda derivada parcial de Ii de indice

(k.j) 0, ain, la segunda derivada parcial de indlce I i.k.i) de I. Por definicion

2_~__(!!i-) = ~~-
() xk () xj OXkOXj

y un teorema bien conocido del calculo diferenclal de funciones de varias variables

asegura que si IE c2 en, IRm) ,

(1.1)

Sea ahora a = (a1• "z ..... an) E INn. Escribiremos < a> = a1 + a2 + ... + an

Sea I: n ....IRm• 1.:S. i.:S m , Si en cada punto a E n elobjeto

cuya definicion inductiva es (m = Max. Ik I ak F 0 I )

existe, se denominara la <a> derivada parcial de orden ii , a) de I (0 la < a>-

derivada parcial de Indices U de Ii)' Supongamos ahora que para todo indice

a = (a1, .... an) E n": con <a>.::; p , los objetos

existen, para todo i, 1.:S i.:S m , y son funciones continuas de n en 1R. En tal
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caso se di ra que I es de clase cP sobre 0, y se denotara por cPm, IRm) al

IR - espacio de tales funciones. La relacion 0,1) se generaliza en este caso en la

form a

0,2)

donde p es cualquier permutacion de ! 1,2, , .. , n I. '::scribiremos finalmente

n cP (0, IRm)p=1

CIaramente C""( 0, IR ) conti ene a 1(\5 func iones con stantes. En Ias proxi mas sec-m

ciones veremos que contiene otra gran cantidad de funciones. Una funclon IE C""(O,IRd

se denomina una func ion suavemente diferenciable, 0, simplemente, suave.

1. Algunos resultados del calcu!» diferencial real.

'::1 siguiente teorema, bien conocido, sera utilizado mas tarde.

1
Teorem a i. i. Sea t e c (0, IRm) , donde 0 es un abierto de lRn. Entonces

~ara todo punto x EO,

lim !(x:!!_=!!~)-!1(x)_~ = 0
h ~ 0 II h II

EI teorema anterior expresa simplemente que si IE C1(O, IRm), entonces I es

IR - deri vable en todo punto x EO, en el sentido de que exi ste una apl i cacion li-

neal Lx: IRn ~ IRm tal que

lim
h~o = 0

II h [!

Bajo las hipotesi s de! teorema resulta entonces que J/x) es la matriz de la aplica-
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cion Lx'

Nota. Si IE J(U, 1R
7Il
) no podemosen general,asegurar que

, [t xs b ) -I(x)-Jlx) b _
1'm --------- ~--- - 0
h-'>o II b II

ni la existencia de la apllcaclon lineal L .x

Otro resultado que sera utilizado en 10 Que sigue es el siguiente, tambien bien

conccido :

Teorema 1. 2 r Si U es un abierto conexo de JRn y si IE J(U, JR7Il) es tal

qlle J/ x) = 0 en todo punto x E U, entonc es I es constante en U .

N6tese que si / es con stante en U, J/x) = 0 en todo punto x E U, aun si U

no es conexo •

2. Algunos resultados del ca/culo integral.

Sea r/J: R -'> R la aplicaci6n definida por

r/J tt) =

si .1<t<1

si I tl ~ 1.

Evidentemente r/J E Coo(JR, 60. Sea por otra parte ¢: lRp -'>lR la aalicaclrin

2
¢ (x) = II x II

Es claro que 1> E COO (Rp' JR). Por 10 tanto, si F: IRp -'> IR es la anlicacicn

F(x) = r/Jo 1>, entonces FE Coo( IRp,lR t . Ademas, el soporte de F:

SuppF= lxl F(x),tOI'= Ixllxl5.l\

escompacto,Y F(x»O en Ixllxj<1\. Porlotanto, f F(x)dx >0,
_ IRp
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y si
OJ (x)

F i x)
--------
f F(x) dx

OJ E<».»: Supp 0k= !xlllxli ::::i 1 y 0p(X) > 0 en Ixlllx!l<i I.
Ademas

Sea ahora n un abierto de lRp Y K un subconjunto compacta de n . Sea

a = d is t (K, Cn)

Y escojase mE IN

x E K, la func lon

10 suficientemente grande para que 1 .< a . Para n '2.m Ym

t .... I (t) 0n (x - t )

se anula fuera del compacto

KJlm = It I dist(K,t):::: JIm len.

En efecto, si J
t f KJIm' II x - t II > m y entonces

On (x-t) = o.

Para n> m y x E K la integral

esta entonces bien definida, y de hecho ,

f I(t) on (x- t ) dt = flO) on (x- t) dt = flO) on (x- t) dt .

lRp KJlm KJln

Para n ~ m escribamos entonces, para x E K ,
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Como Jon(x-t) dt = 1

J (I(t) - [t x) ) on (x- t) dt

KIln

de 10 cual

I In [x) - [Ix) I.:: supp I u» - [Lx) I J IOn(x-t) I dt
tE Kl/n KIln

= Supp I [It) - [Lx) [

t E KIln

Anora, para E> 0, existe 0> 0 tal que si II x - til < ° entonces

i I ix) - I t» I < E

cuando x,tE Kl/m' Esto debido ala continuidad uniforme de I en Kl/m' Si

mo'::::m y _L- < ° se tiene entoncesmo

para todo x E K Y n 2: "»> 0 sea,

Supp I In (x) - [I x) I < E
xEK

de 10 cual In __ I uniformemente en K. Por otra parte, para n 2: m, In E coo(u,m),

donde V es una vecindad relativamente compacta de K (per 'ejemplo

V = ! t I dist (K, t) < 11m I)

E,n efecto, si si i=j,o .. =o1/ si i =I j) ,
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I !~~x +!.: In~~_ - f tt» iJ~!~(x- t) dt I
J

1

0 (x+h e.-t) - 0 [x r t} aD I
= f I I (t) I ~ __ L !!-__ -_--!! (x - t) d t

h ax.
J

IdO do I= f II(t) I _.!!:.. (x+h'e.-t)- __ E(x-t} dtax. J ax.
J J

_ IdOn, a 0n I '- fll(t)1 --(x+.h e.-t)---(x-t} dt,lhl<lhl
K dx. J a.x.
11m J J

Pero, si E> 0 es arbitrario, existe 0> 0 tal que

I dOn -». I-- (x + h' e . -t) - -. - (x - I)ax. J ax.
J J

< E

si I h'l < 0 . Para I h'l < 0 se tiene entonces

I In(x+ hej) - [Lx} _ f [(t) dOn ( ) I ()- --. x r t dt < M Em Kllm
h a Xj

donde M = Supp Iu» I y
tE:Kl/m

m(Kl/m) = f dt.
Kl/m

Se deduce entonces que

a In = fl(t) _~on (x-I) dt ,
d Xj d xj

y de esto la aflrrnaclon. Las funciones In son entonces de clase C'''' y aproximan
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a I un iformemente en comp actos.

T
Nola. Si I: 0 --> IRn ' I'" [f1' .. " In ] escribiremos

f I dx
T

[ f I dx, ... , f I dx]
1 n

Entonces,

f 1(1) 8k (x - t ) dt

Nola. Para todos los resultados contenidos en este capitulo el lector ouede

• consul tar el libro de M. Spivack: Salculo en variedades, Reverts. Sarcelona.

CAPITULO"

HOMOTOPIA

1. Curvas.

En 10 que sigue, denotara al intervalo [0, 11 r

In = I X I x ••• x I ,
n veces

y 0 sera un eS!Jacio tOlJoI6gico·arbitrario.

Por una c'~rva en 0 entenderemos una aplicacicn continua y: I --> 0 ; y (0)

se denom lnara el extremo inicial de y y y (l) e I extremo final.
-

Sean a, b EO. Denotaremos por 5 (0; a, b) al conjunto de todas las curvas

con extremo inicial a y extremo final b. Si y (0) = y (1), diremos que y

es una curva cerrada. Si y (0) of Y (1), Y se dira abierta. Si la restri ccion de
o .

y a 1:= to.t, es inyectiva, la curva se dtra simple.
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Fig. 1.1.

"Una curva en n. La flecha indica el sentido del recorrido"

Es importante no confundir una curva y con el conjunto Imy =ly(t) I tE I I,

denominado la imagen de v . Una curva es una fun cion, no un conjunto de puntos.

Es posible tener Imy= Imy' sin que sea y = y'.

J

Ejemplo 1.1. Sea n un abiertode 1R2, ysean aEn y r>O tales que

Para cada n E Z, sea c;(a): I -+ n definida por

n _ 21Tint
cr (a) (t) - a + r e

Es claro entonces que

para todos m, n, m,n:/ 0, pero c~(a):/ c~(a) si TIl·:/ n. En particular

c~(a) es simple si y solo si m =1. Si m > 1 y bE S/a) r ! tl c~(a)(t) = b

tiene exactamente m elementos. La curva c;(a) se denomina el circulo de ra-
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dio T I centro en a, e fndice m ,

Sean a ES(n; a.b) I pE Sen; b,e). Denotaremos por ap la funclon

ap: I ... 0

defin id a por

{

a (2t)

o p Lt) =

p (2t,1)

si

si ~ < t < 12 -

Puesto que ap(l/2) = a(2.~) = a(l) = b = p(l) = p(2·1-l) I es claro que ap

esta bien definida y continua. Es decir, ap E S (n; a.c ) ,

La aplicacion ap se denomina el producto de a y p. La aplicacion

S(n;a,b) xS(n;b,d
TT... S(n; a.c)

(a, p) ap

se denomina el prod'leto de O,lrvas .

Sea a E S(O ; a.b ) y sea (;1: I ...0 definida por

d1(t) = a(l,t).

Claramente «! E sen; b,«) y se denomina la C!,lrva inversa de a. Tarnbien

es obvio que aa,IES(n;a,b), y a,laES(O;b,b). Notaremos

r:S(n;a,b) ... S(n ; b, a)

a la ap licacion r(a) = -:! .

Notacion. En lugar de s<n; a.a) escribiremos sencillamente sen .a) , S(O, a)

denota entonces al conjunto de todas las curvas cerradas de origen a. Denota-

remos per ea ala curva en S(O I a) definida por

287


