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ALGEBRAS DE BANACH=-LA TEORIA DE GELFAND (¥

JANUARIO VARELA

En la presente exposicion se tratara la teoria de Gelfand para algebras de Ba-

. . i , *
nach conmutativas; como caso particular se consideraran las C -algebras y sees-
tablece la célebre dualidad entre la categoria de los espacios compactosy laca-

, * . .
tegoria de las C -algebras conmutativas con elemento unidad.

La teoria de las dlgebras de Banach es mas o menos reciente; a su periodo de
gestacion estan vinculados los nombres de A.D. Michal, R. S. Martin, M. Nagumo,

K. Yosida, J. von Neumann, N. Wiener, M. H. Stone y otros.

El nacimiento de la teoria se localiza en 1941 con la aparicion del famoso ar-
ticulo de I. M. Gelfand Normierte Ringe donde se empieza a hacer uso sistematico

de la teoria elemental de ideales en el estudio de estas algebras.

El autor desea agradecer al Dr. Alonso Takahashi, Director del Departamento
de Matematicas y Estadistica de 4a Universidad Nacional de Colombia, su invita-

cién para participar en el IV Coloquio Colombiano de Matematicas.

1. Definicién. Un dlgebra normada A es un algebra sobre C provista de una

(*) Este articulo es el texto de la conferencia dictada por el autor en el IV Coloquio Cy>
lombiano de Matemdticas. N. del E.



norma tal que

1) Hxyl[ < ixltily]l paratodo x<cA,y<A

2) Si A tiene elemento unidad, entonces |11l =1

Si ademds A es completo, es decir si toda sucesion de Cauchy de elementos

de A es convergente en A, entonces A se llama algebra de Banach .

2. Ejemplos. 1) Elejemplo mas sencillo de algebra de Banach con elemento
unidad es A = C, elalgebra de los nimeros complejos con las operaciones

y la norma acostumbradas.

2) Sean T un espacio compacto (separado) y A = C(T) el algebra de todas
las funciones continuas de T en C . Las operaciones se definen puntual —

mente y la norma esta dada por

Hfll=supl| (O] | ¢t €T}
paratodo f€ C(T).

Sean H un espacio de Hilbert y £ (H) el espacio de todos los operadores li-
neales acotados sobre H , como multiplicacion se toma la composicion y como

norma
llall = sup i ]| a(v) || | lemil g

3. Sean A un algebra de Banach con elemento unidady « € A .
Si a tiene inverso en A, esto es si existe b« A tal que ab = ba=1, se

dice que a esregular en caso contrario « es singular.

De la completezde A se deduce quesi x €A y ||x[| <1, entonces la
-1
serie 14+ x+x24... €5 convergente en A ysusumaes (I-x) . Enpar

ticularsi a€ A estalque || I-a|| <1 entonces a es regular.
(



Si se designa por G el grupo multiplicativo de los elementos regulares de A,

entonces la aplicacion

Xp— X0 G — G

es continua; en efecto,

Hael-ad||= ||« ta-x) at| < || 1 | a-%]| [1a1)]

-1yy-1

ademds x=a-b=a(l-alh) donde h=a-x, asiquesi ||b]]<]|al]l
entonces x ! = (1-a1p)-1al, laexistenciade (1-alh)! esta asegurada
por [|6]| <llaf||"!, masain ||« || < a-[latsD T el <]

1

Nal a’l)|. Con esto queda establecido que ||~ 1-a"]] es arbitrariamen-

te pequefio cuando || x-a|| es suficientemente pequefio.

El grupo G de los elementos regulares de A es abierto, porque si ¢ €G y

-1yl

heA estalque ||h]|[< ||a"]] . entonces (I-a'l_b)'l existe y (a-h) 1=

(1-alp) al.

4. Sean A un algebra sobre C con elemento unidad y x€ A . Se Ilama espec-

tro de x ysenota Spx el conjunto de todos los numeros complejos A tales

que x-A1 essingularen A. Si A esun algebra de Banach para A € Sp x se
(R}

tiene | A | < |ix ||, pues en caso contrario “-:— Il < 1 lo cual aseguraria que

x-A1=-A(1- —)\’i ) es regular contrariamente a la hipotesis .

5. Sean A un dlgebra sobre C con elemento unidad, entonces Sp x” = (Sp x)”
paratodo x€ A, en efecto, dado un nimero complejo se consideran sus » rai -

ces enésimas Ap.A,, ..., entonces

.x”-Al = (x-)\l 1) (x-)\zl)...(x-)\nl).



De manera que x”-A1 es singular siy sblosi x- A;1 essingular para
algin 7, de donde resulta la identidad propuesta.

Mas generalmente se tiene Sp p(x) = p(Sp x) para todo polinomio  » con
coeficientes complejos, es decir p pertenece Sp p(x) siy sblosi p esdela
forma = p(A) paraalgin X € Sp x.

En efecto,sea A< Spx. Consideremos el siguiente polinomio ¢ enla in-
determinada ¢, q(#) = p(1) - p(A).

Como ¢(A) =0, entonces ¢ esdelaforma ¢(t) = a(t-A) (£-Ag)...(t-A))
donde @, A;, A5, ..., A€ C. i

Por hipdtesis x- A1 es singular, por consiguiente g(x) = @ (x-A 1) (x-A 1)...
(x-A, 1) = p(x)- p(X) I es singular, es decir, p(A)€ Spp(x).

Reciprocamente, sea u € Sp (p(x). Consideremos el polinomio q(2) =p(t) -
en la indeterminada ¢ y denotemos por {;,¢5,..., {,, susraices, entonces
p(x)-p=qlx)=B(x-Cp ... (x-{ 1) para algin B € C 'y por consiguien-
te existe. A, I1<i< m, talque x-¢; 1 essingular, estoes, p es de lafor-
ma p=p({;) con (€ Spx.

Ejercicio. Si A €Sp(xy) y A #0 entonces A € Sp(yx).

6. Sean A un algebra sobre C con elemento unidady x< A. Se define el ra-

dio espectral r(x) de x mediante la formula
r(x) = sup { |A] | A€ Sp x|
En virtud de 4, si A esun algebra de Banach, r(x) < || x|| paratodo x€A.

7. Teorema. Paratodo elemento x de un algebra de Banach con elemento uni-

dad se tiene



i) Spx esun subconj-mtb compacto y no vacio del plano

1
i)  lim || | M
n-»>0

Demostracion. i) Sp x es compacto debido a que esta acotado por || x|| y es

cerrado pues el conjunto de los elementos regulares es abierto en A.

Ahora supongamos que . Sp x fueravacio, en este caso x - A 1 seria regular
paratodo A€ C.

Sea I una forma lineal acotada sobre A, se define

fA)=1((x-a1)7)
Esta es una funcién compleja de variable compleja analitica en todo punto del pla-

no.

Para ver que f es analitica se verifica que —;:\f— - 1((x-A1)%) haciendo
uso de la continuidad de  x »-x1:G > G. Ademds lim f(A) =0, asique
por el teorema de Liouville f es idénticamente igual a ‘(j\l.%Eon particular 0 =
f(o) = 1(x"1) . Esto es absurdo puesto que existe una forma lineal acotada / so-

bre A tal que 1) #0. Por consiguiente Sp x es né vacio .

ii) Supongamos que A< Spx. Entonces A” € Spx” ynorlotanto |A”) <||x"])

1/
Esto demuestra que r(x) < lim inf || x" |} ", Falta por demostrar que

11/
1) > Tim sup (|57

Para cada forma lineal acotada / sobre A definamos de nuevo
-1
fAN)=1((x-A1) )

esta funcién es analiticaen C\Sp x Porotrapartesi |A|>|] x|, esto

i X
es, si H_A—H <., entonces



-1 1 o n 09 n
(x-A1) =-—. 3 X __  de donde f(A)=- S, 3. tx )
A n=1 yn+l A n=1 yn+l
A A
Pero {A| | A]>r(x)} C CN\Spx,; porconsiguiente |2 serie que representa

a f(A) para [A[> ][ x|| también larepresenta para | A | > r(x).En particular
1(x")

* /\n+1 §

el teorema de Sanach Steinhaus se deduce que |a sucesion | —/\—""7—— } estam -

la sucesion es acotada para cualquier / que se haya tomado. Por

bién acotada paratodo A tal que |A|> r(x). Se ha demostrado que si
| A} >r(x), entonces existe una constante K tal que ||x"|| < K AL pa

1/
ra todo ». Se concluye que Iim sup || x"|| ﬂ_<_ r(x). Porlotanto r(x) =

8. Teorema (Gelfand-Mazur) . Sea A un dlgebra de Banach con elemento unidad.
Si todo elemento x de A diferente de cero es regular, entonces A es iso-

métricamente isomorfa al algebra C de los numeros complejos .

Demostracion. Dado a€ A, porel teorema7, Spa # ¢, estoes, existe A&C
tal que a- A1 es singular, entonces a-A 1 =0, porlo tanto la aplicacion

a »A*A » C establece el isomorfismo requerido.

9 Sea A unalgebrasobre C.Sedice que I C A esunideal bilatzro de A,
o simplemente un ideal de A, si I esun subespacio vectorial de Ay ademas
paratodo a€ A y b=l setiene ab <1 y ba<1. Unidealsellamapro-

710 si I 7 A. Si A tiene elemento unidad, I es propio siysolosi 1 &1,

Salvo gue se diga explicitamente lo contrario todo ideal se supondrd propio.
Por ideal mdximal de A se entiende unideal M de A que no esta conteni-

do en ningln ideal distinto de si mismo.



'Si A tiene elemento unidad, todo ideal I de A esta contenido en un ideal ma-
ximal. Para demostrar esto, designemos por ¥ el conjunto de todos los ideales

de A que contienen a I. El conjunto F ordenado por inclusion es inductivo,ya
que toda union de ideales propios resulta ser un ideal propio por no contenera 1.
E| lema de Zorn nos permite concluir que existe un ideal maximal que contiene a
I. |

Si A es conmutativay x€ A no pertenece a ninglin ideal maximal de A enton-
ces x regular, enefecto xA = A pues de otramanera I = xA contienea «x

y esta contenido un ideal maximal de A lo cual es absurdo.

10. Sean A un algebra de Banach con elemento unidady )i un ideal maxi -
mal de A, entonces M  es cerrado, en efecto, la adherenciade I es
claramente un ideal y es distinto de A pues en caso contrario I es adherente a
M ,lo cual implica-que existe x en Y tal que || 1-x[] <, estoesim-
posible pues x seriaregular y en consecuencia  J  seriaiguala A.

De lo anterior se deduce que la adherencia de cualquier ideal propio de A si-

gue siendo un ideal propio de A .
11. Dado unideal cerrado I de un algebra normada A el cociente A/I estd
provisto de una estructura de espacio normado para la norma

[+ T|[=infl|lx+y]] | yer}

Es un hecho bien conocido en Analisis Funcional que si A es completo entonces

A/l también es completo. Por otra parte es de verificacién inmediata que

ey + DU Hlxst (] fly+1 |l

paratodo x,y € A. Esdecir, A/I resulta ser un algebra normada .



Si A tiene elemento unidad, entonces || 1+ 1 |] =1, pues claramente || I +
I'l] <1 ysisetuviera |[[ 1+1]||< 1, existiia x <1 tal que ||1+x]l<!

con lo cual x &1 seriaregular lo cual es imposible.

12. Sea A un algebra de Banach con elemento unidad. Se llama caracter de A

toda forma lineal - 7 sobre A tal que paratodo x, y € A, 7(xy) =7r(x)7(y).

El conjunto de todos los caracteres de A se llama espectro de A y se de-
nota por Svec A .

Esclaroque 7 (1) =1 paratodo 7 €Spec A. Dado x=A y 7€ Spec A,
se tiene 7(x) = Spx yaque x-7(x)1=ker 7 essingular, pues de otra mane-
ra ker 7= A. Enparticular |7 (x)|< ||x|| paratodo x <A, porlotanto

7 resulta continuo y

frll=swptlr@] | fxlj< 14 =1

Reciprocamente si A es conmutativa, todo A =Sp x es delaforma A =r7(x)

para algin 7<= Spec A, porque Si M es un i‘deal maximal de A que con-
tiene al ideal (x-A1) A # A, designando por © la aplicacion candnica de A
sobre A/ i 'y C ., entonces 7=jo® esuncaracterde A y claramente
7(x)=A.

Todo niicleo de un caracter 7 es un ideal maximal ya que A/ ker 7 es isomorfo
a C yreciprocamente si A es conmutativa A/  es isomorfoa C y por

lotanto M es el nicleo de un caracter de A .

13. De aqui en adelante se supone que A esun algebra de Banach conmutati-
va con elemento unidad, a menos que se diga lo contrario. Sea T = Spec A y

definamos la siguiente aplicacion .



T

A C

a —— ‘;z(r(a))rET

s T . 2 >
Si consideramos C~ provista de su estructura de algebra producto, la aplicacion
~ s un homomorfismo de dlgebras cuyo nicleo es la interseccion de todos los
. a A : T
ideales maximales de A . Nos proponemos ahora caracterizar la imagen AC C

de A por esta aplicacion.

El conjunto T = Spec A se dota de |a topologia menos fina para la cual la
funcion
pLVPY LTI AL

r p——— z;(r)=r(a)

es continua, cualquiera que sea a€ A . Con esta topologia una vecindad funda-

mental de r, €T -es interseccién finita de conjuntos de la forma
freT | |7(a) -1 (a) | < a }

paraalgin €A y €>0.

Dicha topologia sobre T es la inducida por la topologia débil del dual. Conside-

remos la aplicacion

Y 0T —eeo— s 15,
xCA
T ——— > (r(x))xeA
donde s _=trsc | |A|< |Ixflt.

Si sobre I1S, se toma la topologia producto, entonces la aplicacion ¢ es un
xE€A’



homeomorfismo de T sobre « (T). Porotraparte, ¢ (T) es un subconjunto

n

cerrado de I S\\ . en efecto, si p es adherente a ¢ (T), entonces dados
X e/

=70, x, ye A, existeunelemento 7= (T) tal que
|p (x)-7 ()] <= ] py)-7(y) |<e.lplxy)-r(xy) | < E,

pero como rf{xy) =r7(x)7(y). entonces
plxy)-px)py) | <= (14 H\l] + ¥yl

paratodo - > 0. porlotanto p (xy) =p (x) p(y) . De manera semejante se con-
cluye due plxey)=p(x)+ply),p(Ax)=Ap(x) y p(1)=1 para todo
x.YEA y A= . Porconsiguiente, ¢ (T) escerradoen IS, pero IS,
es compacto por el Teorema Tychonoff, asi que &(T) y su copia homeomorfa T

son también espacios compactos.

Podemos ahora enunciar el siguiente

14. Teorema (Gelfand) . Sea A un algebra de Banach conmutativa con elemen-

-~
-

to unidad Laaplicacion a -~ a:A - A - C(T) es n homomorfis-
mo continuo deldlgebra A sobre un algebra A de funciones complejas

continuas sobre el espacio compacto T = Spec A .

Demostracion . La aplicacion « - a. Ilamada también morfismo de Gelfand ,

es continua ya que

[Jall=suptla(r)| | 7 € Spec A
= sup |7 (a)] |7 & Spec A}
= sup t|A| jA e Spec A
<ralt's

10



Los restantes aspectos de este teorema fueron ya considerados en 13.

15. Sean T un espacio compactoy C(T) el algebra de todas las funciones
continuas complejas definidas es 7. Paracada +<« 7, i, =1/= (1) f()=
0| esunideal maximal de «(T), debido a que el niclec del caracter f - f(1)

es precisamente M, .

Reciprocamente, todo ideal maximal i de (1) esdelaforma W = i,
para algin ¢+= T . En efecto, supongase lo contrario. Entonces para cada 1= T

existe [ = W tal que f,(»#0. Sea v, unavecindadde ¢ tal que

(41

f4(s) # 0 para todo s=V

!
La familia { v, =7} forma un recubrimiento abierto dei espacio compac-

to 7 . Existe entonces un sobrecubrimiento finito v;,v,,. ., ¥, de T.

Sea f=f;f; +/yfy +++++ [, ], estafuncion pertenecea M yes in-
vertible ya que /(1) >0 paratodo r< T, lo cual es absurdo.

Por consiguiente, existe < T tal que M=frec(n | f(n=0}.
De lo anterior se deduce que para cada 7 € Spec C(T) existe t& T (lnico),
tal que 7(f) = f(1) paratodo /& C(T). Paraveresto basta factorizar = a
través de A/ ker r haciendo uso del hecho que ker7 = M, para algtn

teT.

Entonces la aplicacion

e: T -—s Spec C(T)

tt—a 7

donde r(f) = f(1) paratodo /< C(T), es una biyeccion.

Ademads, paratodo /€ C(T), foe= /. Esto garantiza la continuidad de

11



¢ en virtud de que la topologia de Spec C(T) es la.menos fina que hace todas
las ; continuas. Usando la compacidad de 7 se concluye que e es un ho-

meomorfismo de T sobre Spec C(T).

16. Dada un dlgebra A sobre C se Ilama involucion de A una aplicacionde
x > x de A en A tal que paratodc x€A,y€ A, A€ C secumple

(i) (x)" =«

(ii) (x+y) =x 4y

Gi) (Ax)"=Ax

* *

(iv) (.\')')* =y x

Obsérvese que si A tiene elemento unidad, entonces 1"=1, yaque x 1* =

*

(1x) =x""=x paratodo x< A,

Un algebra de Banach provista de una involucion se Ilama dlgebra de Banach in -
volutiva. Si ademas, paratodo x< A, ux'x =11« |12, A recibe el nombre
de ¢ -dlgebra .

Si T es un espacio compacto, el aigebra C(T) es una C*-é!gebra, cuya involu-
cion viene dada por f*(l) = /77), Si A esuna (;*.élgebra, entonces para to-
do x< A, setiene ||x|{=(]x[|. enefecto, ||x"|]||x[| > |1x"x]] = |]%1)?.por
lo tanto [|x"][> || x| . deigual manera [lx||=11x""|| 2 ||«

En razon de que (x-A D" =x"-A1 paratodo A=C, sededuce

*

§px (5 Sp—;

17 Unelemento x de un algebra con involucion se Ilama hermitiano o auto-

f % * » . * * = 1 ¥ ‘ L
adjunto si x = x , sedice nomal si xx = x x ysisedice unitano si

-1 *
X i

12



Todo elemento » de A se puede escribir de manera Unica en la forma «x = X1+

i x) donde x; y x, son hermitianos. En efecto, definiendo

x1=-»21— (x+x) y "2:‘21—1,— (- %),

se tiene que X,y x, son hermitianosy «x = X+ ix,.

Reciprocamente si x = X +ix, donde X, Y x, son hermitianos, entonces

vy = x; - ix,, de donde X, el ) y x; =1 _(x-x").
2 24

18. Proposicion. Si A esuna C -dlgebray x€ A es normal, entonces
. 1/n
[ x|l = #im || "]

- ’ * . .z
Demostracion. Obsérvese que paratodo @a€ A, b = a a satisface larelacion

2
[inH =||&]|| , por ser b un elemento hermitiano de A . Para x normal se tie-
ne,
4 « 2 » 2 * 2 2
Hxll =ilx x|l =]|(x = H=H(x2) x2H=Hx2H , por lo tanto * || x| =]1x2{ .

n n
Por induccion se demuestra que || 2 11=1l x||2 , para todo entero positivo

n,
n

il -

* » .
Corolario. Si A esuna C -algebra conmutativa con elemento unidad, entonces

! , o2 1.
Por consiguiente , /im ”x I
n -»o0

[|x||=r(x) paratodo x&A.

1/n
En efecto, todo elemento de A es normal y en virtud de 7, r(x)=fim ||x"|| .

7 -» 00

o} * ., .
19. Proposicién. Si x es un elemento hermitiano de una C -algebra entonces

Spec x CIR .

Demostracion (Arens). Sean u+iv € Spx y k un nimero real cualquiera .

13



Considérese y = x+ ik1, entonces

A=u+ilv+k) = Spy y

A=u-i(ws k)C Sp y .

Entonces A% =A% =] 4| [ X[ < Iyl {]y7)1= o]l = 1y a"]]- Porto

tanto,
2
w222k < ”.\'2+ 1’2” < ”.\'2”+k ;
es decir, w2e 124 2k < H\ZH para todo numero real k. lo cual es absurdo
si v#0
Nota 1. Sea A una (A*-élgebra con elemento unidady 7 = Spec A, entonces
)= paratodo v&€ A ; esto se ve facilmente escribiendo x= X +ixy

con ;. x5 hermitianos.

Nota 2. Si » esun elemento unitario de una (,‘*-élgebra con elemento unidad ,
entonces |A]|=1 paratodo A€ Spu. Enefecto, ||u]|=1 yaaque ]]ul]2=
Ha all=]) 1 ||=1. asique rw< 1y ral)< 1, porlotanto Spu y
Sp i (.s/zu)" estan contenidas en el disco unidad de ¢ . Se concluye que

|A|=1 paratodo AESpu.

2. Teorema (Gelfand-Naimark). Si A esuna ¢ -dloebra con elemento unidad
el morfismo de Gelfand x - ¥: A « C (Spec A) es ' isomorfismo iso -

métrico entre A y C(Spec A) .

Demostracion . Paratodo ~ < A.
: 1/
”\ “ sup t| 7(x) | 1’(5 Spec AL - r(x) = lim || " ” fu ||\H .

N osov

Por otra parte, las funciones x separan los puntos de T = Spec A. pues si

14



7 # 7, existe a€ A tal que 7,(a) # rz(a). Paratodo A& C, (A1)" (7) =
r(A1)=Ar(1) =X, esdecir, las funciones constantes pertenecen a la imagen

Ade A por el morfismo de Gelfand. Finalmente

;7:) T;) =7(a')=(a) i (7),

it

dicho de otra manera, a<A paratodo a< A .

Por medio del teorema de Stone-Weierstrass se concluye que A=C (Spec A) .

21. Proposicion. Sean A y B dos ¢"-algebras y f un homomorfismo de al-

gebras tal que (1) =1 y f(.\-*) = f(.\‘)‘ paratodo ~€ A . Entonces

/e 1< )
paracada x< A.
Demostracion. Es claro que paratodo ~x< A, Spf(x) C Spx. de donde
r(f(x)) < r(x) < |[x]|| . Usando 18 se tiene que
2 . x x 2
7 1 =1 70 | = ("0 |2 x| = 1] w1

22. Se denota por (I lacategoria de las ¢ "-algebras conmutativas con ele-
mentos unidad. Los morfismos son homomorfismos de algebra f: A - B tales
que f(1)=1 y f(x')=f(x)" paratodo xCA

Se denota por ( la categoria de los espacios compactos, los morfismos son las
aplicaciones continuas entre tales espacios. Spec: (I - (. es unfuntor con-
travariante que un algebra A € (@ le hace corresponder su espectro Spec A ¢ ¢

y a cada morfisme de (, f: A - B le asigna la aplicacion continua

Spec f:Spec B+ Spec A definidapor (Specf) r=1c /.

15



Tambien existe un funror contravariante c) de C en d que asigna a

cada te i el algebra CE€EN E d vy auna luncidn continua I: S

tre espacios compactos le hace corresponder el hornomorfismo de algebras
CcW).:/._ t: 1 ccn - CIS)

Para cualquier morfismo / E (f el siguiente diayrama es conmutaiivo.

A ) C(Spec A)
/ I C(Specf)
- (1]
B "} C ( Spee B)
donde 1\ -——=-—"72 C (Spec A y
R 2 C (Spec B)

son isomorfismos por el Teorema de Gelfand Naimark.

Igualmente para cualquier 1E d y aptlcacion continua entre espacios

pacto s, el siguiente diagrama es conmutativo

S - eS-———4 > Spec C(§)
Spec C (n
T e r D spec C(M

16
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