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ALGEBRAS DE BANACH-LA TEORIA DE GELFAND (*)'

JAN U A RIO V ARE LA

En la presente expo sicion se tratara la teoria de Gelfand para algebras de Ba-

nach conmutativas; como caso partie u lar se consideraran Ias C * -a Igebras y se es-

tablece la celebre dualidad entre la categoria de los espacios compactos y la ca-
, * ,teqori a de las c -alqebras conmutativas con elemento unidad.

La teori a de 1as algebras de Banach es mas 0 menos reciente; a su periodo de

qestacion estan vinculados los nombres de A.D. Michal, R.S. Martin, M. Nagumo,

K. Yosida, J. von Neumann, N. Wiener, M. H. Stone y otros.

EI nacimiento de la teoria se localiza en 1941 con la aparlctcn del famoso ar-

ticulo de I. M. Gelfand Normierte Ringe donde seempieza a hacer uso sistematico

de la teoria elemental de Ideates en el estudio de estas algebras.

EI autor desea agradecer al Dr. Alonso Takahashi, Director del Departamento

de Matematicas y Estadistica de ~a Universidad Nacional de Colombia, su invita-

cion para participar en el IV Coloquio Colombiano de MatematicdS.

1. Definicion. Un algebra tlormada A es un algebra sobre C provista de una

(*) Este articulo e s el t exto de la conferencia di ct a da por el autor en. el IV Co lo quio C~.

lombiano de Matemati ca s, N. del E.
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norma tal que

1) ; : x y Ii 2: i: x Iii i y 1i para to do x E A , yEA

2) Si A tiene elemento unidad, entonce s :11 II = 1

Si ademas A es completo, es decir si toda sucesion de Cauchy de elementos

de A es convergente en A, entonces A se l lama algebra de Banach.

2. Ejemplos. 1) EI ejemplo mas sencillo de algebra de Banach con elemento

unidad es A = C, el algebra de los nurneros complejos con las operaciones

y la norma acostumbradas.

2) Sean T un espacio compacta (separado) y A = C (T) el algebra de todas

las funciones continuas de T en C. Las operaciones se definen puntual -

mente y la norma est a dada por

II f II = sup II f i t) I t E T I

para todo t e c (T) .

Sean H un espac io de Hilbert y f (H) e I espac i0 de todos los operadores I i-

neales acotados sobre H, como multipllc acion se toma la compostclon y como

norma

II all = sup! II a i u) [I [I v II < 1 I

3. Sean A un algebra de Banach con elemento unidad y a EA.

Si a tiene inverso en A, esto es si existe b E= A tal que ab = ba = 1, se

dice que a es regular en caso contrario a es singl~lar.

De la completez de A se deduce que si x E A y II x II < 1, entonces la
2 -1

serie 1 + x+ x +... es c_onvergente en A y su suma es (1 - x) . En par-

ticularsi aE=A estal que Ill-all<1 entonces a esregular.
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Si se designa por G el qrupomultlpl icativo de los elementos regulares de A,

entonces la aplicac ion

es continua; en efecto,

ademas x=a-h=a(1-a-1h) donde h=a-x, asi quesi Ilhll<lla-1Irl
entonces x-I =. (1- a-I h) -1a-I, la existencia de (1-«! h r! esta asegurada

por Ilhll<lla·1W1, mas aun Ilx-ll!~ (1-lIa-lhllrlI1a-lll~(1-lla-lll
II hll)"1 Ila-1dl. Con esto queda establecido que II x-i_ a-III es arbitrariamen-

te pequefio cuando II x - a I [ es suficientemente pequefio.

EI grupo G de los elementos regulares de A esabi erto, porque si a E G Y

hEA estalque II,hll:::: Ila-1II-1, entonces (i_a-1,hr1 existe y (a_hy-l=

(1- a-1h) a-I.

4. Sean A un algebra sobre C con elemento unidad y xE A. Se llama espec-
. '

tro de x y se nota spx el con junto de todos los ruirneros complejos A tales

que x-AI es sinqular en A. Si A esun algebra de Banach para A ESpx se

tiene I A l:s ! i x II, pues en caso contrario ll-~ I[ < 1 10 cual aseguraria que

x - A 1 = - A ( 1- -~) es regu lar contrari amente a Ia h ipotesi s .
A

5. Sean A un algebra sobre C con elemento unidad, entonces sp x" = (Sp x} n

para todo x E A, en efecto, dado un nurnero complejo se consideran sus n raf-

ces ene simas AI' A2, ... ,An I. entonces
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De manera que x n - A 1 es singular si y solo si x- A.1
t es singular para

alqun i , de donde resulta la identidad propuesta.

Mas generalmente se tiene sp p t x) = p(Sp x) para todo polinomio 'p con

coeficientes complejos, es decir f1 pertenece sp p (x) si Y solo si f1 es de la

forma f1=p(A) para aleun AESpx.

Enefecto, sea A E Sp x , Consideremos el siguiente polinomio q en la in-

determinada t , q i t) = pet) - peA) .

Como q(A) = 0, entonces q es de la forma q t t ) = a (I-A) (l-A1) •. <t-An)

donde a, A1 ' A 2' ... , An E C

Por hipotesl s x > A1 es singular, por consiguiente q i x} = a (x-A 1) (x-All) ...

(x- An1) = p ix) - peA) 1 es singular, es decir, peA) E Sp p I x} ,

Reciprocamente, sea f1 E Sp (p(x). Consideremos el polinomio q(t)=p(t)-11

en la indeterminada t y denotemos por (1' (2" .. '(m sus raices, entonces

pt x] - 11 = q i x) = (3 (x- (1 1) ... (x- (m 1) para alqun (3E C Y por consiguien-

te existe. Ai' 1 s...i~ m , tal que x-(i 1 es singular, esto es, 11 es de lafor-

ma 11 = P((i) con (iE- sp x ,

Ejercicio. Si X E Sp(xy) Y A ¥ 0 entonces A ~ Sp (y x ) ,

6, Sean A un algebra sobre C con elemento unidad y x EA. Se define el ra-

dio espectrsl rex) de x mediante la formula

rex) = supllAI I AESpx I

En virtud de 4, si A es un algebra de Banach, r(xi ~ II xii paratodo xEA.

7. Teorem a, Para todo e lemento x de im algebra de Banach con e lemento uni-

dad se tiene
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i) sp x es un subconj1m(0 compacto y no vaclo del plano
lin

ii) lim II xnn = T(X)
n..o

Demostracion. l ) Sp x es compacta debido a Que esta acotado per II x II y es

cerrado pues el con junto de los elementos regulares es abierto en A.

Ahora suponqarnos Que .sp x fueravacio, en este caso xc,\ 1 seria regular

.para todo ,\ E C .

Sea una forma lineal acotada sobre A. sedefine

·1
1('\)=IUx-,\l) )

Esta es una funcion cornpleja de variable compleja analitica en todo punto del pla-

no.
Para ver Que 1 es analitlca se verifica Que _!!.L = I ( ( x- ,\ 1)-2) haciendo

d'\
uso de la continuidad de x ,,·x·1: G ... G. Ademas lim 1('\) = o , asi que

_ \,\1 ... 00

por el teorema de Liouville 1 es identicamente igual a o. En particular 0 =

1(0) = u-:'», Esto es absurdo puesto Que existe una forma lineal acotada I so-

bre A tal Que l(x·1) 4 o. Por consiguiente sp x es no vacio .

i i) Suponqamos Que x l; Sp x. Entonces x" ESp xn y nor 10 tanto 1,\nl ::::Ilxnll
lin

Esto demuestra Que T (x):::: lim in] \1 xn \~ . F alta por demostrar que

. n lin
T(X) ~ lim sup II x II .

Para cada forma lineal acotada I sobre A definamos de nuevo

.1
!('\)=l(x-'\1) )

esta funcicn es analitica en C'-Sp x, Por otra parte si 1,\ I > II x II. esto

es, si entonces
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-1
(x- A 1) = 1

A
de donde !(A) = . _~(.!.L- ~

A 17=1

Perc 1 A I I A I > d x )·1 c c,sp x; por consiguiente I;=J serie que representa

a j(A) para IA1> llxll tambien la representa para lA/>r(x;,r::nparticular
• 1 I(x17

) I 'la sucesion ----1- es acotada para cualquler I que se haya tornado. Por
A17+

el teorema de Sanach Steinhaus se deduce que la sucesion I -3~~-1 1 es tam -
A17+

bien acotada para todo A tal que ! A I > r i x} , Se ha demostrado que s i

I A I> r i x) , entonces existe una con stante K tal que II x1711 '5. K A17+ 1, pa-
l/n

ra todo n, Se concluye que lim sup II x17 II S r l x) , Por 10 tanto rex) =
1/17

lim II X;17 II .
n --..00

B. T eorema (Gel fand - Mazur) . Sea A un algebra de Banach con elemento Imidad.

Si todo elemento x de A diferente de cero es reg,~lar, entonccs A es iso-

mitricamente isomorfa al algebra c de los numeros complejos .

Demostracion. 'Dado a E A, por el teorema 7, Sp a i ¢, esto es, existe A. EC

tal que a- Ales singular, entonces a-A 1 = 0, por 10 tanto la aplicaclon

a -. A ,~A ... C estab lece eli somorfi smo requerido.

9. Sea A un algebra sobre C. Se di ce que 1 C A es un ideal bilat:-ro de A,

o simplemente un ideal de A, si 1 es un subespacio vectorial de A y ademas

para todo a E A Y bEl se tiene ab Ely ba ~ 1. Un ideal se llama pro-

;:>io si 1 i A. Si A tiene elemento unidad, 1 es propio si y solo si 1 Et 1 .

\aluo q'U se diga explicitamente 10 contrario to do ideal se sl~pondra propio.

Por ideal maximal de A se entiende un ideal m de A que no esta conteni-

do en ninqun ideal distinto de si mismo.

6



'Sl ,A tiene elemento unidad', todo ideal I de A esta contenido en un ideal ma-

ximal. Parademostrar esto, designemos por ~ el conjunto de todos los ideales

de A que contienen a I, EI conjunto ~ ordenado por inclusion es inductivo,ya

que toda union de ideales propios .resulta ser un ideal propio por no contener a I,

.EI lema de Zorn nos permite concluir que exlste un ideal maximal que contiene a

1.

Si A es conmutativa y x E A no pertenece a ninqiin ideal maximal de A enton-

ces x reqular. en efecto x A = A pues de otra manera I = x A contiene a x

y esta contenido un ideal maximal de A 10 cual es absurdo.

10, Sean A un algebra de Banach con elemento unidad y m un ideal maxi -

mal de A, entonces m es cerrado, en efecto, la adherencia de m es

claramente un ideal y es distinto de A pues en caso contrario I es adherente a

m ,10 cual implicaque existe x en m
posible pues x seria reqular y en consecuencia

tal que n [:» II < I, esto es im-

m seria igual a A.

De 10 anterior sededuce que la adherencia de cualquier ideal propio de A si-

gue siendo un ideal propio de A,

1" Dado un ideal cerrado I de un algebra normada A el cociente A/I esta

provisto de una estructura de espacio normado para la norma

Es un hecho bien conocido en Analisf s Funcional que si A es completo entonces

A/I tarnbien es complete. Por otra parte es de verificacion inmediata que

Ilxy+ 111:s II x+1 II Ily+1 II,
para todo x , y E' A,' Es decir, A/I resulta ser un algebra normada .
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Si II tiene elemento unidad, entonces III + I 11'" 1, pues claramente II I -~

I I' ::: 1 'f si se tuvi era II I + I II < 1, exi sti ria x f: I tal que III+ x 11<]
con 10 cual x EO·I seria regular 10 cual es imposible.

12. Sea A un algebra de Banach con elemento unidad. Se llama caraeter de II

toda forma lineal r sobre II tal que para todo x, y f: II, T l x v } = T(X) T(y).

EI conjunto de todos los caracteres de A se llama espectro de A y se de-

nota por Spec A .

Es claro que T (1) = ] para todo T E Spec A. Dado x E A Y r E' Spec ,A,

se tiene r tc) ESp x ya que x- r tx) ] E ker T es singular, pues d~ otra mane-

ra ke;' r = A. En particular I r (x) 1.:5 II x II para todo x E A, por 10 tanto

T resulta continuo y

I! r II = sup I I r i x) I !Ixll::: 11 = 1

Reefprocamente si A es conmutativa, todo A ESp x es de la forma A = T(X)

para alqun T E Spec A, porque si es un ideal maximal de A que con-..
tiene al ideal (x- A] ) A =I A, designando por cp la apl ic aclon cancnica de A

sobre AI:m y C., entonces T = j 0 cp es un caracter de A y claramente

r i x} = A •

Todo nucleo de un caracter r es un ideal maximal ya que AI ker r es isomorfo

a C Y reefprocamente si A es conmutativa AI ~(

10 tanto :m es el nucleo de un caracter de A.

es isomorfo a C y por

13. De aqui en adelante se supone que A es un algebra de Banach conmutati-

va con elemento unidad, a menos que se diga 10 contrario. Sea T = Spec A y

definamos la siguiente apf icacion .
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A
T

C

a t-I---o a=- ( r (a)) ~ T,-
T

Sl consideramos C provista de su estructura de algebra producto, la aplicacion

es un homomorfismo de algebras cuyo nucleo es la interseccicn de todos los

ideales maximales de A. Nos proponemos ahora caracterizar la imagen AC C T

de A por esta apl icacion.

EI conjunto T =- Spec A se dota de la topologia menos fina para la cual la

funcion

a T c

t: 1----.0+
A

a (T) =- r ta)

es continua, cualquiera que sea a EA. Con esta topoloqi a una vecindad funda-

mental de '0 E Tes interse ccion finita de conjuntos de la forma

IT E T I T (a) - TO (a) J < a

para alqun a E AyE> 0

Dicha topologia sobre T es la inducida por la topoloqia debil del dual, Conside-

remos la apllcacicn

t/J : T

T (----- -> (T (x) )
x E A

donde Sx =- I ,\E C 1,\\::; \)xlil.

Sl sobre Il S se toma la topoloqia producto, entonces la aplicacion t/J es un
xEAx
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homeomorfismo de T sobre lj; (T). Por otra parte, lj; (T) es un subconjunto

cerrado de n Sx ' en efecto, si p es adherente a lj; (T) . entonces dados
x E A

c )- 0 . .v. Y E: A. existe un elemento T E lj; (T) tal que

I (J (\) - T (\) I < E, I (J (y) - r iy) I < E, 1p (x Y) - T (x v! I < E,

perc como T (\ v) = rex) r t y). entonces

p (x v) - p (x) (J (Y) I < E ( J + II x II + 11 y11 ) ,

para todo ': > O. por 10 tanto p (x y) := P (x) (J (Y) . De manera semejante se con-

cluyeque (Jlx-+Y)"'(J(\)+p(y),p(A\)=Aplx) y p(])=1 para todo

v. v& 1\ Y A·; C. Por consi quiente, lj; (T) es cerrado en 11SX' perc IlSx

es compacta por el Teorema Tychonoff as! que lj;IT) y su copia homeomorfa T

son tambien espacios comp acto s.

Podemos ahora enunciar el siguiente

14. Teorema (Gelfand). Sea A 1m algebra de Banach conmutativa con elemen-

to tll1idad. Laaplicacion (/ --> a : A --> Ace (T) es 'm homomorfis'

mo continuo del algebra 1\ sobre 1111 algebra A de flmciones comp lejas

continl1as sobre el espacio compacta T = Spe cA.

Demostracion. La ap licac ion a -e a. Ilamada tarnbien morfismo de Gelfand)

es continua ya que

\ 1 ii II = s liP I \ a ( T) I
= sup I I T (a) 1

sup I I A I
< \ I (/ 'II .

I T E: Spe c A I

I T E Spec A

IAESpecA
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Los restantes aspectos de este teorema fueron ya considerados en 13.

15. Sean T un espacio compacta y UT) el algebra de todas las funciones

continuas complejas definidas es T. Para cada '~T, 1]( , " ! I ~(.(T) , ico ='

O! es un ideal maximal de UT), debido a que el nuclec del caracter / ~ 1ft)

es precisamente 111 , .
Reclprocamente, todo ideal maximal de c('n es de la forma 1H ,
para alqun I ~ T. En efecto, suponqase 10 contrario, Entonces para cada 'E T

existe I ~1](, tal que I,(t) i o. Sea v, una vecindad de tal que

fIrs) i 0 para todo 5::;· v"

La familia I VI : t'::'; T 1 forma un recubrirniento abierto del espacio cornpac-

to T, ~xiste entonces un sobrecubr imiento finito VJ' v2 •. '. vll de T,

Sea 1:0 IJ 1J + 12 ~ + •••. r- fl'~I: esta funcion pertenece a

vertible ya que 1(1);-.0 para todo t E: T. 10 cual es absurdo.

y es in-

Por consiguiente, existe t E T tal que ~H = I/EC(T) 11(0 = 0 I.

De 10 anterior se deduce que para cada T E Spec C (T) existe lET (unico),

tal que dl):o 1(1) para todo IE: C(T). Para ver esto basta factorizar T a

traves de A / ker r haciendo uso del hecho que ker T = m I para alqun

lET.

Entonces fa aplicacidn

e : T --. Spec Ct'I')

t !-._----. T

donde dl) = 1(1) para todo IE C(T). es una biyeccion.

Ademas, para to do IE C (T). i 0 e = I. Esto garantiza fa continuidad de
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e en virtud de que la topo loqia de Spec ern es lamenos fina que hace todas
~

las f continuas. Usando la compacidad de T se concluye que e es un ho-

meomorfismo de T sobre Spec Ct'T) .

16. Dada un algebra A sobre C se llama invol'~ci6n de A una aplicacicn de

•
X --J X de A en A tal que para todo x EA. yEA. AE C se cumple

( j.)

(ii)

c-// = x

(iii)
* _. '"

(Ax)=Ax

• ••(xy) =y x

Observese q'ue si A tiene elemento unidad, entonces • • •1 = 1, ya que x 1

.. * ..*
(/ x) = x = x para todo x EA.

Un algebra de Banach provista de una involucicn se llama algebra de Banach in-
.2.lJol'ltiva. Si ademas, para to do xE A. 1\ x x II = II x 1\ ' A rectbe el nombre

de c" -aISe~ra .

Si T es un espacio compacta, el alqebra CrT) es una c' -alqebra, cuya involu-

cion viene dada par t' (I) "" f( I). Si A es una c'. algebra, entonces para to-

cia .\~A. setiene I1x'\)=/)x/1, enefecto, Ilx·lIllxll.:~llx·xll=llxlI2,por

10 tanto 11./11:::: II x II, de igual manera 11xiI = 11x"ll ~ 11·/11·
* '" ,-En razon de que (x - A 1) := X • A 1 para toda A ~ C. se deduce

•sp x = sp x

17. Un elemento x de un algebra can involucion se llama hermitiano a uuto-

adj'mto si x = x . se dice normal si xx' = x' x y si se di ce 'mitario si

x'/ '" x .

12



Todoelemento x de A sepue<:leescribirdemaneraunicaenlaforma x=x1+

i x2 donde xl Y x2 son hermitianos. En efecto, definiendo

1
2

y

se tiene que xI y x2 son hermitianos y x = ": + i "z .

Redprocamente si x = ": + i "z donde ": y

• 1 •x = xl - iX2' de donde "i =-2(x+ x )

x2 son hermitianos,

y x2 ..«. (x-x').
2i

entonces

18. Proposicion. Si A es una c'-algebra y x E A es normal, entonces

n linII x II = lim II x II
Demostracion. Observese que para todo a E A, b = a" a sati sface Ia rei ac ion

IIb211 = II bl( por ser b un elemento hermitiano de' A. Para x normal se tie-

4 * 2 - "2 2" 2 22 2 2i I x \I = i! x x I [ = II (x x) II=tI (x ) x 11=1\x II, por 10 tanto' 11x II = II x II·

Por induccion se demuestra que para todo entero positivo

n.

Por consiguierite ,
, n lin

.': 1I:tO II :::\\ x \I .
Corolario. Si A es una c'-algebra conmutativa con elemento unidad, entonces

Ilxll=r(x) paratodo xEA.
, n lin

En efecto, todo elemento de A es normal yen virtud de 7, ri x) = lim Ilx II .
n-+oo

19. Proposicion. Si x es un elemento hermitiano de una C"_algebra entonces

Spec x C 1R .

Demostracion (Arens>' Sean u + iv EO sp x Y k un ruirnero real cualquiera .
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Considere se y = x+ i e l , entonces

A = u + i (II -i: k) ;~ Sp Y Y

A = u - i (11 + k) G Sp y',

tanto,

2 7 2 '1'\ 2711 I 7 2u .:.. IJ- T k + 2 kl' :s ',x + 11- :5: I x-l1 + k ,

es decir, 1/2+ 1,2 + 2k/1:5: 11x211 para todo nurnero real k , 10 cual es absurdo

si v '10,

Nota 1. Sea ALina c'-algebra con elemento unidad y r ~ Spec A. entonces

r L/)= rLy) para todo xE A .. esto se ve Iacilmente escribiendo x=x]+ix2

con x]. x2 hermitianos.

Nota 2, Si /I es un elemento unitario de una C"-algebra con elemento unidad,

entonces I A I",] para todo A ESp 1/, En efecto,ll ull == 1 ya que 11u112=
111/"1/ "I = 11111-= 1. aSI que ,(/I) S 1 Y ,(1/-1) -S 1, por 10 tanto sp II y

" - / ( c- )- /.J 111/ " .Jp /I estan contenidas en el disco unidad de c. Se concluye que

I A 1= / para todo A t:. Sp /I ,

20, T eorema (Gelfand - N aimarkl. Si A es Ima c" -(il~ebra con e lemerlto 'midad

el morfismo de Gelfand .\ .~ s . A ... C (Spec A) es '~f1 isomorfismo iso-

mitri CO entre Aye (Spe r: A) ,

Demostracion, Para todo x;:; A .

II·\-' 11 - SI/P II rlY) I /I //1/ 11T(S- Spec A r. r ix) ~ tim II .v II = I xli'
. Il.~

Por otra parte, las funciones .~ separan los puntos de T = Spec A. pues si
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'1 i '2 existe a E A tal que 'l(a) i ,/a). Para todo A E C, (A 1) ~ (r) '"

r t A 1) ,,; A r i l ) '" A, es decir, las funciones constantes pertenecen a la imagen

A de A par el morfismo de Gelfand. Finalmente

- -in r) ::0 r ta) '-' r t a') ::0 (a') (r ) ,

"
dicho de otra manera, a co: A para todo a EO A .

Par medio del teorema de Stone-Weierstrass se concluye que A =' C (S/Jec A) .

21. Proposicion. Sean A y B dos c" -algebras y ( un homomorfismo de al-

gebras tal que l(l):= 1 y I(x *) = ILv) para todo x EA. Entonces

111(x) II::; 11x 11

para cada x": A .

Demostracion. Es claro que para todo x (: A, Sp [Lx) C sp x, de donde

r(((x» ~ r(x),S Ilx\\. Usando 18 se tiene que

2 * * * 2I, I (x) II '" II I (x x) II -s: r (I (x x) ) s II x x II = II x II

22. Se denota por (j' la c ateqoria de las c*.algebrasconmutativascon ele-

mentos unidad. Los morfismos son homomorfismos de algebra /: A ... B tales

que /(1):= 1 * *y ((x)::; 1Ld para todo x E- A .

Se denota por C la cateqoria de los espacios compactos, los morfismos son las

aplicaciones continuas entre tales espacios. 5)ec: (j' ... C, es un funtor con-

travariante que un algebra A E· Ci' Ie hace corresponder su espectro Spec ,\ (:. C

ya cada morfismo de Ci', I: A .... B Ie asigna la apf icacion continua

Spec I: Spec B .... Spec A definida por (Spec I) r =' r c / '
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Tambien existe un funror contravariante C(.) de C en a que asigna a

cada te i: el algebra c en E a y a una luncidn continua I: S -. 'J" en-

tre espacios compactos Ie hace corresponder el hornomorfismo de algebras

C(/).:/._ t: I: C('1) -_ CIS)

Para cualquier morfismo / E (f el siguiente diayrama es conmutaiivo.

,.
A ) C ( Spec A )

/ I I C(Specf)I
~

"
B '} C ( Spee B)

donde 1\ ----~'? C (Spec A) y

,..
R ) C (Spec B)

son isomorfismos por el Teorema de Gelfand Naimark.

Igualmente para cualquier I E a , aptlcacion continua entre espacios com-

pacto s, el siguiente diagrama es conmutativo

S ----- eS ---4

T----·e r

> Spec C (S)

1Spec C (n

') Spec C (T)

I
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