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SOBRE UNA EXTENSION DEL CONCEPTO DE LAPLACIANO EN ESPACIOS

DE HILBERT (*)

JAIRp ALVAREZ

lntro duccion ; EI caracter de este articulo es esencialmente descriptive. Su pro-

po sito es triple. Se qui ere presentar un resultado, incluido en el trabajo de tesis

del autor ( [141) , perc se desea a la vez dar una perspectiva y una bibliografla ba-

sica del frente de trabajo en el cual podria inscribirse dicho resultado. Se quiere

ademas mostrar la utili zacion , en el anali si s de dimension infinita, de las impor-

tantes y sorprendentes interrelaciones entre el anali sl s (teorla clas ic ay del poten-

cial) y la teoria de probabilidad (procesos de Markov) .

En 1923 N. Wiener dlo la primera construccion correcta de un proceso de Mar-

kov con trayectorias continuas, fundamentando, desde el punto de vista probabi l is-

tico, la formulacion que Einstein habia dado del movimiento Browniano a principios

del siglo. En 1945 Kakutani derno stro que l a solucion del problema de Dirichlet

clasico esta dada por la esperanza maternatica de variables aleatorias determina-

c1asper el movimiento browni ano. Posteriormente, en Ia decada del 50 los trabajos

(') E st a mon o gr af ia fue prcscntada 011IV Coloquio Colombiano de Mat c ma t ic a s y con t i cn e

lIll r c sul t a do o bt cn ido po r el a uto r, N. del E.
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de Doob y Hunt ([2] y [31 ), pusieron en evidencia las profundas conexiones entre

la teoria de probabilidad, rama de los procesos de Markov y el analis is clasico es-
? '

peclficamente en la teoria del potencial, haciendo posible, como dice DynkiQ([41)

"no solo aplicar los resultados y los metodos del analisis a los problemas de la

teoria de la probabilidad, sino tambien la de investigar problemas analfticosutill-

zando metodos probabilistlcos" ,

POI' otro Iado los trabajos de Wiener esti mul aron el desarro 110 de teori as de in-

teqracion, yen general el estudio de algunos teoremas del anafi sis clasico, en es-

pacios de dimension infinita, en 10 cual las conexiones entre el anal isis y la pro-

babilidacl mencionadas atras han resultado de gran utilidad. Dentro de esta linea

estan los trabajos de Segal, Friedrichs, Shapiro y Gross ([51, [61, [71) que han

producido una teoria de inteqracion sobre espacios de Hil-bert. En [71 Gross in-

troduce el concepto de espacio abstracto de Wiener que ha resultado muy adecua-

do para extender aespacios de dimension infinita el estudio de la teoria del po-

tencial y en particular el estudio del operador Laplaciano adelantado con buen exi-

to POI' el y sus alumnos ([81, [131, [141 ). EI pequefio result ado que aqui presenta-

mos se puede inscribir dentro de esta linea de trabajo y en su dernostr acion se ha

uti I izado el mi smo "tratam iento probabi IIsti co" hac i endo uso del movimiento Brow -

niamo que aparece naturalmente en la construccicn del espacio abstracto de Wie-

nero

7, Movimiento Browniano y Lap/aciano en 1R3, Supongamos que se estudia el

desplazamiento de una particula en movimiento Browniano en 1R3 cuyo punto de

partida es el origen. AI caoo del tiempo ',sea X(I) su posicion y . P,(O,E) la

probabilidad de Que la particula este en el conjunto E, (X (I) 2 E), Considerando

intervalos pequenos de tiempo y partiendo de Que en intervalos consecutivos [7.51,
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y [s.v] los desplazamientos xi» -x i s), xes) -X(,.) son fe norneno s indepen-

di ente s. Eistein pudo concluir que la funcion de densidad p,(,x) .. asociada con

la medida de probabilidad P,(o. J deberi a satisfacer la ecuac ion de difus ion

siendo f) una con stante positiva (rIbl), Si se toma el caso particular f) se

puede concluir que I,x(.?
IP (x) -z: -------

I (? _ )312
- /I /

2 I

Es decir, si I,' es un conjunto de Borel en IR 3 entonces

2, dx

En cuanto que las caracteristicas del rnovimiento no han de c ambiar 51 se modifi-

ca el punto de origen del movimiento, se puede concl uir que P, (x. E) c PI (0.1:'· x).

Esto es. partiendo de .v, la probabilidad de que la parti cula este en el conjunto

I . al cabo del tiernpo I. es igual ala probabilidad de que la particula este enel

conjunto e.«, cuando ha transcurrido el m isrno tiernpo y ha part ido de o. Las

medidas de probabilidad PI!x.,) se suelenllamarprobabilidadesde tr an si c ion

del rnovimiento Browniano.

Dentro de una fund ament acion prob abi li stica de la Iormul acion anterior es ne-

cesario demostrar la existencia de un espacio de probabi lidad (0. J3 (0). p\ )

respecto del cual tenga sentido considerar el evento "'estar en E" (X (I) FE) .

mencionado anteriormente y cuya probabiliclad Px(X(I) t: F.) 0= p,(x. E), Es es-

ta en esencia I a fundarnentac ion debida a Wiener y que se podria esquema tizar de

I a siguiente manera.
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Puesto que las partfculas.en el movimiento Browni ana siguen trayectorias con-

if nuas, se pued e tom ar el espac i0 de todas 1as curvas continuas, def in id as en

[0,00) y que taman valores en /R3, como el conjunto de todas las trayectorias

posibles en el movimiento Browniano. Denotaremos este espacio con 12, Son

este enfoque los vectores X (t), que dan la posicion de una particula en /R3, se

pueden interpretar como funciones de n en JR3 tales que X (t)(w) '" ldt)o' ex-

presion esta que da la posicion, al cabo del tiempo t , de una part icula que ha se-

guido la trayectoria u: , Para un .v fijo, la familia (Pt(x,.» induce la exis -

tencia de una medida de probab ilidad unica P,;' definida sobre la 6 - algebra

Jj(n) generada sobre U~3 por las funciones xi» y tal que satisface las si-

guientes condiciones:

i) P (I U' : u: (0) :::: X I ) :0 J
.v

i i) Para 0:::: t < I < I < •.. < I , las variables aleatorias X(t.)-X(I, 1);
o I 2 II I I'

i = 1,2, "" II son mutuamente independientes, y

P (11l:X(t,)-X(t'1)1E!)x I 1-

IY·,\l
J 2/3 f ; 20rl;:;; ely

(2Ti/_I'I) E
I 1-

En particular se tiene que p\ (X 0) '" I:') :0 PI L\, E). Denotaremos con J:')

la esperanza matematica respecto de p\ _ EI sistema

( ( n . :B ( n ) , X I ) , p\)\ E JU3 '

define ma tematicamente al movimiento Elrowniano can espacio en JU 3 .

Para los fines particulares que aqui nos propon ernos la cone xion entre el me-

vimrento Browni ano y el operador Laplaciano se puede visualizar dando una in-

terpretacion probabllistica del siguiente resultado del calculo , Sea / una fun-

cion de clase (2(V) , siendo v subconjunto abierto de [U3, Entonces, para
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lorlo .v en II se cumple que

/. 3. 2
/III -_

r ~ o ,2
r __ 1_- r f(r) d o i vJ, 1(\) J =. /') ttx) .

.j tr r 2 riB (d
I

donde las B,ld son esferas de radio r , con centro en .v y conteni das en II.

EI limite de la izquierda se suete denominar Laplaciano generalizado yes impor-

t aute destacar que el 3 que aparece en dicha expres ion esta determinado por la

dimension de 11<.3 •

La formula puede expresarse en fonna probabi listi ca de la siguiente manera

Sea una esfera BJ\) de radio r alrededor de .v y consideremos el movimi ento

de una particul a respecto de dicha esf era. Sea I (/I) el tiempo que l a particul ar .

invi erte en salir nor primera vez de la esfera considerada. Si r es un subcorijun-

to de Borel en nBJ\}. la probabilidad iT/\. E) de que ta particu!a. iniciando

su mov imi ento en x. esc ape a traves de E est ara dada po r Ia expres ion

tt r (x, E) '" P x ( ! u: : ir (I r) eEl ) .

Para .v y r fijos ", (x, .) constituye una medida de probabi lidad definida

sobre los conjuntos de Borel en nBr(x).Puestoqueenel movimiento growniano to-

das las direcciones son igualmente probables, la medida TT,I\ •• )distribuye de ma-
danera uniforrne una masa unitaria sobre nBr(x) resultando asi que TT (x .• ) "'---c-r

r 4TTr2

'::s decir, que TT (x, .) es la medida de Lebesgue sobre n B (\) normalizada. ~er r

otro lado se demuestra ([171), que el tiempo promedio de escape de la part1cula,es-

to es la esperanza matematica de la variable aleatoria Ir respecto de P>; satis-

face las siguientes igualdades :

1
3
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J::n estos terrninos la version probabilisti ca del Laplaciano generalizado queda:

f [Iy) 7T (x, dv I > [I x)
[ () B t x) T 1

tim 2 T '
Ex [j(W(TT))· [t x)

co tim 2 [ 1
E
x
[T
r
1

= !1I ix) (* )

T ... 0

Es importante destacar finalmente que I a conexion entre movimiento Browniano

y Laplaciano esta en la base de una relac ion estructural muy profunda entre los

procesos de Markov, y los oper adores diferenciales de segundo orden. Estas cone-

xiones se establecen a traves del estudio de los conceptos de operador infinitesi-

mal y operadorcaracteristico de un proceso de Markov ( [41). Si I es una funcion

medible y acotada sobre lR3, se puede definir para I> 0 la funcion P,I me-

diante la expresion

(Ptl) (x) = Ex [j(x(t) )1 = f I(y) PI (x,dy).

lR3

Para 1=0, se define Pol = I. EI operador infinitesimal A asociado con el mo-

vimiento Browniano se define utilizando la expr es ion

• (PI fJ (x) . [t x )
A I(x) = 1'm -.:c.o _

I ...0 I

2 3
Se demuestra ([161 0[41) que el conjunto Cc (IN.) de funciones de clase

c2 en m3 y de soporte compacto esta contenido en el dominio de dicho operador

y que para / en c2c ( lR3) A I = ; !1I. Se demuestra i gual mente que Ias proba -

bil idades de transi cion P, (x, .) se pueden reconstruir a partir de A. ~n cuan-

to al operador caracteristico asociado con el movimiento Browniani solo diremos

que Ia expres ion (*), establ ec ida antes, podri a ser ut iii zada para dar una defi ni -

cion simplificada de e l.
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En el espacio de dime nsion infinita que presentaremos a continuacion toda es-

ta terminologia probabilistica puede ser transferida sin problemas. Paralelamente

se puede estudiar su estructura anaiitica y dar definiciones que permiten extender

el concepto anal iti co de Laplaciano. Probando que eneste nuevo contexto las co-

nexiones anteriores son validas. elias pueden ser utilizadas para estudiar las pro-

piedades de la extension del concepto analitico de Laplaciano.

2. Espacios Abstractos de Wiener.

Definicion: Sea B un espacio real de Banach y B* su espacio dual topo ldqi co.

Un conjunto cilfndrico medible C en B es un con junto de la forma

C =! x ~B I (Yl(x) , "', 'V (x)) ED,
• 17

* ndonde y. E B ,i = 1, 2, "', 71 Y D es un conjunto de Borel en IR , Si K es
1

un subespacio de dimension finita de B* del cual y "", y son elementos, se
. 1 n

dice que C esta apoyado 0 sustentado en K, La coleccion de todos los conjun-

tos ci lindrico s medibles apoyados en K forman una (J -alqebra que denotaremos

SK(B). La coleccion de todos los conjuntos cilindricos medibles en B consti-

tuyen un algebra 9{ (B), Una tuncion no-negativa Il definida sobre 9{ (B) es t la-

mada una medida cilfndrica sobre B ,si Il (B) = 1 Y Il es numerablemente adi-

tiva sobre SK(B) para cualquier subespacio K de B* de dimension tinita.Cuan-

es un espacio de Hilbert separable los y. queap arecen en la defini-
1do B '" H

cion de C pueden ser escogidos de suerte que conformen un conjunto ortonormal

de vectores en H, Consecuentemente, todo conjunto cilindrico en H puede ex-

presarseenlaforma !xEH,'P(x) e n }, donde P es una proyeccion ortcqo-

nal de rango finito y D es un subconjunto de Borel de P(H). Para cada t > 0,

es posible definir sobre H una medida cilfndrica Ilt Ilamada medida de Gauss
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sobre H con varianza I > 0, uti lizando la expresicn

/1 (C) =
I (2 tt t ) II /2

2
J exp [-~ dx

2to

donde C =' ! y E H : pry) (C f) I, P es una proyeccion ortogonal de rango 17, J)

es un subconjunto de Sorel de P(H) y dx es la medida de Lebesgue sobre P(H).

Sea H un espacio de Hilbert separable con norma \. I inducida per su pro-

ducto interno <, > . Una norma IHI en H se dice que es medible si para to-

do e> 0, existe una proyeccion de dimension fin ita /~.. ,tal que para cualquier..
proye ccionde dimension finita P ortogonal a P!:, fl/(X 6 Hili P(x) II >~)<e.
Sea B el espacio de Banach separable obtenido al completar If respecto de la

norma 11.1\. Se demuestra ([ 71) que

La inclusion t : (H , '·1) ..... (8, II II) es continua.

La transformacion Y I-> )' I : B* ---' u' inyecta B* en u' y que B* es
. If

denso en H*. (ldentlficaremos u' y H).

Para cada t> 0, la rner:fida cilindr ica 177t sobre [J definida por la exnre-

sian rll
t
(C) =' lit (C (l n), donde C es en :R (B) , extiende a una me di da uni-

ca Pt definidasobre la a- algebra generada por g{ (B) Ilamar:fa la medida

abstractade Wienersobre B convarianza t , Esta a-algebracontiene to-

dos los subconjuntos de Borel de B. La tripla tn ,«, i ) es ll arnada un espa-

cia abstracto de Wiener. Es import ante anotar que para cualquier t » 0, p(fl)=o.

En efecto, puesto que B* es denso en H es posible escoger una suces ion or-

~tcnormal (x.). 0 de vectores en H que estan en B * Los conjuntos
/ - I I>

j = 1, 2, ... , k'7 l
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00

constituyen una colec c icn de conjuntos cilindricos tales que U
n = 1

no importa como se escoja la suces ion k . Consecuentementen

00

PI(H) < L PI(A ) = L mt(A) = L lil(A n H).
-n=1 n n=1 n n=1 n

Pero

o sea que escogiendo kn suficientemente grande, J-l
l
(Anf'1 H)' se puede ha-

cer arbitrariamente pequefio para cada n (!a expresion entre corchetes es menor

que 1), 10 cual permite hacer L J-l (A ) tan pequefio como se quieta. Resulta
n= 1 I 11

entonces que pl(H) = 0 .

Esta observacion permite tarnbien observar que las medidas cilindr icas III no

son aditiva:s sobre g{ (H) y no admiten extension como medidas a la a- algebra

generada por g{(H). La situac ion es comparable con la que se presenta si se

qui ere definir la medida de Lebesgue sobre los racionales ({2). Si se define

lld[a,h)n ~l=h-a entonces m no admrte una extension como medidaa la

a-algebra generada per los conjuntos de la forma [a,h) n4? En este caso @

(como H) tiene medida externa. O. Sin embargo,el proceso funciona cuando (J se

completa y m se definesobre intervalos de nurneros reales. Igualmente como ocu-

rre con ~ en JR., H juega un papel fundamental en la estructura y propiedades

de B a pesar de ser un conjunto de medida Pt nula .

.EI mov iml ento Brown;ano con esp ocio en B. Como en el caso de JR.3, la medi-

da pt(,) puede ser utilizada para construir la familia de medidas p robabi listicas

pt(x, .i , que en este contexto, constituyen las versiones de las probabilidades de

transiclcn del movimiento Browniano construido por Wiener. Consecuentemente, el
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numero no negativo p,(\,U puede atribuirse!e el rni smo significado que en el

caso finito, es decir, puede ser interpretado como la probabiliclad de que una par-

ticu!a en H , que inicia su movimiento Browniano en \ e ste en el conjunto I: al

cabo del tiernpo t. Se demuestra ( [81) que 1as meclidas P, (\', .) sati sfacen

propiedades identi cas a las pre sentadas en el caso finito Y que permi ten la cons-

truccion de un pro ceso de Markov con trayectorias continuas Y con espacio en 13

al que tiene sentido ll arnar movirniento Browniano. La existencia de este " rno vi-

miento Browniano" que surge simul tanearnente con l aconstrucc ion del espacio

abstracto de Wiener p errnite de inmediato hablar de Laplaciano en sentido genera-

lizado util'izando la formula (*) en paqina , comprobando, como se cornprue-

ba ([8'\), que a < E
y

r T,l < DC. Resulta importante destacar que la interpreta -

cion probabi listi ca resuelve el problema de la dimension del espacio que aparece

involucrada en la version puramente analitica en IR3 Y que la posibilidad de ha-

blar de Lap1aciano generalizado y de inteqracion de funciones sobre una superf i-

cie esferi ca, respectode una rnedi d a que semeja la rnedid a de Lebesgue es un

aporte fundamental para el estudio del Laplaciano en su definicion analitic a que

consideramos a continuacicn .

Diferenciabi/idad y Lap/aciano en B. i / es una funcion definida en un con-

junto abierto V de B y valorada en F espacio real de Banach tiene sentido

considerar su derivada en un punto x. Siguiendo la definicion de derivada de Fre-

chet ( [111), / sera diferenciable en x, si existe una transtorm ac icn lineal aco-

tada j'(x) de B en F tal que /(x + y)-/(x) - j'(x) (y) = 0 (II y II) ,y ~ B .

Pero Il1~S ut!l que esta diferenciabilidad natural resulta ser la f{·diferenciabilidad

o diferenciabilidad en "direcciones fI ". Se dice que / es II-di[erenciable en x ,

a di[erenciable en direccicnes II, si existe una transformacion lineal acotada
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f)/(d de 1/ en I' tal que f(x +b)-fLx}-IJ/(x) (b) = 0 (\blJ, bel/

Puesto que en H. la norma H ilbertiana 1·\ es mas fuerte que la norma

medible H·II . si / es diferenciable en x entonces tarnbien sera IJ- dife-

renciable y !'(\) t '" f) /(\). Sea T un operador acotado de IJ en IJ. Se di-. 1/

ce que r es un operador con traza si s ut: I L < T (ei) . /i > t 1ei+ y i I, I son

sistemas ortonormales completos en IJ ! < "", Cuando este es el caso se defi-

ne rl(/z{/lrl=~<r(I!.).I!'>' donde i e i ) 0 esunsistemaortonormal
i I I' Ii>

cornp l eto ell 1/. Se sabe ([ 21), que Traza [-n no depends del sistema ortono r-

mal escogido. Sea / una funcion real definida en V subconjunto abierto de H.

se dice q'lc I posee laplaciano en\ si / es dos veces IJ -diferenciable, es

decir, n2/(:rJ existe como transformacicn lineal acotada de IJ en IJ yes un

operador con traza. EI laplaciano de f en .\ se denota como "" [Lx) y se defi-

ne per la expresion L'J./('\) = 'Fra z a [1J2 [t») 1, La tunc ion ""I definida sobre

v, cuando I tiene laplaciano en todo punto de su dominic. se llama laplacianode

I

No es difi ci l ver que la definicion anterior coincide con la definicion usual de

lap l aciauo cuando /I '" mil. Sinembargo vale la pena destacar de que en este

contexte hay diferencias notables con el caso finito. Se puede demostrar por ejem-

pia que la existencia de 1)2f(d no implica la existencia del laplaciano (r81)

1\10 ocurre 10 rnisrno con I'"C\'J. Recordando que H' (/I' se demuestra que

f "Ix! z: /)2 f{x) y 1)21(x) tiene traza bien definida (f71 ).
H" .

Para nuestros fines, la siguiente definicion da una version en IJ de las fun -

c iones l lamadas de clase (2. Sea I una funcion definida en V subconjunto

abierto de J3 . diremos que i es (~r(V) si cumple las siguientes condiciones:

I) f es LiJ' I sobre conjuntos acotados de v cuya c1istancia a (j V es ma-
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yor que cero (se habla de conjuntos propiamente acotados en v i Esto es.sl

If es un subconjunto propiamente acotado en V. existe C tal que para todo

.v e v en Lf

II I (),)- / (v) i! < ( 11·\ - y II

ii) '\ / existe en V.

iii) Las funciones /)1: v_ fl. /)2 I: v_ i.tn,«, , 111: V -> II? son continuas

y acotadas sobre conjuntos propiamente acotados en V.

3. Resumen de resultados.

Los siguientes resultados estan referidos a un espac io abstracto de Wiener B

y constituyen en este contexto extensiones de resultados clasicos del anal isis en

U?3 •

a) Operador infinitesimal y Laplaciano. Esta rel acion se ha establecido bajo di-

ferentes condiciones ( r 81), En particular se puede demostrar que la colec-
,2 ,

cion de funciones (',1' (B) con soporte acotado estan en el dominio del opera-

dor infinitesimal.

b) Laplaciano I~ y Laplaciano generalizado 11
0
, Esta conexion ha sido estable-

cida igualmente bajo diferentes condiciones ([ 131 J. En particular, si f es
2

C T(V) entonces C.
O

I exi ste y C.O f = 111·

cJ Ecuacio» del calor. Sea I una funcion acotada definida en B y Lip I, En-
2

tonces para todo i » 0, ptl es (T(B) y cumple que

n8l).

d) P.egularidad de funciones armoni c o s, La regularidad de funciones armoriicas

se estudia en ([91), pero la definicion de fun cion arrnoni ca que alii se da es
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esencialmente probabi listica, Se demuestra que funciones armonicas son H-

regulares. Combinando con nuestro resultado que se presenta en 3 / y utili-

zando la definicion clasi ca de func ion armonica ( / armonica si 6./ = 0) se
2

puede demostrar que si / es C/V) y es arrnonlc a entonces / es H - regu-

lar en V, es decir, es H-diferenciable un numero infinito de veces .

e) Teorema de Liouville para funciones armon ic as , Manteniendo la defini clon

de funcicn arrnonica dada en [91, se establece en [101 una version del clasi-

co teorema de liouville para funciones arrnonicas Uunciones armcnicas en 1R3

y acotadas son constantes). Como en el caso anterior, se puede ut ili z ar la de-
2 ,

finicion clasl ca de funcion armonica, y demostrar que si / es CT(V) , armo-

nica y acotada en B entonces / es constante.

f) Funciones de valor promedio y funciones armoni c as . Sea / una funcicn real

cuyo dominic contiene a v subconjunto abierto de 1R3. Se dice que 1 es

de valor promedio en v 0 que satisface el principio del promedio esferico en

v , si

. 1[I x) = --2 I fry) do (y), siempre que BJ.;) C V.
4rr, rJB,('d

Un resultado muy util en el estudio de las fun ciones armoni cas en 1R3 esta-

blece que funciones armcnicas satisfacen el principio del promedio esf er ico .

La extension de este teorema a espacios abstraetos de Wiener es el resultado

que queremos presentar ante este Coloquio. Puesto que:

I 2
of tt r

fry) derry) = I I(v) >i, (\. dv ) .
() 13 r ix)

la expresion de la derecha en la iqualdad anterior puecle ser ut ilizada para de-

86 .



finir funciones de valor promedio en UI'] espacio abstracto de Wiener. Utilizan-

do esta definicion hemos establecido ([ 141) que si / es l1na funcion real

definida en v Sllbconj11nto abierto de Byes c~ (V) con ~ / := 0 enton-
ces / es de valor promedio en V.

g) Un problema abierto. Un problema por resolver, y que vendriaa completar el

cuadro de resultados anteriores, es el problema de Dirichletrespecto del con-

cepto de Laplaciano que aqui hemos formulado. Wados, V un conjunto abler-

to en B y / una funclon continua y acotada en rJ v , hallar una funcion u ,

con laplaciano bien definido en V, tal que ~ u '" 0 en V y lim u (y):= j(x)J
y ....xErJV

Este problema ha sido estudiado extensivamente en el analisi s clasico y utili-

zando su interpretacion probabi listica ya mericionada en la introduccion de es-

te ensayo, su forrnul aclon en B en termino s igualmente prob abi l isti co s es in-

mediata. No existe sinembargo una demostracion para la version que utiliza

la definicion analitica de Laplaciano presentada en esta monoqrefia .
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