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SOBRE UNA EXTENSION DEL CONCEPTO DE L APLACIANO EN ESPACIOS
DE HILBERT (")

JAIRO ALVAREZ

Introduccion . El caracter de este articulo es esencialmente descriptivo. Su pro-
posito es triple. Se quiere presentar un resultado, incluido en el trabajo de tesis
del autor ( [141) , pero se desea a la vez dar una perspectiva y una bibliografiaba-
sica del frente de trabajo en el cual podria inscribirse dicho resultado. Se quiere
ademas mostrar la utilizacion, en el andlisis de dimension infinita, de las impor -
tantes y sorprendentes interrelaciones entre el analisis (teoria clasicay del poten-

cial) y la teoria de probabilidad (procesos de Markov) .

En 1923 N. Wiener dio la primera construccion correcta de un proceso de Mar -
kov con trayectorias continuas, fundamentando, desde el punto de vista probabilis-
tico, la formulacion que Einstein habia dado del movimiento Browniano a principios
del siglo. En 1945 Kakutani demostrd que la solucion del problema de Dirichlet
clasico esta dada por-la esperanza matematica de variables aleatorias determina -

das por el movimiento browniano. Posteriormente, en la década del 50 los trabajos

(*) E sta monografia fué¢ presentada al 1V Coloquio Colombiano de Matematicas y contiene

un resultado obtenido por el autor. N. del E.
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de Doob y Hunt ([2] y [31), pusieron en evidencia las profundas conexiones entre
la teoria de probabilidad, rama de los procesos de Markov,y el analisis clasico,es-
pecificamente en la teoria del potencial, haciendo posible, como dice Dynkig([4])
“no s6lo aplicar los resultados y los métodos del analisis a los problemas de la
teoria de la probabilidad, sino también la de investigar problemas analiticos utili-

zando métodos probabilisticos’’ .

Por otro lado los trabajos de Wiener estimularon el desarrollo de teorias dein-
tegracion, y en general el estudio de algunos teoremas del andlisis clasico, en es-
pacios de dimension infinita, en lo cual las conexiones entre el analisis y la pro-
babilidad mencionadas atrds han resultado de gran utilidad. Dentro de esta linea
estan los trabajos de Segal, Friedrichs, Shapiro y Gross ([51, [61, [71) que han
producido una teoria de integracion sobre espacios de Hilbert. En [71 Gross in-
troduce el concepto de espacio abstracto de Wiener que ha resultado muy adecua-
do para extender a espacios de dimension infinita el estudio de la teoria del po-
tencial y en particular el estudio del operador Laplaciano adelantado con buen é xi-
to por é1y sus alumnos ([81, [131, [141). EI pequefio resultado que aqui presenta-
mos se puede inscribir dentro de esta linea de trabajo y en su demostracion se ha
utilizado el mismo *‘tratamiento probabilistico’” haciendo uso del movimiento Brow -
niamo que aparece naturalmente en la construccion del espacio abstracto de Wie-

ner.

1. Movimiento Browniano y Laplaciano en RS . Supongamos que se estudia el

desplazamiento de una particula en movimiento Browniano en R’ cuyo punto de
partida es el origen. Al cavo del tiempo 7, sea X(z) su posiciony P,(0.E) la
probabilidad de que la particula esté en el conjunto E, (X (1) #E). Considerando

intervalos pequefios de tiempo y partiendo de que en intervalos consecutivos (7 s].
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y [s.7] los desplazamientos X(#) ~X(s). X (s) =X(r) son fendmenos indepen -
dientes, Eistein pudo concluir que la funcion de densidad p,(x). asociada con

la medida de probabilidad »,(0 . ). deberia satisfacer la ecuacion de difusion

dp (x)
—1L =D A p, (),
d/ /
siendo P una constante positiva ([161). Si se toma el caso particular D - : se
(D
puede concluir que [~(~
/ >
P AX) = e 21
! R}
(27 I);/-

]--...‘ [ (‘.. 2¢ dx

/
271032 E

l’,((), £ =

En cuanto que las caracteristicas del movimiento no han de cambiar si se modifi -
ca el punto de origen del movimiento, se puede concluir que Pilx.E)= pyl0E - x)
Esto es, partiendo de . la probabilidad de que la particula esté en el conjunto
I . al caho del tiempo 7. esigual a la probabilidad de que la particula esté enel
conjunto K -x. cuando ha transcurrido el mismo tiempo y ha partido de 0. Las
medidas de probabilidad p,(x. -) se suelen Ilamar probabilidades de transicion

del movimiento Browniano.

Dentro de una fundamentacion probabilistica de la formulacion anterior es ne-
cesario demostrar la existencia de un espacio de probabilidad (Q . B(Q). P.)
respecto del cual tenga sentido considerar el evento ""estaren E'° (X(1) = E)
mencionado anteriormente y cuya probabilidad P (X (1) = F) = p,(x.[) Es és-

ta en esencia la fundamentacion debida a Wiener y que se podria esquematizar de

la siguiente manera.
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Puesto que las particulas en el movimiento Browniano siguen trayectorias con-
tinuas, se puede tomar el espacio de todas las curvas continuas, definidas en
[0, ~) y que toman valores en R> , como el conjunto de todas las trayectorias
posibles en el movimiento Browniano. Denotaremos este espacio con Q. Zon
este enfoque los vectores X (#), que dan la posicion de una particula en R>, se
pueden interpretar como funciones de O en R’ tales que X () (w) = w(t),; ex-
presion ésta que da la posicion, al cabo del tiempo ¢, de unaparticula que ha se-
guido la trayectoria « . Paraun «x fijo, la familia (P,(x,-)) induce la exis -
tencia de una medida de probabilidad (nica P definida sobre la 6 - algebra
B(Q) generada sobre R’ por las funciones X(#) ytal que satisface las si-

guientes condiciones :

i) P'\A(i w:w (0)=x1{)=1

i) Para 0 =1 < <t <een <, las variables aleatorias X(1))-X(1; p)

2 7
j=1, 2 .., »n sonmutuamente independientes , y
2
ly-+1"
1 L ——
Po(tuw:X(1,)=X(t, ;)8 E}) = ——— [ ¢ 2(fj-lj-17 dy
: / / _ 2/3 i
(2 i ,j-lj-I) l;

En particular se tiene que P (X (1) €E) = p,(x. E). Denotaremos con k[ !

la esperanza matematica respecto de P El sistema

W ’
QB X)) P e

. - ; . 3
define matematicamente al movimiento Browniano con espacio en IR~ .

Para los fines particulares que aqui nos proponemos la conexion entre el mo-
vimiento Browniano y el operador Laplaciano se puede visualizar dando una in—

terpretacion probabilistica del siguiente resultado del calculo. Sea / una fun-

3

. 2 . ; :
cion de clase (V). siendo V subconjunto abierto de IR Entonces, para
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todo + en V se cumple que

v 3.2 : ; _ p
/nu—’— [ ! s () d oly)eflx)] =D f(x),
Fth e +are /IB’(A\')

donde las B,(x) son esferas de radio r. con centro en v y contenidas en V
El limite de la izquierda se suele denominar Laplaciano generalizado y es impor -
tante destacar que el 3 que aparece en dicha expresion esta determinado por la
dimension de K’

La formula puede expresarse en forma probabilistica de la siguiente manera .
Sea una esfera B, (x) deradio r alrededor de v y consideremos el movimiento
de una particula respecto de dicha esfera. Sea 7, (u) el tiempo que laparticula
invierte en salir por primera vez de la esfera considerada. Si £ es un subconjun-
to de Borel en dB, (x), laprobabilidad .-,r(x . E) de que la particula, iniciando

sumovimiento en x, escape a través de E estara dada por la expresion
nr(.\', E) = P.\,( fw e (rr) eE Y} ).

Para ~ y r fijos 7 (x,.) constituye una medida de probabilidad definida
sobre los conjuntos de Borel en d B, (x) .Puesto que ene! movimiento Browniano to-

das las direcciones son igualmente probables, la medida 7. (x, «)distribuye de ma-

nera uniforme una masa unitaria sobre 9B, (x) resultando asi que 7,(x, ) -—ﬂ?
Es decir, que 7 (x,.) eslamedida de Lebesgue sobre d B, (x) normalizadﬂ‘a? rDe
otro lado se demuestra ([171), que el tiempo promedio de escape de la particula,es-
to es la esperanza matematica de la variable aleatoria 7, respecto de P, satis -
face las siguientes igualdades

2 g

e [r, 1 = r° 0

E\[ 7r!;r “x 1 3
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En estos términos la version probabilistica del Laplaciano generalizado queda:

[ ) (e dy) - () ,

[ dB_(x) Ex[f(u'(rr)) - f(x)
lim 2 - > lim 2 | 1
r >0 Ex[rl]_r E.\‘[Trl
=Af(x) {*)

Es importante destacar finalmente que la conexion entre movimiento SBrowniano
y Laplaciano esta en la base de una relacion estructural muy profunda entre  los
procesos de Markov, y los operadores diferenciales de segundo orden. Estas cone-
xiones se establecen a través del estudio de los conceptos de operador infinitesi-
mal y operador caracteristico de un proceso de Markov ( [41). Si / es una funcion
medible y acotada sobre R’ . se puede definir para ¢> 0 la funcion v,/ me-
diante la expresion

(P,f)(x) = E [fx())= [ [(y) p,(x.dy).
m}

Para ¢=0, se define b, f=1. E| operador infinitesimal A asociado con el mo-

vimiento Browniano se define utilizando la expresion

(b, ) (x) - f(x)
A f(x) = Iim 002 0~ 107
! >0 1

2 .
Se demuestra ([161 6 [4]) que el conjunto C_ (IR>)  de funciones de clase

2en R y de soporte compacto esta contenido en el dominio de dicho operador

C
y que para / en (“ZC(IRj) Af = Af. Se demuestra igualmente que las proba -
bilidades de transicion p,(x, .) se pueden reconstruir a partir de A . En cuan-
to al ucperador caracteristico asociado con el movimiento Browniani s6lo diremos

que la expresion (*), establecida antes, podria ser utilizada para dar una defini -

cion simplificada de él.
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En el espacio de dimensidn infinita que presentaremos a continuacion toda es-
ta terminologia probabilistica puede ser transferida sin problemas. Paralelamente
se puede estudiar su estructura analitica y dar definiciones que permiten extender
el concepto analitico de Laplaciano. Probando que en este nuevo contexto las co-
nexiones anteriores son validas, ellas pueden ser utilizadas para estudiar las pro-

piedades de la extension del concepto analitico de Laplaciano.
2. Espacios Abstractos de Wiener.

Definicion : Sea B un espacio real de Banachy B su espacio dual topoldgico.

Un conjunto cilindrico medible ¢ en B es un conjunto de la forma

C={x€B|(y (x),...,y (x))ED,
1 “n
* . n s
donde Y;#B . i=12 ....ny D esun conjunto de Borel en IR". Si K es
un subespacio de dimension finita de B" del cual Yyreees y son elementos, se
n

dice que € esta apoyado o sustentado en K. La coleccion de todos los conjun-
tos cilindricos medibles apoyados en K forman una o -algebra que denotaremos
S (B) . Lacoleccion de todos los conjuntos cilindricos medibles en B consti-
tuyen un algebra R (B) . Una funcién no-negativa ;. definida sobre R (B) es lla-
mada una medida cilindrica sobre B, si u(B) =1 y p es numerablemente adi-
tiva sobre $,(B) para cualquier subespacio K de B" de dimension finita.Cuan-
do B=H esunespacio de Hilbert separable los y,; Que aparecen en la defini-
cion de C pueden ser escogidos de suerte que conformen un conjunto ortonormal
de vectores en H . Consecuentemente, todo conjunto cilindrico en H puede ex-
presarse en laforma {x £ H: P(x) eD }, donde P es unaproyeccion ortogo-
nal de rango finitoy D es un subconjunto de Borel de P(H) . Paracada >0,

es posible definir sobre H una medida cilindrica , Ilamada medida de Gauss
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sobre H con varianza ¢ > 0, utilizando la expresion

1 2
/1’((,') = e g [ exp [-——;—-! dx
- n/é ‘ it
2mt) D
donde C =1}y eH:P(y) €D}, P esunaproyeccion ortogonal de rango », D

es un subconjunto de Borel de P(H) y dx es lamedidade Lebesgue sobre »(H)

Sea H un espacio de Hilbert separable con norma {. | inducida por su pro-
ducto interno <.> . Unanorma ||.[| en H sedice que es medible si para to-
do &> 0, existe una proyeccion de dimension finita Pe . tal que para cualquier
proyeccion de dimension finita P ortogonal a Pe. u;(x € H ||| P(x) || >€)<&
Sea B el espacio de Banach separable obtenido al completar H respecto de la

norma ||.]|. Sedemuestra([71) que :

- Lainclusion 7 :(H,|-}]) — (B, || |]) es continua.

- Latransformacion vy »— y ‘.” B — H inyecta B" en H yque B es
denso en H'. (ldentificaremos H 'y H ).
Paracada >0, lamedida cilindrica m, sobre B definida por la expre-
sion m,(C) = u, (CN H), donde C esen R(B) , extiende a una medidaini-
ca p, definida sobre la o-algebra generada por R (B) llamada la medida
abstracta de Wiener sobre B con varianza . Esta o-algebra contiene to-
dos los subconjuntos de Borel de B . Latripla (H.B,i) es Ilamada un espa-
cio abstracto de Wiener. Es importante anotar que para cualquier 7> 0, p(H)=0.
En efecto, puesto que B" es densoen H esposible escoger una sucesion or-

- * &
tencrmal (xi)i\ de vectores en H que estanen B . Los conjuntos

0

A”=f)*€Bl|x/.(_\‘)|_(:n, AL DL TN i

n
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o0
constituyen una coleccion de conjuntos cilindricos tales que U , ACH=H,
n=1

no importa como se escoja la sucesion /e” . Consecuentemente

00

pt(H)gnF;I p,(A,) = 21 m,(A) = 21 i, (A N H) .

n= n=
Pero £

n n
[ expl-x2/2t] dx]
(278)?% -n

(A0 H) =

0 sea que escogiendo %, suficientemente grande, p,(A 7 H’ se puede ha-
cer arbitrariamente pequefio para cada » (la expresion entre corchetes es menor

o0

que 1), lo cual permite hacer 5.1 ,(4,) tan pequefio como se quiera. Resulta
n=

entonces que p,(H) = 0.

Esta observacion permite también observar que las medidas cilindricas ft; no
son aditivas sobre R (H) y no admiten extension como medidas a la o- algebra
generada por R(H). La situacion es comparable con la que se presenta si se
quiere definir la medida de Lebesgue sobre los racionales (@) . Si se define
m[[ab s @ =b-a entonces m no admite una extension como medida a la
o - algebra generada por los conjuntos de la forma [a,b) I @. En este caso @
(como H) tiene medida externa 0 . Sin embargo,el proceso funciona cuando @ se
completay m se define sobre intervalos de ntimeros reales. lgualmente como ocu-
rre con @ en IR, H juega un papel fundamental en la estructura y propiedades

de B apesarde ser un conjunto de medida p, nula.

El movimiento Browniano con espacio en B . Como en el caso de R>, 1a medi-

da p,(-) puede ser utilizada para construir la familia de medidas probabilisticas
r,(x. <), que en este contexto, constituyen las versiones de las probabilidades de

transicion del movimiento Browniano construido por Wiener. Consecuentemente, el
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numero no negativo p,(x.E) puede atribuirsele el mismo significado que en el
caso finito, es decir, puede ser interpretado como la probabilidad de que una par-
ticulaen B . que inicia sumovimiento Browniano en v esté en el conjunto I al
cabo del tiempo ¢ Se demuestra ( [81) que las medidas p,(x. ) satisfacen
propiedades idénticas a las presentadas en el caso finito y que permiten la cons-
truccion de un proceso de Markov con trayectorias continuas y con espacio en B
al que tiene sentido Ilamar movimiento Browniano. La existencia de este ** movi-
miento Browniano’‘ que surge simultaneamente con la construccion del espacio
abstracto de Wiener permite de inmediato hablar de Laplaciano en sentido genera-
lizado utilizando la férmula (*) en pagina , comprobando, como se comprue-
ba([81), que 0 <E_[7 1<~ . Resultaimportante destacar que la intempreta -
cion probabilistica resuelve el problema de la dimension del espacio que aparece
involucrada en la version puramente analitica en R’ y que la posibilidad de ha-
blar de L.aplaciano generalizado y ce integracion de funciones sobre una superfi-
cie esférica, respecto de una medida que semeja la medida de Lebesgue es un
aporte fundamental para el estudio del Laplaciano en su definicion analitica que

consideramos a continuacion .

Diferenciabilidad y Laplaciano en B. Si f esuna funcion definida en un con-
junto abierto v de B y valoradaen I espacio real de Banach tiene sentido
considerar su derivada en un punto x . Siguiendo la definicion de derivada de Fre-
chet ( [111), / serd diferenciable en x, si existe una transformacion lineal aco-
tada f’(x) de B en F tal que f(x+y)=/f(x)-['(x)(y) =0 (lyY) ,yeB.
Pero mes (til que esta diferenciabilidad natural resulta ser la H-diferenciabilidad

o diferenciabilidad en “direcciones H '’ Se dice que / es H-diferenciable en x,

0 diferenciable en direccicnes H, si existe una transformacion lineal acotada
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Di(x) de H en I' tal que f(x +h)=f(x)=Df(x)(h) = o (|b]|). b €& H .
Puesto que en H. la norma Hilbertiana [.{ es mas fuerte que la norma
medible {{-]| . si / es diferenciable en x entonces también sera H- dife-
renciabley /7 (x) (" = D f(x). Sea T un operador acotado de H en H . Se di-
ce que T esunoperador con trazasi supiX <Tle;), f; > f{ei# y t/;1son
sistemas ortonormales completos en H | <~ . Cuando este es el caso se defi-
ne Trazal T\ = \7 <T(e;), ¢;>. donde (el.)l,> o esun sistema ortonormal
completo en H. Se sabe ([21), que Traza [ T! no depende del sistema ortonor-
mal escogido. Sea / una funcion real definidaen V subconjunto abierto de B,
se dice gue / posee laplaciano en ~ si j esdos veces H -diferenciable, es
decir, I)"_/’(x) existe como transfprmacién lineal acotadade H en H yes un
operador con traza. El laplaciano de f en i se denota como A f(x) y se defi-
ne por la expresion A /(x) = Traza [D?j(x) 1. Lafuncién A/ definida sobre
v, cuando / tiene laplaciano en todo punto de su dominio, se llama iaplacianode
/

No es dificil ver que la definicion anterior coincide con la definicion usual de
laplaciano cuando M = IR” . Sinembargo vale la pena destacar de que en este
contexto hay diferencias notables con el caso finito. Se puede demostrar por ejem-
pio que la existencia de 1)2_/'(.\~) no implica la existencia del laplaciano ([81)
No ocurre lo mismo con /"*(x). Recordando que B Cn sedemuestra que

F7x ¥ = 02 j(x) y l)-’/(x) tiene traza bien definida([71).

Para nuestros fines, la siguiente definicion da una version en B de las fun -
. 2 5 y & N .
ciones Ilamadas de clase ¢~. Sea / una funcion definidaen V subconjunto
abierto de B . diremos que / es (V) si cumple las siguientes condiciones :

1) F es Lip I sobre conjuntos acotados de V cuyadistanciaa dV es ma-
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yor que cero (se habla de conjuntos propiamente acotados en Vv ). Esto es,Si
U es un subconjunto propiamente acotado en V, existe ¢ tal que para todo
Ay en U

fl /() =fGI§ < ¢ Jx-y]||

ii) \ /[ existeen V.

" } i
iii) Las funciones Df: V. H, D" f:V » L(H H) , Af:V s IR son continuas

3.

y acotadas sobre conjuntos propiamente acotados en V .

Resumen de resultados .

Los siguientes resultados estan referidos a un espacio abstracto de Wiener B

y constituyen en este contexto extensiones de resultados clasicos del analisis en

R

a) Operador infinitesimal y Laplaciano. Estarelacion se ha establecido bajo di-

b)

c)

d)

ferentes condiciones ([81). LCn particular se puede demostrar que la colec -
5y
cion de funciones €(B) con soporte acotado estan en el dominio del opera-

dor infinitesimal.

Laplaciano \ y Laplaciano generalizado \ . Esta conexion ha sido estable-
cida igualmente bajo diferentes condiciones ([131). En particular, si / es

2
(:,I‘(V) entonces \0 f existe y A f=Af.

Ecuacion del calor. Sea f una funcion acotada definidaen B y Lip 1 En-

2
tonces paratodo +>0, p,/ es C, (B) y cumple que

dp,flx)
-————/." s & (p,f)(x) ([81)
ot 2
Regularidad de funciones armdnicas. La regularidad de funciones armonicas

se estudia en ([91) , pero la definicion de funcion arménica que alli se da es
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e)

f)

86

esencialmente probabilistica. Se demuestra que funciones armoénicas son H -
regulares. Combinando con nuestro resultado que se presentaen 3 f y utili-
zando la definicion clasica de funcion armonica( / arménicasi Af=0) se
puede demostrar que si f es (;;(V) y es arménica entonces / es H-regu-

laren Vv, es decir, es H-diferenciable un nimero infinito de veces .

Teorema de Liouville para funciones arménicas . Manteniendo la definicion

de funcion armonica dada en [91, se establece en [101 una version del clasi-
co teorema de Liouville para funciones arménicas (funciones arménicas en R’
y acotadas son constantes). Como en el caso anterior, se puede utilizar la de-

finicion clasica de funcion armonica, y demostrar que si / es C,.(V), armo-

nicay acotada en B entonces f es constante.

Funciones de valor promedio y funciones armdnicas. Sea / una funcion real
cuyo dominio contiene a V subconjunto abierto de R Se dice que / es
de valor promedio en V o que satisface el principio del promedio esférico en

vV, si

f(x) = s f f(y)do(y), siempre que B (x) CV.
dmr B, (x)

Un resultado muy util en el estudio de las funciones arménicas en R> esta-
blece que funciones armonicas satisfacen el principio del promedio esférico .
La extension de este teorema a espacios abstractos de Wiener es el resultado

que queremos presentar ante este Coloquio. Puesto que :

: f f(y)do(y) = | fy) 7, (x.dy).

inr2 dB (x) AB,(x)

la expresion de la derecha en la igualdad anterior puede ser utilizada para de-



g)

(11

finir funciones de valor promedio en un espacio abstracto de Wiener. Utilizan-

do esta definicion hemos establecido ([141) que si 7 es una funcion real
o . . 2

definida en v subconjunto abierto de B y es Cp(v) con Af=0 enton-

ces f es de valor promedio en v .

Un problema abierto . Un problema por resolver, y que vendria'a completar el
cuadro de resultados anteriores, es el problema de Dirichlet respecto del con-
cepto de Laplaciano que aqui hemos formulado. (Dados, v un conjunto abier-
toen B y f una funcidn continuay acotadaen AV, hallar una funcion «,

con laplaciano bien definidoen v, talque Au=0 en V y lim u(y)=f(x))
Y x €IV

Este problema ha sido estudiado extensivamente en el andlisis cldsico y utili-
zando su interpretacion probabilistica ya mencionada en la introduccion de es-
te ensayo, su formulacion en B en términos igualmente probabilisticos es in-
mediata. No existe sinembargc una demostracion para la version que utiliza

la definicion analitica de Laplaciano presentada en esta monografia .
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