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ALGEBRALINEAL Y GEOMETRIA

JESUSH. PEREZ

Actualmente existe una cierta tendencia a creer que la Geometria Euclideana es una
de las ramas de la Matematica ya terminadas, que no tiene nada nuevo que decir o
en la cual no hay investigaciones que realizar. Realmente esto no es asi y como
todo conocimiento también evoluciona aproximandose cada vez mas al descubri -
miento de nuevas leyes de la naturaleza e integrandose mas perfectamente con
otros conocimientos y otras ramas de la ciencia. Lo que podemos afirmar es que
el periodo “"griego’” de esta disciplina ha terminado hace mucho tiempo, sin que
esto signifique la desaparicion de la geometria euclideana ni tampoco la inefica -
cia de los conocimientos que nos legaron los griegos. En nuestros dias, gracias a
los avances de la Matematica en el presente siglo, nos encontramos ante una nue-
va época de la geometria euclideana que podriamos lamar “época conjuntista’’ .
En este articulo, pretendemos hacer una introduccion rapida a la “‘Geometria eu-
clideana conjuntista’f Debemos advertit-sinembargo que no se debe entender esta
Ultima como la Geometria “‘correcta’, ni como la Unica que se debe aprender o en-
sefiar; pienso que el desarrollo histdrico del conocimiento cientifico debe respe -

tarse, si no estrictamente, al menos en lo fundamental .

(*) Este articulo es el texto de la conferencia dictada por el autor en el IV Coloquio Co-

lombiano de Matematicas. N. del E.
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Supongamos en lo que sigue que, tenemos a nuestra disposicion una teoria de
conjuntos en la cual definiremos la Geometria Euclideana y presentaremos un mo-

delo de ella.

Geometria Euclideana

Diremos que la Geometria euclideana es el estudio de estructuras del tipo si-
guiente : tres conjuntos &, £, ¥ cuyos elementos Ilamaremos respectivamente
puntos, rectas, planos ; y una funcion < que llamaremos distancia y que satisfa-

cen una serie de condiciones (axiomas) que a continuacion enumeramos
Axiomas de Incidencia.

I-0  Todas las rectas y planos son conjuntos de puntos.

11 Dados dos puntos diferentes, existe exactamente una recta que los contiene-

|-2 hados tres puntos no colineales existe exactamente un plano que los con -
tiene

1-3  Sidos planos diferentes se cortan, entonces su interseccion es una recta.

I-4  Sidos puntos pertenecen a un plano, entonces la recta que los contiene es-
ta contenida en el plano.

I-5 Toda recta contiene al menos dos puntos. Todo plano contiene al menos
tres puntos no colineales. & contiene al menos cuatro puntos no coplana -

res.

Axiomas de la distancia

D-0 EI dominio y codominio de la funcion & son respectivamente & x Sy IR,
D-1 Si x.yv @8 entonces d(x.y) > 0

D-2 Si vy € 8 entonces d(x.y) =0 siys6losi x=y.
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D-3 Si x,y ©8 entonces d(x,y)=d(y, x).
Para enunciar el axioma siguiente, necesitamos la definicion :
Definicion : Se Ilama sistema de coordenadas para una recta L , toda funcion bi-
yectiva f:L - R tal quesi x,y©L entonces
d(x,y) = | f(x)-f(y) |

D-4 Todarecta L admite un sistema de coordenadas.

Axiomas de separacion .

Definicién : Si x,y.z €S decimos que z esta entre x e y (y escribimos
x-z-y) siysOlosi d(x,y)=d(x,z)+ d(z,y).

Definicién : Dados x,y & definimos xy como el conjunto de todos los
puntos z talesque x-z-y.

Definicion : un subconjunto K de S se dice convexo si y solo si siempre que

x,y € K setiene que xy € K.

S-1 Supongamos que = esunplanoy L wunarectatales que L ¢, Exis-
ten entonces, H,, H, subconjuntos convexos de = tales que :

a {L,H,; Hy} esunaparticionde =.

b) Si x€H;, y&H, entonces xy N L esunpunto.

$-2 Si = esunplano, existen H, H, subconjuntos convexos de S tales

que
a {m.H; Hy| esuna particion de .

b) Si x<H,.y€H,, entonces Xyna esHn punto.
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El Modelo

Tomamos como conjunto & el conjunto R 3.9 el conjunto de las varieda -
des lineales de dimension 1 y ¥ el conjunto de las variedades lineales de di-
mension 2 . La funcién 4 la definimos como d(x,y) = || x-y || . donde || z]|=

2 2 2 2
(G, +a, +a, ) sioz= (a,,ay, a3). Para ver que este es un modelo con -
juntista de la Geometria Euclideana debemos comprobar que se satisfacen todos
los axiomas enunciados en la definjcion que hemos dado anteriormente. Los axio-

mas de la distancia se comprueban facilmente y no vamos a demostrar aqui cada

uno de los otros. A titulo de ejemplo, veamos como se demuestran algunos de ellos.

3 y «~ # y; entonces, los puntos x,y son bari-

I-1.- Supongamos que , x.y = IR
céntricamente independientes y la variedad 1 = £ { x,y { > engendrada por

ellos es de dimensién 1 o seaque L esunarecta que contiene evidentemente
a {xy}. Si L’ esunarectaquecontienea {x,y!. siendouna variedad,
debe contener a L. pero esto significaque L = L* lo cual nos muestra que no

existe sino una sola recta que contienea { x,y }-

El axioma |-2 se comprueba analogamente.

I-3.- Supongamos que m; ., son planos diferentes tales que 7,1 7, 7 .

2
Tenemos la siguiente relacion :

dim (771 v n2)+ dim (nln nz) = dim(ﬂ1)+ dim ("2) , donde m vV om, s la
variedad lineal engendrada por 7, u Ty Como Ty T, Son variedades de

dimension 2 tendremos entonces

; h L 1
dzm(rrIV n2)+d1m(771ﬂ 772) 4 (1)



De otra parte, se tiene que 2 < dim (771 v 772) < 3 pues de un lado ™,

7, G v,y del otro, la dimension de R’ es 3. Si suponemos que

: = 2 1 = = i
dim ("1 v n2) tendriamos que mpEa,v M, =, lo cual no es posible

pues hemos supuesto que = 7 ™ Debemos tener entonces que dim (m; v )=
3 y de larelacion (1) deducimos dim( ™, 0 .772) =1 esdecir, 0 m, s una

recta.

s-2 Supongamos que = es un plano o sea una variedad de dimension 2. Es-

€ogemos x,, x;. x, €7 baricéntricamente independientes y tales que la varie -

dad lineal engendrada por §xo,x X, } sea . Como ladimension de R>

1
3, podemos seleccionar x3 C R’ de manera que los vectores X%

es

s o
sean baricéntricamente independientes y que la variedad engendrada por { Xpr X1,

xy, x,} sea R> . En estas condiciones definimos

3
3 3
H, = qo.ix. S a.,=1 19 ’O%
1 {i:o 171 ‘i=o i y 3
3 3
Ha = E‘ﬁz)‘tl-‘\; Bi=1y 63\0('

Es facil darse cuenta que los conjuntos H H, son convexosy que {m, Hj.

H,} esuna particion de R> . Veamos para terminar que el conjunto  xXyN 7

3 3
se reduce a un punto donde x = X @.x, esunpuntode H, y y :i}o B; x;
=0 ° .
es un punto de H, . Se trata de ver entonces que existen .y .y, .y, € R
Unicos tales que 0 <7< Iy, +y +V,~ 1 yque
. = / P ’ / # 2
ix +(1-1)y )().\()+)1xl+}2.\2 (2)

La ecuacion (2) es equivalente a



(re, = (et) Bl x,+( 20y + (1--1)/&1).\-] (1) * (1)~ (1-1) By) x5 =(1 03 *

ik

(1-¢) [33) X =W X, * Y; .\'I Y, Nyt 0. X3

y utilizando la independencia baricéntrica de los vectores Xg e Xp ¥y X3 esta -

blecemos el sistema de ecuaciones
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cuya Unica solucion esta dada por :
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