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ALGUNOS ASPECTOS ESTRUCTURALES EN LA TEO RIA DE MEDIDA Y PRO -

BASIL/DAD (*)

SIEGFRIED WEBER

Contenicio.

I> Caracterl zacion de estructuras medibles:

a) Estructuras general es ,

b) Estructuras especiales y relaciones entre estas •

II> Caracteri zacion de espaci os de probabi I idad:

a) Algebra sobre Q con probabilidad aditiva y caracterizacion por un ani -

110 de Boole metrico.

b) Extension de una algebra sobre Q con prob abil idad a- aditiva a una

a-algebra sobre Q con una probabilidad a-aditivao completaclon en

el sentido topoidqico.

cl Relacion entre a algebra 0 a- aditividad en el sentido de la teo ria de

conjuntcs y en el sentido de la teoria de redes (latices) .

III) Caracterizacion de modos de convergencia en la teoria de probabil idad :

a) Espacios de funciones medibles y topoloqiz acion.

(0) En e s te a rt ic ulo s e publican las not a s de la conferencia d ict ada por el autor en el IV

Colo quio Col orn bi ano de Maremari cas,
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bJ Caracterizacion de modes de convergencia en el sentido de la probabil idad

por convergencia en el sentido de la topoloqia.

L Caracterizacion de estructuras m edibl e s.

a) Estructuras generales. En IJn conjunto es posible definir

__ estructuras alqebrai cas
. estr. rei acionales

/ --estructuras ordenadas
1) Estructuras fundamental es ,

.......... __ estructuras topoloqicas
estr, de subconjuntos ____

estructuras medibles

Entre conjuntos con estructuras similares es posible definir Itlorfismos

2) Morfismos para estructuras

. 31gebraicas

-:::::: ordenadas

~ topolcqicas

medibles

homomorfi smos

aplicaciones orecientes

apl rcaciones continuas

aplicaciones medibles

3) l somorfi smos : = Aplicaciones biyectivas que son morf ismos asi como

sus inversas.

4) Estructuras multioles.> Unas estructuras fundarnentales que son com -

pati bles

5) Estructuras deri vabl es para su bconj untos, productos y coc i entes de con-

juntos estructurados.

b) E structuras especial es y rei acion es entre estas.

1) (0, M) espacio medible : ** 0 conjunto, M algebra 0 a-algebra 50-

bre 0,

(M 0 ~) conjunto ordenado con inf y sup para cada dos elementos de M.

(M, U ,n) latice

(M 0 U 0 no 0, 1, - )-algebra de Boole (0 latice de Boole) t> latice distri-

butiva y complementaria con nulidad 0 y unidad 1.



("'I, +,', r , 0, 1) anillo de Boole := anillo indempotente con unidad 1,

Entre estas estructuras hay rei aciones :

2) ("'I, S ) conjunto ordenado <=> ("'I, U

con inf y sup
.ri. latice : 2.1) a Sb:<=> «ri t. = a

inf La.b ) :> a n b

sup i a.b) :» aUb

2.2) a n b :O' in] ta.b)

aU bt= sup (a,b)

3) "'I algebra de Boole <=> "'I anillo de Boo l e : 3.1) anb:O' a.b

aUb:O'a+b+(a.b)

o := 0

J :O' J

a:O' 1 + a

3.2) a+b:= (a n b)U(anb)

a.b:O'anb

o :O' 0

1 := 1

- a:= a

M es conmutativo (. ) y ti ene caracteri sti ca 2 (a + a = ° )
4) M algebra sobre fl => M algebra de Boole: n :=n ,LJ:= U,o:O' ¢,l:O'fl,A.:O' C I

"'I algebra sobre fl =>.'11 anillo de Boole: .:O'n ,+:=b.,oO'¢, lO'fl,-A: = A

5) T eorerna de Stone:

M ani 110de Boole => V
n

v cP isomorfismo. cp(M) algebra 50-

cp:M-e ~(m
bre fl •.

llllDefinicion. cp isomorfismo de Stone. m, cp(M)) representacion de M.

III HI. Caracterizacion de espacios de probabi/idad.

aJ Algebra sobre r: con probabilidad aditiva y c aract eri zacion por un anif/o

de Boo/e metric»,

Hipotesis para esta parte aJ: (fl, A, P) con A = algebra sobre fl, p:A ....R
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pcsitiva, aditiva (si A (1 B = ¢), normada (P (m = 1)

1) (A,d) es un espacio cuasimetrico : d (A,B):= PIA ~ B).

Definicion. A I := cociente de A respecto a la rel aclon equivalencia :
P

P - P
A _ B :<=>P(A~B)=O, A:=IBEA[B - AI.

Entonces :

--2) A I es un anillo de Boole: A + B:= A ~ B
P -

A.B:= AnB-
0:= ¢, 1:= n, . A := A

- - .--...-
A I es un alqebra de Boole: A n B := A f'I B

P -AU B:= A ~ B ~ (A n B)

0:= ¢ , 1 :=0, A := -CA
3) I;:A\ -.R esestrictamentepositiva, P(A):=p(A),aditiva(si A.B=O),

p

normada (P (1) = 1) .

4) ,I: A I x A I - R es una metrica invariante por transl acione s , aditiva,nor-P P
mada (d(1,O) = l):i(A.B):=d(A,B).

5) (Alp' iJ) de D <=>(Alp' J) de4): 5.1> p(A):=d(A,O)

9.2) d(A,B):= P(A,B)

6) (Aj ,dl=(A\ ;~ ... O,l;(?) es una estructur a multlple r v i : sonapli-
P p' .

caciones continuas respecto a I a ;/- topoloqia .

-
Definicion. (A \r: d) se llama el anillo de Boole mitrieo de (n, A, P ) .

Diagrama D.l

r 1) . 6) I .s->:
(n,A.P)<=>

( A I ,I;) <=> (A Ip' n
P ~-(n, A. d)
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7i (M, i.') con ~

M ::: anillo de Boole

1'::: M ~ R estrictamente positiva

ad itiva

(M,:!.-) con :7.1)!:(M):=dfM,O)

M= anillo de Boole 7.2) !!/~l,N):"''!..(!II+N)

d : M xM • R metrica

inva.iante per translaciones

normada aditiva ,

normad a

8) Nota: La repre sent acion de 7) es similar a la represeutac ion siguiente :

espacio normado

( V , d I con 8.1) II M W=d->d(.'rI,Oj

V'" esnac io K-lineal 8.2) d(M,N)'=IIM.N\1

d = metrica homoqenea invariante por transla-

clones.

( V , 11.11 )

Definicion. All" I)) se llama un al~ebra de 800le normada , 0 anillo de Boolenor-

mado,

b) Extension de un algebra sol.r» Q con una probabilidad (T- aditiva una

a - algebra sobre n con una probabi/idad o rodit iv a ; compl et oci o« en el sen-

tido topologico .

Hipotesis para esta parte b) : (\l.A, P) con A::;: algebra sobre n. p:A->R

positiva, a- aditiva, normada.

Nota: Las definiciones y resultados de la parte II a) son validas en esta parte.

Definicion, B(A):.:::: la (T' algebra generada por A

L(A);= I B AM I Be B(A), M S; N, p(N) = 0 I la a-algebra-cornpletacion de

B (A) ,

1'* ;= la extension de P a B(A\ [re sp. L (A)] con las propiedades de 1',

Se llama:

m, B(A), pO): la extension de Borel de (\l.A,p),
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m. L(AI.p'): la ertension de Lebesgue de UJ,A,p) [resp.m.B(A),

1") I

1) Ademas del diagrama 0.1 para (£1, A, p) hay diagramassimilares para

In. B(A'. p') y 1£1. L (A) 0 P')·.
---...

2) i; L(A) Ip' _ B(A) 1 p" es un isomorfismo; pues B !'J. M zz B.----B !'J. M

3) IB( A) !p" ri*) es un espacio metrico completo COil respecto a i'
~ ~

Definicion. I Alp' d) sea la cornpletacion metric a de (A [po i) con respec-

to ad:
~~ ~~

I A IP' :00 conjunto de las clases de equivalencia 1 All I de sucesiones de Cau-
A

con respecto a la re lacicn de equivalencia I Billchy I Ii I en I A I . d )
/:\ /I _ ~ _

: AI: <=> lim d (A . H )= 0
/I II II /I

. ~ ---::"--. - - -
d 1:.\ I.: H I I := lim d IA . B i .

/I Ii II II II

/"'-
4} ( : A ( ~ ~(A\I es un isomorfismo-i sornettico : Us-is) it

P . P"

~ -
: 1\/1 I .....A

es definida

por BlA) p' es

compl eta y

lim d (A ,A) -x 0
II II

5} A u -algebra.::::;. (BfA\ ,I"):=' (A. P)
A _ _

fA I p , d} ::: (A p' d) espacio metrico - completo
o, agrama D, 2.

t
1\1. UA)

~(L(A) !p.,p')

1''' )
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c. Relaciones entre o > algebra 0 o- aditividad en el sentido de 10 teoria de con-

juntos y en el sentido de 10 teoria de latices.

Hipotesis para esta parte c): (M,lJ) con M =algebra de Boote. p:M-.R

positiva, aditiva, normada.

Nota: Notaciones e hipotesi s de la parte II b) seran val idas en esta parte.

Definicion. (M) U M EM
uEN II

(b) ill EM" /\ M < ill =;-, U M < M .
II 1I~ II 11-

(M) n M Eo M sea el infinito de I M Ie M : <=> (a) /K\ n
u
.Mt< ~ MKliEN II II - ,-

(h) M EM 1\ /\ M < M =':> M <nM ,- u - II _·u u

Definicion. M a-algebra de Boole : ~ I M Ie M=9 (M) LJ fA • (M)n M EM
II - . uEN u uEN II

(1) B(A) es una a-algebra de Boole resp. a

(B(A))nA = nil,
uEN u uE N u

(B (A)) U A = U A ,
. uEN It uEN II

(2) B(A) /p' es una (T- algebra de Boole resp. a (B(A)lp.rU A'u = U Au
~ II u.

(B(A)lp.)nX = t1A .
II II U U

Definicion. p a- aditiva en M (con re lacion a la a-algebra de Boole B(M) ge-

nerada por M)

: <=> I Mu I_CM •. /). M." MK = 0 " (B(M)) U M EM =" P(UM )= L P(Mu)
~ j -r K J . u EN u - u II u-

(J) En (A,P)t(B(A),P') laa-aditividadde poP' enelsentidodelati-

ce s es equivalente a e'sta en e l sentido de conjuntos.

(4) p' a-aditiva en B(A) <=> p' a-aditiva en B(A)\p"

Nota: Como una extens ion de I, b,S) es val ido aun el T eorema de Stone.

(5) Sean cpo' M .. cp (M) el isomorfismo yen, cp (M)) la representacicn de M de

Stone- II r> Po cp-] : cp (M) ... R l a compuesta de cp-I con v , EntoncesI r _
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Ii es positiva, (J - aditiva (I) , norm ada en el algebra cp (M) sobre O.

Nota: Como una qenerali zacion de II b(4) es valida ain :

(6) Sean!: estrictamente positiva , (M, p) y (M ,~) de II,a) (7);

(M, ;, la compl etacion metrica similar a II, b), ;" (.) := 4. (.,0) ;

(0. cp(M), p) la reore sentac ion de (M,I') de (5);

W. B(<p(M) ),/1*) 6 (0, L (\jJ(M», p*) las extensiones de Borel 0 Lebes-

gue;

(B (cp(M) )jp*, ~.*) 0 (L (cp(M»lp*' ;:) los cocientes de est as. Enton-
~ ~

ces M es una (J -alqebra de scotc . t es positiva, a - aditiva (I) , norma-

da : (B (4J(M» 1/1* y L (\~ (M) ) (/1 * son isometr ico-isomorfico aM.

Diagrama 0,3.

(M. f) (M. d)

.>:=-= (M,I')'~ (M,!!.I
(n , cp (M), 11 )

(B (cp(M) )1/1*';*)
.>

\I is i-i s .

.A (L (cp(M) ) I * ;.)
,~ "Ip 'r,.

m. L ( CjJ(M», /1* )

Nota:!.:. puede ser solamente aditiva I

III. Caracterizacion de modos de convergencia en la teoria de orob abil idad.

ai E spacios de funciones medibles y topo/ogizacion.

Hipotesis para las partes a) b) de III: m. B, p) espacio con probabilidad

fiji, es decir, B =' (T -alqebr a sobre n. P: B. R positiva, a- aditiva, nor-

mada. E (0-= J i d P la esperanza de la variable aleatoria /: rl .R ,
n

Definicion RO ;=) f 1/: n. R (
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Z i> 1/ II: n ' R variable aleatoria !,

'-q:=lll/:n-. R variablealeatoria, 1:'(I/lq)(R I para un

q~R,I'5q<C ....,

I.", :-= I /1 i! n ~ R variable aleatoria, / acotada v . Co 501,

Definicion Z IE::=' cociente de Z respecto ala relacion de equivalencia.

Nota:

I.q11:' y I."I/:, similares.

v E \' <='- A P B'A-'B /' -

- E/:=lgjg-"/l.

(I)Rn.Z.I'qoL"" sonespacios R-linealesrespectoa l a adicicn (+) para

funciones y la multipl ic acicn (.)

S;Lr£Rn paracada q2r

entre funciones y escalares con I.e.; ~ Lq

Simi larmente para los cocientes respecto a
- - ,--...- -
I+g:=/+g, ri·I:=cljo/ f:.(/):"'-E(j).

(2) '-"" es un espacio cuasinormado COil respecto ala cuasinorma

[n I i> in] 5UP !I(x) I
00 NEB xfN

PIN) "0

Lex; IE es un espacio normado completo con respecto a la norma !li\I",,:=IrtHo:,

(3) I. es un espacio cuasinormado con respecto a la cuasinorma 1[/11 t>q q

(E(l!l q) )l/q.

I. I es un espacio normado complete COil respecto a la norma Ilil! :"\[f]1q E 'q q

(4) Z es un espacio cuasimetrico con respecto ala cuasirnetri ca

ZIE es un espacio metrico complete con respecto a la rnetrica p(j,g):"p(l,g)

(5) Z 1 E es un espacio R -Iineal metrico. es dec ir :
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( a) liE es un espacio R -I ineal seuin 1)

(b) liE es un espacio metrico segun 4)

(c) -+) . son continuas respecto a p,

(6) liE no es un espacio normable seqiin II a 8); pues p es invariante por trans-

lac iones; p no es homoqenea .

b) Caracferizacion de modos de convergencia en e/ senfido de la probabi/idad por'

convergencia en e/ senfido de l a fopo/agia,

(1) Convergenciaen L""IE es laconvergenciaesencial-uniforme :/u 1['\1",_/
Convergencia en Lql'E es la convergencia en el medio q-esimo: /)\. \\q) i.

Definicion, I convergente a ! en probabilidad :
11

1\ p
:":-0;; .' P(wj" \!"(w)-!(w)j>c)-.o: f _ f

£>0 " U -/I

(2) Convergencia en I) E es la convergencia en probabilidad :

/ P!~ <""> !
"II - II

P
-+ !.

Directamente siguen por ejemplo estas formas simples para teoremas conocidos :

f/l

-- p
..::::;;:..::.. III "-- f

(3)

I
"/I

II . II} -
~ ! '

Bib/iografia

iII Kappes Demetrios A." Strukturtheorie der u'ahrscheinlichkeits [elder und
J

rtlume J Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg, 1960

120



[2] Meschkowski, Herbert, Wahrscheinlichkeitsrechnung ,Bibliographisches

Institut, Mannheim-Z'urich, 1968, Hochschul Taschen Buch, 2851285 a.

[31 Neveu Jacques, Mathematische Grundlagen der Wahrs cheinli chkeits Theorie,

R. Oldenbourg Verlag, Munchen - Wien, 1969 . Hay traduce ion al frances.

obras basi cas:

Estructl.lras :

[41 BOurbaki Nicolas, Elements de ~athematique, Theone des ensembles ,Her-

mann, Paris, 1968.

Medida e integracion :

(51 Bartle G. Robert, The elements of integration, John Wiley & Sons, Inc r

New York - London- Sydney, 1906 .

Analysis Fl.ltlcional :

[61 Taylor E. Angus, Introduction to functional Analysis, John Wil ey & Sons,

lnc., New York ~ London, 2Q
, 1961.

• • •

121


