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Contenido.
1) Caracterizacion de estructuras medibles :
a) Estructuras generales.,
b) Estructuras especiales y relaciones entre estas.
1) Caracterizacion de espacios de probabilidad :
a) Algebra sobre Q con probabilidad aditiva y caracterizacion por un ani -
llo de Boole métrico.
b) Extension de una algebra sobre  con probabilidad - aditiva a una
o -algebra sobre  con una probabilidad o-aditiva o completacion en
el sentido topoldgico.
¢) Relacién entre o-algebra o o-aditividad en el sentido de la teoria de
conjuntos y en el sentido de ia teoria de redes (latices) .
I11) Caracterizacion de modos de convergencia en |a teoria de probabilidad :

a) Espacios de funciones medibles y topologizacion.

(*) En este articulo se publican las notas de la conferencia dictada por el autor en el v

Colo quio Colombiano de Matematicas.
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b) Caracterizacion de modos de convergencia en el sentido de la probabilidad

por convergencia en el sentido de la topologia

I. Caracterizacion de estructuras medibles.

a) Estructuras generales. En un conjunto es posihle definir

) __—estructuras algebraicas
estr.relacionales

— “~estructuras ordenadas
1) Estructuras fundamentales

~_ estructuras topoldgicas

™ il

estr. de subconjuntos
T estructuras medibles

Entre conjuntos con estructuras similares es posible definir morfismos

algebraicas : homomorfismos

. ordenadas licaciones crecientes
2) Morfismos para estructuras = il Sk '
§ topologicas : aplicaciones continuas
medibles : aplicaciones medibles

3) Isomorfismos : = Aplicaciones biyectivas que son morfismos asi como
SuS inversas.

4) Estructuras multiples:= Unas estructuras fundamentales que son com -
patibles

5) Estructuras derivables para subconjuntos,productos y cocientes de con-
juntos estructurados.

b) Estructuras especiales y relaciones entre estas.

1) (Q. M) espacio medible : == Q conjunto, M algebra o o-algebra so-
bre Q,
(M, <) conjunto ordenado con inf y sup para cada dos elementos de M.

M, 13, M) latice
(M, g, n, 0,1, ~)algebra de Boole (o latice de Boole) := latice distri -

butiva y complementaria con nulidad 0 y unidad 1.
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(M, +.+. -, 0, 1) anillo de Boole := anillo indempotente con unidad I .
Entre estas estructuras hay relaciones :
2) (M, < ) conjunto ordenado <=> (M, w . () latice: 2D a<b:=>apnb=a
con infy sup inf(a,b):=a O b
sup(a,b) := alb
2.2) anb:= inf(ab)
a\ud b= sup (a,b)

3) M algebra de Boole <=> M anillo de Boole : 3D aflbi=a.b
alldh:=a+b+ (acb)
0:=0
1:=1
a:= 11,4

32 a+bh:=(anb)Vlank)
a-b:=amnb
0:=0
1:=1
-d:= da

M es conmutativo (.) y tiene caracteristica2 (a+a=0)

¢

4) M algebra sobre Q — M algebra de Boole: M :=N ,4:=U,0:= ¢, 1:=Q, A:
M Aalgebra sobre Q => M anillo de Boole: .:=N ,4:=A,0=¢, 1=Q -A:= A
5) Teorema de Stone :
M anillo de Boole => V \/ © isomorfismo, ©(M) algebra so-
' Q (P.'M» ‘P(Q)
bre Q,

LLliDefinicién. © isomorfismo de Stone. (Q, ©® (M) ) representacion de M .

I1111l. Caracterizacion de espacios de probabilidad.

a) Algebra sobre € con probabilidad aditiva y caracterizacion por un anillo

de Boole métrico.

Hipdtesis para esta parte o): (Q, A,P) con A = algebra sobre Q, P:A 5>R
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positiva, aditiva(si A O B = ¢), normada (P(Q) = 1)
1) (A,d) esun espacio cuasimétrico: d (A,B):= P(AAB).

Definicion. A ]p := cociente de A respecto a la relacion equivalencia :

P -
ALUB :<=>P(AAB)=0, A:={BcA|B ¥ A},

Entonces :

0:=¢ 1:=é, /.1=A
, ~ ~ S~
A| esun algebra de Boole:AmB:= AN B
& - —
AUB:= AABA (A NB)
0:i=c,1:=Q, A= (A

3) P: A |, + R es estrictamente positiva, P (A) := P(A), aditiva(si A.B=0),
normada (P (1) = 1),

4) d: A |P>< AlP.» R es unamétrica invariante por translaciones, aditiva,nor-
mada (d (1,00 = 1):d (A.B):=d(A,B).

5) (A, P) de3) <= (Al,. d) ded): 51 P(A):=4(4.0)

52) d(A.B):=P(A-B)

6) (AIP. d) = (A|P i+ ...0,1;d) esunaestructura miltiple s +, + son apli-

caciones continuas respecto a la d - topologia .

Definicion. (A|,. d) se llama el anillo de Boole métrico de (Q. A, P).

Diagrama D.1 r
(A] . P) <=> (Al,.d)

in-6)| / § T

(Q.A.P) <=> (Q.A. d)
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7) (M. P) con <= (M., d) con 2T D) PM):=dM, 0)
M = anillo de Boole M= anillo de Boole 7.2) @M N):=P(MsN)

P=M - R estrictamente positiva 4. M «M . R métrica

aditiva invariante por translaciones
normada aditiva |
normada

8) Nota: La representacion de 7) es similar a la representacion siguiente :
(V1) = (V.d) con 8.1) (| M[):=d~d(M,0)
espacio normado V = espacio K-lineal 8.2) d(M,N):=[[M-N||

d = métrica homogCnea invariante por transla-

ciones.
Definicion. Al P) se llamaun algebra de Boole normada , o anillo de Boolenor-
mado .
b) Extension de un dlgebra soktre ) con una probabilidad - aditiva una
o - dlgebra sobre ) con una probabilidad v-aditiva; completacion en el sen-
tido topoldgico .
Hipdtesis para esta parte b) : (Q.A, P) con A =algebra sobre .P:AsR
positiva, o-aditiva, normada
Nota : Las definiciones y resultados de la parte Il a) son validas en esta parte .
Definicion. B(A) := la o-algebra generada por A
L(A):={BAM|BCB(A), M_N, P(N) = 0| la o-algebra-completacion de

B(A).

P := laextencionde P a B(A) [resp. L(A) ] con las propiedades de P.

Se llama

Q. B(A), P*):la extension de Borel de (Q.A . P).
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(Q. LAY, p*): la extension de Lebesque de (Q.A.P) [resp. (Q. B(A),
P |
1) Ademas del diagrama D.1 para (Q, A. P) hay diagramas similares para

(Q.B(AY, PT) y (Q.L(A),P")".

2) i ¢ L(A) [pe = B(A) p* esun isomorfismo ; pues B A M = B,

~

B AM - B

3) (B(A) 1,,,,. 4*) esun espacio métrico completo con respecto a 4+

-

Definicion. ( A i,)- d ) sealacompletacion métricade (A !P, d) con respec-

toa d:
20N

N\ , ; : = X
(AEI,. s+ conjunto de las clases de equivalencia { A, | de sucesiones de Cau-
AN

chy 14 | en (A}P. d) con respecto a la relacion de equivalencia { B, { =

n n' n

" ‘/;‘\ . - -

d () "LIB t) /l';n d(\” B”)
/\\ ’ - Rg . -

4y ¢: A (,, - B(A‘}P es un isomorfismo-isométrico ; (is-is) A es definida
PN . por B(A)  es
\ / ]
1/ { = )

completa y

/l’m ﬂr(x{ ; A) =0
n n

5) A ¢ -algebra = (B/AY, P*)=(A.P)

A . o . ’ .
(Al,. d) =(A . d) espacio métrico-completo
Diagrama D. 2.
i (IA"I"I;)<=> (A p.d) \
(Q.A.P) i o TR ;
{ _~(B(AY, .« P7) <=> (B(A)ps.d™ 'L (A, d)
BRI iy Gs- is)

(L(A) [pr. P")
(. L(A) P
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c. Relaciones entre - dlgebra o u- aditividad en el sentido de la teoria de con-
juntos y en el sentido de la teoria de latices.
Hipotesis para esta parte c): (M, P) con M =algebra de Boole, P:M.R
positiva, aditiva, normada.

Nota : Notaciones e hipotesis de la parte |l b) seran validas en esta parte.

Definicion. (M) L s M  seael supremode 1M, t - M: <= () /My LM,

ueN

b) MeEM, /N M <M= LIm, <n.

u u

(M) C?N M, M seaelinfinitode { M, {C M:= (a) /I;\ r:]M,,i Mg

(h) M;MA/;\":—/M”:M(I ‘M

- u u -’

Definicién. M o-dlgebrade Boole: <= { M, | M= (M) L?J M .(M)‘, ST
- ue N u ";?N u

(1) B(A) es una a-algebra de Boole resp. a (B(A) L Azl 4

usN * ,eN #

@l 14 =N 4
u§N U

ucN #
(2) B(A) ’P: es una o - algebra de Boole resp. a (B(A)l,,*) 5% Z'” =UAa,,
—~— u u
(B(A)|P.)F:!Au =i ak
Definicién. P o-aditivaen M (con relacion a la o-algebra de Boole B (M) ge-

nerada por M)

b UM ICM e N M= 0 B L ena PN =3 P

(3) En (A,P)d(B(A), P*) la o-aditividad de P o P" en el sentido de lati-
ces es equivalente a dsta en el sentido de conjuntos.
(4) P* o-aditivaen B(A) <= P* g-aditivaen B(A)!p»

Nota: Como una extension de I, b,5) es valido atn el Teorema de Stone .
(5) Sean ©:M - @ (M) el isomorfismoy (Q,®(M)) la representacion de M de

Stone; p:=Po o l: o(M) >R lacompuesta de o1 con P . Entonces
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i es positiva, o-aditiva(!), normada en el algebra ¢ (M) sobre Q.

Nota : Como una generalizacion de |l b(4) es valida ain :

(6) Sean P estrictamente positiva , (M, P) y (M, d) de Il,a)(7);
(M, 7+ la completacién métrica similarall, b), P () :=d (-.0) :
(Q. (M), u) larepresentacion de (M,P) de (5);
(Q.B(w(M)), u*) 0 (Q. L (¢(M)), u*) las extensiones de Borel o Lebes -
gue ;
(B (9 (M) )Iu* L 1) 6 (L (@ (M) 1#. : ;;) los cocientes de estas. Enton -

2 '.' g .y
ces M esuna o -algebra de Boole , P es positiva, o -aditiva(!), norma-

da; (B (¢(M)) by, ¥ L (M), « son isométrico-isomérfico a M .
Diagrama D.3.

M, P) &= (M. d)

— \

(Q, o (M), —  is.is A = ~ -
: k) (B (VM) i*) =2 (M.P)e (M.d/

(Q.B(o(M), u*) || 7s.-is.

0 (Lo )
(Q. L(D(M),u*)
Nota: I’ puede ser solamente aditiva '
111 Caracterizacion de modos de convergencia en la teoria de probabilidad.
a) Espacios de funciones medibles y topologizacion.
Hipotesis para las partes a) b) de Il @ (Q. B, ) espacio con probabilidad
fija, es decir, B =o -algebra sobre Q. P :B - R positiva, o-aditiva, nor-

mada. E(/):= | fd P laesperanza de la variable aleatoria /: € » R.

Definicion. R :=i/|j:Q . R
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Z:=}/|/:Q .R variable aleatoria !.

L =1/ 7+ Q~ R variable aleatoria, 1;([/'1") €R | para un
g=R, 1 <4<~
L_:=1f|f:Q- R variable aleatoria, / acotada P c.s.!
Definicion Z |, = cociente de Z respecto a larelacion de equivalencia

/ £ g f P-cs. y :e= PweQ l fw)# g(w)) =0 = E(f) = E(g).

[ ; o Eiv;
l‘(/‘l:‘ y L g similares. j:=1iglg = f1.

Nota : .\‘A ! xg > AP B .

. l.q. L_ son espacios R-lineales respecto aia adicion (;) para

funciones y la multiplicacion (.) entre funciones y escalares con L_ C l,q

L& R paracada ¢ > r . Similarmente para los cocientes respecto a
- N -~

v gi=f+g W fr=af  E()=E().

~ In

(2) 1. esun espacio cuasinormado con respecto a la cuasinorma

| [/l == inf szfp_ l/(x) l

* N#B x&N
L 'F es un espacio normado completo con respecto a la norma H]‘ 1 |[/]I°:

(3) Lq es un espacio cuasinormado con respecto a Ia cuasinorma ‘[/‘]\q::
(B 1D

Lq}E es un espacio normado completo con respecto a la norma Hf“,q-'jl[/]lq

(4) Z es un espacio cuasimétrico con respecto a la cuasimétrica

_ /-2l
(f. g) 2= E (-—~—>2- ).
i I+ /-¢]

Z|F es un espacio métrico completo con respecto a la métrica [)(],é)::p(/,g)

(5) Z|g es un espacio R-lineal métrico, es decir:
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(a) Z)F es un espacio R-lineal segin 1)
() Z |;; es un espacio métrico segun 4)

(c) 4+, . son continuas respecto a p .

(6) Zjl: no es un espacio normable segtin Il @ 8); pues p es invariante por trans

laciones ; p no es homogénea .

b) Caracterizacion de modos de convergencia en el sentido de la probabilidad por
convergencia en el sentido de la topologia.

(1) Convergenciaen L_|  es la convergencia esencial-uniforme : f ____H' H\; ./

E

Convergencia en L |

4\ €S 1aconvergencia en el medio g-€simo: /u___sz I . F.

Definicion. /, convergente a / en probabilidad :

ia . Yy 2
AN P |f, - fw) >0 f, =

(2) Convergenciaen Z |, es la convergencia en probabilidad :

E
= o - P
fy £f<= 11, = f.

Directamente siguen por ejemplo estas formas simples para teoremas conocidos :

(3) ‘:” H_"Hl / - f" _;; ;
4/ /, -"F; P b€y o CINI,-f | < c) esvilida P-c.s
) H:ﬂl ;
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