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CONSTRUCCION DE EJEMPLOS DE CIERTAS CURVAS RECTIFICABLES

YU TAKEUCHI

1. Motivacion.
En cierta ocasion mi colega, el profesor Dario Sanchez H. me comentd acerca
del siguiente problema planteado a rafz de una duda surgida en la clase de geome-

tria diferencial :

Sea f:[a,b] » R” una funcion derivable para todo x<[a,5], si

|/'(x) | =1 paratodo x€{ab] (ver Nota) (1)

entonces ies f* continuaen [ab] 7. En caso negativo, dar un contraejemplo.

[11 Si »=1 larespuestaes afirmativa. Si f* no fuera constante, o sea, si

existieran x;,x, tales que

flxp=1, [flxy)==I
entonces, aplicando el teorema del valor intermedio de la derivada, un teorema po-
co conocido pero imoortante ([11[21), /*(x) podria tomar cualauier valor entre

-1 y 1 contradiciendo asi la condicién (1). Por lo tanto, /* es una funcion

constante (1 0 -1), o seaque f* es continua

Nota. En a consideramos la derivada por la derecha, D_f(a), y en b consideramos

la derivada por la izquierda, D_ f(b) .
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[lI1 Para #»=2 el problema puede plantearse en !a siguiente forma explicita :

Sean / g dos funciones de valor real derivables en [a.5! . Supdngase que

Lr) %2 et %2 =1 paratodo f={abl (2)

Entonces : ison continuas /"y ¢°? En caso negativo dar un contraejemplo.

Seglin mi intuicion la respuesta era negativa Y iraté de encontrar un contrae-
jemplo sencillo haciendo el siguiente analisis :
(i) Naturalmente el caso mas sencillo es cuando /* tiene un sdlo punto de dis-

continuidad, digamos en ¢ = (a.b) . Supongamos que existen los limites :

/”Ih f’(f) . /’ 5 /in] :’.’(” = /2 5 /1 7[ /2 13)

t>a 1 »c”

Entonces la derivada por la derechade f en ¢, D_f(c), esigual a /; (Notal),
mientras que la derivada por la.izquierdade f en c¢. D _f(c), esiguala /, pe-

ro como
I;=D_flc)# D flc)= Iy,

entonces / no es derivable en ¢ (absurdo) (Nota 2). Por lo tanto se debe tener

que
lim  1°(1) no existe
1->c

é - .
lim (1) no existe.
isc

’A([) - /(C) o /D(O)

[=c

donde 6 € (c,1) (Tecrema del valor medio), luego

D f(c) = lim (1) = f(e) = tip [y =g °
(I > C 1= f-c
>

Nota 2. Se puede demostrar!2! que si /;=/, entonces / esderivableen c vy

[ =1 =1, «
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Se buscara entonces un contraejemplo en el caso en que /' es continua en
0. h] vy

lm ['(0) no existe ,

tso”

(ii) Si f*. g* son acotadas en [a.h]. entonces la siguiente ecuacion para-
métrica

x = f(1)

(1]

t=la.b]l (4)

<y =g

determina una curva rectificable . Ce acuerdo con la condicion (2) el parametro
+ representa la longitud sobre el arco desde (f(0) . g(0)) hasta (/(1). g(1))
(ver Fig. 1). Por lo tanto, nuestro problema consiste en buscar una curva rectifi-
cable cuya recta tangente oscila en la vecindad del extremo de la curva (la curva
debe ademas tener tangente en el punto extremo) y expresar la curva paramétrica

utilizando el parametro que representa la longitud sobre el arco.

dy = g'(1).dt

v

% I
o D= [ ()dt —
I

Fig. 1

(iii) Un ejemplo bien conocido de curva rectificable con la propiedad impues-

ta en (ii) es
y'&F(x) , x€lo, 1]
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con
il 2 1 :
I'(x) = x° sen = Si x€(0,1]
2

F0) =0

La longitud del arco de (0,0) a (x, F(x)) es :

x
sx)= [ JI1+{F"(x) (2 dx
o

1

x
—
f \/I + (2x sen ]T — cos -I\—_)Z dx )

0
La funcién s(x) es estrictamente creciente. Sea / la funcion inversade s :
=s(x) siysblosi x=/(n (=s1)
entonces la ecuacion paramétrica de la curva y = F(x) con el parametro ¢ es :

x=f(1),
tel0o, s(1)1 (7)

y=F(f(1))(=g(1)

Este fue el contraejemplo que mostré inicialmente al Dr. Sanchez.

(iv) No sé si la explicacion anterior pudo convencer a mi colega, pero me pare-
cid, seglin mi intuicidn, que algo estaba mal en el andlisis anterior. Asi comencé
a comprobar, por cdlculo, todas las condiciones impuestas en el problema. Es evi-
dente que no hay problema para las dos funciones f(#) = s, g(t) =F(f(1))si

t#0, En r=0 tenemos :

] pox - (t)_/(o)__ s l) - p X - 1 e

0).= tin L0 = jon [ = = -

£ t:mo t—o0 timo t H”Z s(x) Jim. S(x) s'(0)
X->0 X

si s’(0) existey s’(0) #0, y
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£°(0) = Iim : L7 L i, Som 2
tso t-0 t f(v)
= tim LY 4in x.sen L= @ .0=0,

tso0 4 X0

En el paragrafo 3 se demostrara que s°'(0) existe y s’(0)> 1, luego:
f°0) < 1 v g’0) =0

0 sea que
{102+ gr @i < 1,

asi este ejemplo no satisface la condicion (2) de nuestro problemaen #=0. e

2. Curvas rectificables con tangente en todo punto.

1) Sea
¥ JRCTG W g viie SPTTE, ST (1)

la ecuacion paramétrica de una curva rectificable donde el parametro s represen-
ta la longitud sobre el arco de (f(0), g(0)) a (f(1), g(n). Si f,g sonderiva-

blesen [0.5].y, /° y g' soncontinuas en (0,6} entonces (ver Fig. 1) :

(f(1), &)y

g(t)—g(0)

(/(0), g(0))

1

N [ XSy w—
]

Fig. 1.1
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VIO =00 124 g(n)-g0) }2

A
Y

i8]

¢ (0), 2 0 (1) —g(0)

1 -

Tomando limite cuando + - 0% se tiene que :
2
Fro? « teoi? <1 2)

Ahora, supongamos que /' y g’ son continuas en =0 . Dado ¢~ 0 tal
que
0<t<& implica |/"()=f"0)| <=, |g'()=g'(0)| <&, (3)
Como & es lalongitud del arco de (f(0), g(0)) a (f(8), g(8) ), dado (£5)>0

existe una particion de [0,81 . digamos (Nota) :

f0=¢ ot e s tyueeasty g, t,= 8 |

o' 1

tal que

n 7 2 )
s —7( s io(t,)—p ) >0-(€d (4)
E VU= 1 e ) =e ) | (£8), 4

Aplicando el teorema del valor medio a las funciones / y g en el intervalo

(2.7, 1,1 se tiene :

n

k-21 *f’(fk)§2+{g'(,,k);2_ (ty=ty ) > & —(£0) (5)

donde &,, n, € (1.7, 1) . Reemplazando (3) en(5) :

Nota. La longitud del arco es el extremo superior de la longitud de curvas poli -
gonales inscritas al arco. EI primer miembro de la desigualdad (4) es la longitud
de la curva poligona! inscrita en los puntos (f(z,), g(t) ). k=0,1, ..., 7 @

la curva dada en (1) .
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n
Ry Va7 |+ 624 (Jg' 0]+ 0)2 .« (5=, > 8-(€8) ,

8-V (frmi+e)+(|g'@]+e)2 > 5-(e8) ,

esto es,

ﬁ?/'(0)1+6)z+(|g'm)z+ §her Tk (6)

Como ¢ es cualquiera se tiene que

V)22 & (gr0)? > 1. (7)

De (2) y (7) obtenemos
2
o s gt =1 ®)
Obsérvese que se obtiene la igualdad (8) cuando f* y g’ son continuas en 0 ;

si /* y g’ sondiscontinuas en 0 es posible tener una desigualdad estricta en

(2).

1) Sean /(1) , g(1) derivablesen [0,5] con derivadas continuas en (0,51, si

{ f(0 iz + tg') 22 =1 paratodo 7##0 (9)
entonces la curva

x=f(t) , y=g(), t<[ab] (10)
es una curva rectificable yaque /f y g son funciones de variacion acotada en
[a.b].
Paratodo 7> => 0 se tiene que la longitud sobre el arco de (f(s), g(£)) a

(f(t) . g(¢t)) esigual a :

1 - t
i \/3,/"(7,)§”+}g'(7])§2(h,=_[I dy = t—=¢ (11)
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Tomando limite cuando € 0, se tiene que ¢ representa la longitud del arco

de (f(0),g0)) a (f(n,g()).

t
Ejemplo 1. x=f()= [ |sen-L | dy
N
o

’

g tefo, 11 (12)

y=g(®) = [ ] cos —11]—] dn.
o
Como f'(1) = | sen ‘,1‘| , g’() =] cos tl— | (¢#0), entonces (12) esla
ecuacion paramétrica de una curva donde el parametro ¢ representa ia longitud

sobre el arco; f* y g’ sondiscontinuasen t=0, y

t
’ o gt v 1
0) = el _
f°(0) tl-:’z*' : f]senn | dn

bl

t

- 1
'"0) = lim -~ cos — | d
¥ t-> O+ t £ & n i .

En el paragrafo sigliente se ve que f*(0) y g’(0) existeny que f’(0)= g'(0)=~72;‘

Luego :
2 2 8
LfO) 4 {gr@}) = — < 1.
m
Ejemplo 2. Sean f'(1) = \/71 -(2n-1) en (51— ; —2—!-—-1 !,
n n=
/ 1 1 1
= 2 1 — — — e . g ——
(2n+1) en (2”+I p ]

t
1 1 1
’ = 2 - em— en (___ ’ ey F)
g'(v v 2n - 5, ool
1 1 1
", ot en Cfeistne o s
! & 2n+ 1 2)]

para » « N ; entonces

i/'(t)}z + ig'(t)%2= 1 paratodo ¢ #0.
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La ecuacion :
t

es la ecuacion paramétrica de una curva rectificable donde el parametro ¢ repre -
senta la distancia sobre el arco. Evidentemente f* y g’ son discontinuas en
t=0,y

!
°(0) = lim, 4 f'(q) dn,
-0 0
tsot

t
g'(0) = lim L [ g(n)dy,
o

En el paragrafo siguiente se ve que f’(0) y g’(0) existeny que f'(0) = g*(0) =
2

=, luego
3 2

trov s gt =34 <1,
11D Resumen.

2
Sean a(#), B (1) continuasen (0,5) con {o(z) }2+{B(t)} = 1 para todo ¢#0.

Sean § '

f(= [an)dy , g)= [ B(n)dy (13)

(] o

entonces la ecuacion

x=f() , y=g) , te€[0,6bd) (14)

es la ecuacién paramétrica de una curva rectificable donde el parametro ¢ repre-
senta la distancia sobre el arco; f y g sonderivablesen 7= 0 si existen

los limites :
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t t
lim, X [ a@)dn . tim L[ B dy (15)
»0% ts>0" .
(o]
Por (2), se tiene que

2 2
(o) « gy <1,

En el paragrafo siguiente estudiaremos un método para calcular el valor o li-

mites de la forma (15).

3. Derivada de una funcion definida por la integral .

Sea f una funcion positivay decreciente en [1,) ,; si k\: f(k) # <~ en-
tonces :
lim b-[ f(x)dx = lim n. )_ f(k) (1)
b-«)co b n o0 »"ﬂ

Demostracion. Tenemos :

AR [ Hx)de 32 f(k) =3 f(k)—f(n) ,
k=n il k=n+1 k=n

n
luego :

n- 2 f(k) > »n rf(x) dx > n z f(k) -nfn).

=n n

Pero como § f(R) # , y | f(k)} esdecreciente, setiene que (ver[31):
k=1

lim nf(n) =0 (i)
n->x
luego : N - L
lim n-3 f(/e) > lim n.[ f(x)dx > lim n.Z f(k) ,
nsoo k= o ;Z =
0 sea
lim nZ /(/e) = lim n- ff(x) dx .
7 - 00 k= n-»00
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Por otra parte, si » = [ 5] (la parte enterade &),

oo oo b
b-[ f(x)dx = + b=-n) [ [ f(x)dx = [ f(x)dx 1

b n n

o5 x b
=n-f f(x)dx + (b=n)-[ f(x)dx=b-[ f(x)dx .

n n n

Tenemos :

0< (b=n)-[ f(x)dx < [ f(x)dx —5 0 (b >) , (i7)

n n

b
0<b.[ f(x)dx <b-f(u) < (u:1)-f(n) = nf(n) ~ f(n) —> 0 (bso), (iii)

n

por lo tanto se tiene que

lim b-[f(x) dx = lim n f f(x)dx = lim n-X f(k). ®
D >0 b n-»oc 5 o k=n

Nota. El resultado (1) puede ser generalizado de |a siguiente forma :
Sea A(x) wunafuncion de valor positivo y derivable con derivada acotada, en-

tonces

~

b/fn/ Ah)- [ f(x)dx = lim A(n) ~/\§ (k) (2)

~ b N~ 7

Demostracién. Sea M una cotade A’(x) . aplicando el teorema del valor medio

alafuncion A en |1, ] setiene
A =A(1) = A« =D} < M. (n=1) .

esto es
ANu) = 0O

La demostracion anterior solo sufrira las siguientes modificaciones técnicas

Se puede reemplazar el limite en (i) por

132



lim A (n)-flu)= lim Omj- f(u) = 0 . (7')

N o>~ N >~

-

y la relacion (iii) es reemplazadapor :

b
0 <A(b)-] f()de< Ab)-f) = On)-fn) — 0 (b >~) (iii’)

n

mientras que el limite en (/i) tomara la forma :

0 < {AMB)=A)| [ flx)dx <M [ f(x)dx —> 0 (b o) (ii')
" n
puesto que
[AB)=A(n) | < Mo (b=n) < M. °

Ejemplo 1.
(i) lim n.3S L = jin ,,.f_i_’ﬁ = ]

nooc k=n k2 4 2
(i) lim w3 —dee = lim 71-_f—£'x——= lim e = =

nsoo k=n /e(logk)z nooo x(logx)z naoo  logn

o0 o0
(iii)  lim n-E_ +=’Ilin; n.f-—‘.i% = 7]1:”{:’0 I—I—I.T-I-Z—
k n X n

7> 00 k=n

Si 1< -2

-
=i 1 si A=2
0 Si A> 2,

w g -
(iv) lim (logn)- X — 1 = lim logn-f ___dx__2 = 1
n oo k=0 k(log 2 " n x(logx)
o0 . L 09 _ 1
() tim L3 = gim a0 (A>D. e
n-oo k=n &k n->o00 n x 5
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I1) Sea / una funcion positivay decreciente en [1,~) tal que /im n-X f(k) #.

nooco k=n

Si g esacotada, y

k+ 1
[ glx)dx= c + o(l) (ko)
k
entonces
lim b.[ j(x) g(x) dx =c:im b-[ f(x) dx (3)
b b b—)oc b
Demostracion. Basta demostrar que
lim n.[ g(x) f(x)dx = c-lim n.[ f(x) dx (3°)
- 5500 n -

n

Tenemos ~ kel
[ gx)f(x)dx = X [ g(x)flx)dx
/e:n k
n
Sea
fx) = jlk)+ Aplx) . x =Lk, k1]
entonces
luego *
kol ksl k+1
[g(x) fix)dx = [ 1 flk)+A (x) §g(x) dx = f(k) tero(D) b+ [ Ap(x) glx) dx
k k k
donde
k| Bl
ll [ \ () g(x)dx | < f Ay(x) g(x) dx < M(f(k) = f(k+1)
& R

(M esunacotade g(x) ).

Por lo tanto
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oc oc oc k-}-] o0 -
[ g(x)-f(x) dx'—‘kﬁ flk)-{c+oll) §+k\é_ J Ap(x).g(x)dx =cX flk)+ 2 f(k)o(l)
=n k= 3

" B =0 k=n

oo k+1
+ 2 AL(x) g(x) dx .
k=n Ce k8T AR
Pero : .
ltim n.%~ f(k) « o(lj) = 0
nasocc k=n
ya que

lim n- 2 f(k) # ~ .

n->00 =1

=n

oo k+1 oo
}11-‘2;”{ Aylx) g(x) dx | < n-kE Mo { f(R)—flk+ 1)}

=Menefn) — 0 (n »o),

por lo tanto tenemos :

oo 00 oo

limn-[ g(x)-f(x) dx = c.lim n-% f(k) = c-lim n.[ f(x)dx. .

n->o00 nax k=n n-o00
n n

Nota. El resultado (3) puede ser generalizado ccmo sigue :

lim A(b)- [ g(x)-f(x) dx = c .blfm AB). [ f(x)dx (4)
-» 00 b 5% b

donde A es de valor positivo y derivable con derivada acotada. =
1) Sea / una funcién positivay decreciente en [1, ) con

lim n:3 f(R) # o .
700 =n
Si g es acotaday

a+(n+1)s
- glx)dx = c + ol (n > o)

a+ns
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entonces

lim b-[ g(x)f(x)dx = = . limb[ f(x) dx
b~ h N b b

Demostracion. Hacemos el cambio de variable

a+ sy = x
entonces
h/{m\ b-lf f(x) dx ~b111nL b Jb fla+sy).s.dy
z —_—
s
= Jim Bod (2, [ flars.y)dy
S S b-a
S
2 ., -
=s"-lim B | flars.y) dy
> 0 [;
donde
B = b—a
s
Por otra parte :
a+sln-l) n+1 n+1
f g(x)dv= [ gla-sy)sdy =s.[ gla~sy) dy,
a+sn » n
luego o]
[ glassy)dy = <= + o(l) (n » ~).
s
"

Aplicando (3) :

~ i

2

lim b-[ f(x) g(x) dx = 52- lim | fla+sy).gla+sy) dy

b~ /7 Boo B
5 ~
=s°. X . lim B flassy) dy
S B s~ B
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= 8§70 — -—I-;— lim b -f f(x)dv=" Ilimb[ f(x)dx °
S s” ) -»ox b S 3~ b "

Nota. El resultado (5) puede generalizarse como sigue :

lim A(b) [ j(x) glx) dx === lim A(b)-[ [(x)dx , (6)
b oo b N D -» ¢ b

donde A es del valor positivo y derivable con derivada acotada. e

Ejemplo 1. Sean .

(= [ cos 1 dn
n
0
1
gt = [ sen 18 dn
]

0

tenemos
t p = .
[100) = /fm—l--fcos—l-dr) (Lexy=tim() §f —S98X. dx =0
bt g} hp T taot Py
puesto que
lim b. [ 435 = 1
-3 00 b x
2r(n+1)
) cos x dx = 0.
2tn

De la misma forma se tiene que &
g’(0)=0.
Ejemplo 2. (ver Ejemplo 1, paragrafo 2).

!
Sean f(1) = ]:senl—: dn
O Tl
t

g(t)=ftcos%]d7].
o
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Tenemos :

4 %)
[7(0) = lim 4 [ sen-Tl’— ' dn (—Tl]—- x)= /l’m,* (—tl-) f Sen X | dx =
t>o"t > 0 (1/[) X
puesto que
lim bfii-l = 1
» OC b X2
(n+1)m
[ |sen x dx = 2.
nm
De la misma manera, se tiene que
)
o*l0) =%
& ( T e
Ejemplo 3. (Ver (6) del paragrafo 1).
X
Sea s(v) = [ \ﬁ‘ (2x sen—%——cos t\l_—)z dx .
0O
Tenemos :
: AR 1 72 1
s'0) = lim  — [ \[1+(29 sen — =cos —)"dn (= =1)
N0t * n U] 1
0
\F 2 2!
: o 1:(cos t=2= sent)
= /H//.(L) [ = i dt
N o7 (1/x) t<
Pero - (n=-1)m 5
. 2 2
f \/7143(051——; sent} dt
ni
(n- D .
i {\/l¢(‘0s'f» ()(#)\‘ dt
na
(n- 1w :
| v |- cos™t dt - ()(’—l])
n
_ (n—=1Dm ————y g
o= \ 2 f \/l_iTSen_t di ()(’—’)

ni
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2

w/2
2\/—2 f 1—51 S())IZI dt + ()(711_.)
0

"

2,7 15(71_-) colh

donde lf(—é_—) es la integral eliptica. (Ver [4])
v

Por lo tanto se tiene :

22 wipd 2 » :
i = : Vel = .0 7= 24 > 1
5°(0) p I.(\’_) 47 £ 1.24 .

Ejemplo 4. (Ver Ejemplo 2, paragrafo 2).

Sean \" t=02n=1) en [2u=1, 20)
a(t) =
V (2n+1)-t en [2n, 20+1)
\ 2n-t en [2n=1, 2n)
B =
V t-2n en (20, 20+1),

t t
= [ atyag, gw= B(L an.
7 R

o

Tenemos :

t )
* = tim 1 1 I _ .= 1 _(X_(x)_ = g_
/'00) —t{:g*_? _£ o (——TT) dny ('7]_ = x) tl:rz+ (t) [ 7 dx 3

(1/1)
puesto que
2n+ 1 2n 2p4 bhes b via
f o(x) dx = [/ x=(2n-1) dx + [ V 2n+ D=x « dx
2p-1 2n-1 2n
1 1 4
= J’\/-;‘-dx-p f \/ l-x dx = 3
o o
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De la misma forma se tiene que
2

2 "(0) = 2
¢ (0) 3

Ejemplo 5. Sean

! '3 /
. . 1/ ’ 1,
(0= [ cose ' T idy . g)= [ |sen e ?7! dn
0 0
entonces tenemos
! 1/ 1/
S f(0) = lim -—I—} | cos e Ny dn (e = x)
>0 t
[}
/l'n/« (_L) [' _jeosx | s (()1/t = 53
tsa ! 1/t .\'(/og.\')‘2
&
~ | cos x|
lim (log b)- [ —L\; dx = 2
e b x(log x)° N
puesto que
(n+1Dm
[ | cos x'| dx =12
nm
lim (log b) - [ _¢_7_ =4 ] 5
b~ b x(log x)~

g ” ; 2
De la misma forma se tiene que ¢"(0) = = . luego

i

> i =4
)/r(()'( + )g‘(O)( :—:-2- o |

i

4 Construccion del ejemplo deseado.

) Enlos ejemplos del paragrafo anterior obtuvimos funciones /(1) y g(1) de-

rivables en [0, 5| tales que
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2 2
Vb s et = para todo ¢ # 0, (1)

pero 5 5
VP00 s teto) T <1 (2)

Ndtese que la desigualdad estricta (2) implica la discontinuidad de /* y de g’

en +=0 (Il ,paragrafo 2) . Con el objeto de buscar las funciones / y g con

2 2
{/"(0)( + 1 2°(00) Vo= 1 (3)
tratemos de generalizar el método empleado en el Ejemplo 4 del paragrafo 3 como
sigue :

Sea (1) una funcion continua y periédica con periodo 7 :

W(t+7)=70(1), paratodo 7=[0, ~) (4)
tal que
OS 1 (t) hut 1,
y sea
B(1 = \/ 1=1%7(1) 12
Definimos : , ;
/= fadydg, g= | ﬁ(qi) dn (s)
7] K 7]}
entonces
1 ! 1 1
') = lim = [ o(=)dny (7——-.\')
0
00 ( ) 1 1)
— gz 1 o (x . . g
= t[imo (7—) [ —— dx - L(x) dx (6)
(1/1) X 0

ya que
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nrieT T

[ alx) dx = [ @(x) dx (por (4)) .
nrT 0
También :
.
g’ (0) = 7’4 [ B(x)dx (7)
o

Tenemos entonces

TT T T

2 2
VIT0) 4+ gt (0) :——12— [ [ @(x) ¢(y) dx dy +—12 [ [ B(x)B(y) dxdy
™ 0o 0o
T T
=L ftemomsBBMY dix,y)
T 0 0

T T
<L Vew? e (B Vet (Bon? dixy) @)

T oo :

T
:—é— [ [ d(x,y) = 1.

0 0

En (8) se tiene igualdad si y solo si
(o(x) . B(x)) =(a(y), B(y)) paratodapareja (x, y), puesto que si

(olx,). Bix,)# (aly, ), Bly,)) para alguna pareja (x,, y,) entonces

2 2
wix, ) aty, )4 Blx,) Bly,) < VTale) BBl i )Rl Bog )t =1,

por la continuidad de a(x)-d(y) + B(x)-B(y) se tiene que

L frama) s BB dix,y) <=5 =1

O 0

Por lo tanto, se tiene la igualdad (3) siy sélosi f'(1) = '(-IL) = constante ,

e't=f (7’-) = constante, luego f° y g’ son continuasen = 0.
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Esto es : no es posible encontrar un ejemplo deseado por este método.

1) En el nimero | se observo que es imposible obtener funciones fy g en la
2 2_

forma (5) tales que f° y g’ sondiscontinuasen 0 con {/°(0)} +{g’(0)} =1

si se emplea una funcion periodica (1) . Ahora utilizando funciones no periodi-

cas construiremos f y g como Sigue :

Sean
|senn(x-n)| en [n, n+——]
2n
i(x)= ¢ 1 en [n+Z=, ns1=L—] (9)
2n 2n
| senn(x=n-1)| en nel=F=, n+ 1],
9 2n
"
|cosn(x=n)| en [n,n+ )
2n
= 0 en ol j O (10
B (x) j [n 5 T )
| cos n(x=n-1)|en (n4l-Fe, n+ 1]
{ 2n '

entonces o y B son continuas paratodo x, y

2 2
fa)t + 1B 1 =1 para todo «x.

Ademas :

n+ 1 7, 2n p I

[ ax)de=2-[ lsennx|dx+(l=2-)=1-"2%=1+0(5) ,
n 0

n+ 1 7/2n 2 ]

[ Bx)dx=2.f ';cosnxidx-‘-—n- :O(T)'

n o

Definimos :

t t
1
[y =] % () dn. g,(1) = [ B ) dn
]
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) — alx)

b = - —

o= n+1—-2£n n+ 1

Fig. 1

entonces

f(: (0) = Ilim

t> 0"

t
1 il oy
— [ o) dn =X P,
0

= lim_(==). [ 2zl g = 1,
t>0 t (I/f) x

I

t
g0 = lim L. [ B(1)dq (_,”_ =x)
0 t>ot t o Uj

lim (-L-)-f -ﬂi)—d.\' =0 .
150t T G (1/8) " ¥°

I
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Asi
2 2
L1 vty =17 0% =1,

ademas /' y g, son discontinuasen =0, mas precisamente, |a oscilacion

de /. (6 de g;) esiguala I en 1=0. e

I1)  En este numeral (ver Nota), utilizando las funciones f, V g, obtenidas
en [Il], construiremos una pareja fy g talesque 1{/°(2) }2+ tg'(1) &2 = 1
paratodo ¢€[0, 1],y que el conjunto de puntos de discontinuidad de f'(o

g’) es de medida mayor que cero .

Sea tx, 1 el conjunto de todos los numeros racionales en (0, 1) ; sea

e 1 1
A= U - il : n (1
n=1 *n ) n+2 “n * n+2 L
entonces
m(A) < X 2 = L < 1,
e "=I 271+2 2

El conjunto A esdenso en [0, 1] yaque A contiene todos los ndmeros ra-
cionales en (0,1). Como A es abierto, se puede expresarlo como union disyun-

ta de intervalos abiertos, digamos :
A = kl;’] (ﬂk 3 bk ) ¥
(i) En [ay, &,] definimos la funcion g, (1) como sigue :
gy (1) = g, (t-ap) en [”k'”k+j/z] (11)

b, —a
il by

donde j, esla maxima raiz de g)(x) =0 enel intervalo (0, :

Nota. Este es-un método similar a la construccién de la funcion de Volterra [s].
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ap- by

g (V=g lay+ jp) = g, () en [ay+ j. ] (12)
i ap + by X
¢, (1 es simetrica con respectoa ————  (ver Fig. 2). (13)
T gk(t)
t 1
| |
| |
| |
| |
| |
o | I
:’/ } l 1
Hk i o ] a l‘ b ES mJ
R _%k. by,
go(t)
|
|
l
1\ :
7 | goflk)
|
|
|
; J
0 i
Fig. 2

Se tiene que g, es derivable en [“k' bk] , Y g es discontinua en ¢=ay,

ademas :
D (a,)) =D (0) =0,
+ 8k 1% + 8o (14)

D_g,(by) ==D, g,(0)=0,
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Esto es, dado ¢>0 existe & tal que

0 <t-a, <3 implica 0< gk(l) < Elt-ap),
(15)

0<by-t<8 implica 0<gp(0) < €(by-t).

Nétese que & es independiente de & puesto que (15) es la derivabilidad de

g,(t) en t=0.

(ii) Sea ahora
g(t)=0 Si tef0, 11-A
(16)

g(t) = gk(f) si te (”k' bk) .

Vamos a demostrar que ¢ es derivable en [0, 11—A. yque g'() =0 si
t A,

Sea ¢ =[0,11-A. Dado >0 escogemos &3>0 que cumple lacondi-

cion (15) (paratodo %) .

Si t€(s,~d\, t,+0), t§A entonces :

| g(t)—g(/0)1={0-01 =0 <

Si 16(10,10-5) N (a;, b; ), entonces por (15) :

g(-g(t) =g;()<e(t-a;) <% (t-1,) . (Fig. 3)

Si te(t-8,t,) N (aj.bj). entonces por (15) tenemos :

g(n—glt,) =g].(1) < & (b/.—/) < & (t;-1) (Fig. 3)

t |
:

e Lapm——e————f—
t . b.
; a to_S
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Por lo tanto tenemos

g(t) =gt .
S_"f o) <& paatodo 15 (=8, 1 )
t =1

0

esto es : w )
t)—ogl(t
g'(lo) = lim e S =0 . L)

- f() f—'/()

Como g¢'(1) = g;(1) en t=(a;, b;), entonces g° es discontinuaen ¢ = a,,

o mas precisamente, la oscilacion de g’ en a; esigual a 1.
(iii)  ¢* es discontinua en [0, 11-A .

Sea t,=[0.11-A. En cualquier vecindad de s, existen puntos de A ya

o
que A esdensoen [0, 1]. esto es, cualquier vecindad de t, contiene algun

a;, (Fig. 4) .

«—— — vecindad de t, ————e

s ot — -

o 1 1

Fig. 4

Como la oscilacion de g’ en a, es 1, entonces laoscilacion de g’ en

1
Ccualquier vecindad de ¢, es 1, estoes, laoscilacionde g’ en 1, es I,

por lo tanto ¢* es discontinuaen ¢ . ®

(iv) Ahora definimos en [ a,, 5,1 lafuncién /, :
t
L= T J1-(e7(n))? dn (17)
ak k

Entonces 7, esderivableen [a,,6,1, v f, es discontinuaen = a;, .
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Ademas :

N fylay) =D_f (0) = 1

(18)
D_fy(by) =D, [ (0) = I.
Estoes: dado >0 existe & tal que
fr (D
0<t—ay <o implica ~-1| <= (19)
" t-a 4
k
(0 = f,(b) o
0<b,—t <5 implica —‘,_—bk— =1 F, (20)

Nétese que & es independiente de % puesto que (19)y (20) representan |a de-

rivabilidad de la funcion /  (definida en el nimero I1) en = 0.

(v) Anora se define la funcion /(» en [0, 11 como sigue :
Si t = A

f= 3 fb)slt— 3 (hy—ay) } (21)
&

donde X es la suma para todos los subindices & tales que by =t
b, <t
ES

5i 11 € (ﬂi, bi)

f(n= % fk.(b/\’)'iﬂi_}"' (lik—nk,)(+ fl.(l),

/;k<r 1,/2,‘,

donde N  eslasumapara todos los subindices & tales que 5, = ¢
b/\’ <t
Como f*(1) = [y(V para 1< (ap.hy) . entonces [ esderivableen A

y /' esdiscontinua en r=a, .
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Vamos a demostrar que f es derivableen [0, I11-A, yque /(1) =1 si

1= A
Sea t, € [0.11-A. Dado => 0 escogemos & que satisface las condi-
ciones (19)y (20) (paratodo £ ).
| , e !
% ° { } mmmﬂ——o———f——
1 tO a b R
t0"8 k k to"()
Fig. 5
Si 124, t, <t <t +8 entonces por (21) tenemos :
f(l)—f(f()) = E /k(bk) + (I—to) —— E (bk—ﬂk) ’
)
(b,)
t=fle ) }=(1=2 ) = - X [-bfk—k—'ll'”’k‘“/e)'
—a
t,<by<t kT %
Por (19) setiene :
(b,)
_ZL_/@__ e Si < by <t (23)
k= 9% '
asi :
(b,) v
/D= f()i=(t=1)) | < X R _, (b, —ay,)
1,< by< t bj=ay
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<& E p3 (by=ay) < ¢ (t=t,)
to<bk§1

esto es,

Ry (24)

t—to

‘ f(=f(t,) "y

De la misma manera, si t ¢ A, t0—5 <t<t, se tiene también la desigualdad

(24) .

Si te (a;, ;) , t,<t<1i + & , entonces por (21) y (22) tenemos : Fig.

6)
E % bk. t !
! tl L P‘"“"’l‘ —
1) da;: bt
t,=6 ; i it +6
Fig. 6
[0 =f(t,) = j(=[(a;) + f(a;)—[(1,)
=f’.(t)+ >, f/e(b/e) & (a,.-la)—- > (b~ a,)
t,<b,<a; o< by <a
(b))
= [0+ (1-1,) = (a;=t) + > [i-—kl-—lj-(bk ~ay) (25)
) 1 ) /) —-a .
t()'\ hk<nl- k k

Utilizando (23), (25) toma la forma :

Vi =f(t,) %—f,.(f)—(r-tu)—(ai-t) < E(1=1,) .
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o
()= f(t ) ‘(1) + (a.~-t)
‘_/t [, L0+ (e FCI )
t=t t=t
0 0
Pero :
f:(1) «~ (a.=t) (t-a;) f:(1) t-a.:
l_"_+I=; L=< 1] < ¢ L (por (19)),
t-t t—=t t—a, 1=t
0 7] 7 0
fuego :
f()—f(t o Ot i
|.~Ml-;’<;+ M < Ex €= 28, (27)
t—t t—t

0 7]

De la misma manera, si r= A N (10-—8 . 1,) seobtiene también la desigualdad
(27) .

De (24) y (27) tenemos que

.

f()=f))

'( = i 28
()=~ 2
(] o
(vi) Enresumen, fy g sonderivablesen [0, 1]. y
0 =1, g)=0 si t€[0,1]-A, (29)
De (17) se tiene que
2 2
trmt + {gW) =1 si t€A. (30)
De (29) y (30) :
2 2
trwy + tgwt =1 paratodo r< [0, 11, (31

Ademds g’ es continuaen A, ydiscontinuaen [0, 11'=A. Por (31) seve

gue /* es continuaen A y discontinuaen [0, 1]-A. El conjunto de puntos
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de discontinuidad de /* (o ¢’) es [0, I1-A cuyamedida es mayor que

l\)|~

asi que /' (o g’) no es integrable segun Riemannen [0, 1].

NOTA DEL AUTOR.- En general encontrar un ejemplo con determinadas propiedades es

una tarea dificil, puesto que se trata de un trabajo es algo parecido al de un detective que

persigue a un criminal, En este articulo el autor ha querido mostrar el desarrollo completo

de la bisqueda de un ejemplo de un problema surgido en clase, siguiendo paso por paso el

camino pisado por el autor para llegar a la meta, con el objeto de que los lectores puedan

aprender algunos métodos de estudio matematico .

(1
(2
(3]
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