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LAMETRICA DE LOS MODELOS UNIFORMES EN COSMOLOGIA (*)

EDUARDO BRIEVA

1. Introduccion. El objeto de estas notas es presentar brevemente el problema

cosmologico, haciendo énfasis en la obtencion de la métrica de los Ilamados mo-
delos uniformes. La Cosmologia se propone investigar el Universo en conjunto, a
pesar de que solo una porcidn es accesible por medio de la observacion astrond —
mica. Se traia, pues, de desarrollar una mecanica del sistema de galaxias, utili-
zando hip6tesis simplificadoras convenientemente justificadas, y construir mode -
los que deberan reproducir, en la medida de lo posible, los fenomenos observados.
Es evidente que la representacion del Universo real por un modelo cosmoldgico

uniforme constituye una simplificacion extrema; no obstante, este tipo de mode -

lo proporciona una primera anroximacion en el estudio del problema.

La observacion muestra una distribucion discontinua de estrellas y materia inte -
restelar, elementos que se agrupan en vastas aglomeraciones, las gaiaxias, sepa-
radas por regiones en que la densidad de materia espiral, la Via Lactea o Gala —

xia, cuyas nubes absorbentes de polvo y gas interestelares constituyen un obsta-

(*) Texto de la conferencia dictada por el autor en el IV Coloquio Colombiano de Matema-

ticas. N. del E
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culo en el estudio del sistema de gaiaxias ; existen, sin embargo, métodos que

permiten tener en cuenta la absorcion.

Si se toman fotografias, en direcciones libres de absorcion, las placas presentan

las siguientes caracteristicas, en lo que a las galaxias se refiere :

a) Placas con el mismo tiempo de exposicion , tomadas en diferentes direcciones,

son cuaiitativamente similares.
L J

b) A mayor poder del instrumento mayor nimero de galaxias presentes en la placa,

sin que parezca existir un limite inferior en su brillo aparente.
c) En cadaplaca se observa una distribucion irreqular, con tendencia a ia forma
cion de cumulos.
Por otra parte, el espectro de las gaiaxias presenta un corrimiento hacia el rojo
correspondiente a velocidades de recesion que varian entre los 1000 Km's y los
100000 Km/'s.
Estas velocidades son proporcionales a las distancias, hecho que constituye la

Ley de Hubble :
v = HD

v+ veiocidad de recesion del objeto,

D : distancia del objeto al observador,

H : constante de Hubbie.
Tal fendmeno se interpreta diciendo que el Universo se halla en expansion, ex-
pansion que tiene lugar de manera isotropa.
Ei conteo de gaiaxias en funcion de la magnitud aparente, en grandes porciones
de la esfera celeste, muestra que, en primera aproximacion, el nimerc  aumenta

con la distancia ai cubo (N ~D’), o que es un indice de uniformidad. ~ Los
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estudios efectuados hasta ¢l momento sobre la distribucion de las radiofuentes ex-
tragaiacticas no reveian anisotropias significativas. lguaimente, la radiacion de

fondo cosmico de 3 K es isOtropa en alto grado

El marco tedrico, ai cual deben referirse los fendmenos someramente descritos, es-
ta constituido por la Teoria de la Relatividad Generai de Einstein Esta teoria uti-
liza un espacio de Riemann de cuatro dimengiones cuya métrica, o distancia entre

dos puntos vecinos, esta dada por la relacion -

(1)

=
{l
.|\)
+

2 - heS. et
5= g dxt dy [

en donde ¢ representa ias componentes del tensor métrico y se utiliza la con-
[N

vencion de Einstein.

De las cuatro coordenadas necesarias para describir el Universo, tres son espacia-
les y una iemporai ; de alli el nombre de espacio-tiempo dado al espacio de Rie -
mann de |a Relaiividad General. En este espacio-tiempo, los puntos se denominan

eventos. El intervalo entre dos eventos esta dado pues por la relacion (1) .

El espacio-tiempo es, por otro lado, tal que en cada punto (evento) el intervaio
ds? puede ponerse, mediante una escogencia conveniente de coordenadas, en la
forma :

ds 2= (B tat et Patadn (2)
en donde x* representa la coordenada temporal. Ademas, en todo punto del espa-
cid-tiempo el intervalo ds del espacio euclideano tangente es iguai ai de la Re -
latividad Especiai, o seael ds de Minkowski :

1 22 2
il ——2—[(dx1)2+(dx) e deiyton, 3)

C
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en donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio ; x . y. z son coordenadas es -
paciales y ¢ lacoordenada temporai. Es decir, que el espacio-tiempo de la Rela-
tividad Generai e§ locaimente idéntico al espacio de Minkowski de la Relatividad
Especial y, por lo tanto, ésta tiItima tiene vaiidez en la vecindad de un evento da-

do.

Las propiedades métricas del espacio-tiempo estan determinadas por su contenido

material y energético :

ge()metrlla —~——— maieria energl'a .

La geometria esta definida por las componentes ¢ del tensor métrico ; por su
/U'

parte, el contenido materia-energia esta descrito por medio del llamado tenso: de
impulsién-energia, de componentes T/u' . Se puede entonces escribir simbdlica -
mente

N0z (skesoEind (4)

g ur

Al explicitar la relacion simbOlica (4) . se obtienen las ecuaciones dei campo de

Einstein :
il w  (R2A)= 80 GT (5)
e 2 e wr
R : tensor de Ricci,
7%

R : curvatura escaiar ,

A\ constante cosmoldgica,

G ¢ constante gravitacionai

Se traia de determinar ia estructura del espacio-tiempo a partir de su contenido ma-
terial y energético, y encontrar enseguida ias trayectorias de las particulas, para

lo cuai se utiliza el principio de las geodésicas, segun el cuai una particula so -
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metida a ia> fuerzas gravitacionales implicitas en los coeficientes de la métrica
describe una trayectoria, o linea de universo, que es una geodésica del espacio-

tiempo .

Desde el punto de vista cosmoldgico el problema consiste en lo siguiente : cual
es la estructura yeométrica compatible con el contenido material del Universo en
conjunto y con los fendmenos fisicos que tienen lugar ? Asi planteado, el proble -
ma es de gran complejidad. Piensese, por ejemplo, en el sistema reai, discontinuo,
de gaiaxias en movimiento relaiivo; el espacio-tiempo correspondiente contendria
singularidades moviles separadas por regiones vacias. Las grandes dificultades
encontradas hacen necesaria ia introduccion de un esquema mas sencillo. Enton-
ces, se reemplaza el sistema real de galaxias por una distribucion continua,homo-

génea e isotropa : el fluido perfecto .

Este fluido puede interpretarse fisicamente como el resultado de la desintegracion
de todos ios cuerpos del Universo en sus atomos, y su difusion posterior, e ins -
tanianea, en todo el espacio. La densidad de este gas representativo en las ve -
cindades del observador puede identificarse con la densidad promedio de materia
caiculada por los astronomos. La presion puede tomarse como el equivalente de
aquellas formas de energia, distintas de la masa, presentes en el Universo. Las
particulas del gas, sometidas a las fuerzas implicitas en los coeficientes de la

métrica, describen lineas de universo que son geodésicas del espacio-tiempo.

Las gaiaxias se utilizan como indicadores del comportamiento de la materia uni-
formemente distribuida. Por la expansion del Universo, las particulas del fluido se
alejan unas de otras radiaimente. La observacion de este movimiento se hace por
medio de la radiacién emitida por las galaxias, lds cuales, como Unicos indicado-

res de posicion, se suponen fijas localmente con respecto a la materia uniforme -

158



mente distribuida; ei observador (Via Lactea) satisface el mismo requisito. En
P - 1 2 3 2 7.4
estas condiciones 1as coordenadas x",x",x  son constantes, ds = dt~, y el
intervalo entre dos eventos es una diferencia de tiempo. Se dice entonces que las
fuentes de radiacion y el observador se mueven por lineas especiales de univer

So

Se dijo ya que la Relatividad Especial tiene validez locai, puesio que el espacio-
tiempo utilizado es iocalmente idéntico al espacio de Minkowski : entonces, lara-
diacion se mueve por lineas de universo que son geodésicas nulas , tales que

ds = 0, o

2. Métrica de Robertson . Este elemento, ds®, constituye la base de los mode -
los relativistas de Universo y tiene una importancia fundamental en cosmologia

Para obtenerlo seqguiremos el planteamiento de Robertson [5] . Justificadas por
la observacidn, aunque debe recordzrse que sblo es accesible una porcion limita-

da del Universo, se introducen las siguientes hipotesis

a) Lavision del Universo en conjunto es idéntica para dos observadores contem-

poraneos cualesquiera. Este es el llamado principio cosmoldgico.

b) EI Universo es isotropo.

Se supondra, ademas, que todos los observadores poseen reiojes, goniometros emi-
sores y receptores de radiacion.

Consideremos dos galaxias, G y G’ , que describen lineas de Universo especia-
les. Sefiaies luminosas enviadas de G a G", generan una superficie bidimensio-
nal, ¥, en-el espacio-tiempo, la que puede extenderse mas alla de G y G'con-
siderando sefiales originadas antes de G , que viajan hasta mas alla de ¢’ (fig.

. - - ’
1. Sefiales enviadas de G* ‘a G determinan otra superficie % . Las dos su-
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Fig. 1

perficies coinciden pues de otro modo las sefiales de ida y vuelta determinarian
un plano, lo que es contrario a a hipbtesis de isotropia. Si una tercera galaxia G**
tiene una porcion de su linea de universo en ¥ . entonces toda su linea de uni-
verso esta contenidaen X, Lasuperficie X contiene, pues, una congruencia
de lineas de universo especiaies, es decir, de lineas de universo especiaies que
no se intersectan, con excepcion de un punto singular situado en el pasado. Pue -
den distinguirse mediante un cierto parametro « , continuo, creciente de G a G*;

tomaremos » = 0 para G .

Se traia ahora de establecer un sistema de coordenadas basado en sefiales lumi-~

nosas. El parametro » no basta, pues una vez fijada la linea de universo es ne-
cesario poder distinguir los eventos sobre ella. Cualquier evento E , en X .que-
da especificado por dos sefiales, en X, que pasan por E . Asi, un observador

en G designa £ por medio de las coordenadas
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Fig. 2

t,: tiempo de emi sion de la sefial G - E

1, tiempo de recepcion de la sefial E > G

Un observador en G, utilizando las mismas sefales, obtendra las coordenadas
.ty (fig. 2). Como transforman estas coordenadas al pasar de un observador

a otro ? Observemos que ¢, y tl’, como 1,y t'z, se refieren a la misma se-
nai. Entonces, ¢’ solo depende de ¢ y 5 de 12’ :

1 1

i

¢’

) p(tl)

t
2

q(tz')
Las funciones p y ¢ deben ser iguales por el principio cosmoldgico. La vision
del Universo obtenida por G debe ser iguai a la obtenida por G’ . Entonces
t; = plty)
1y = plt')

(6)
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en donde p es una funcion desconocida que puede depender solamente de otra

variable : el parametro «

Las ecuaciones (6) se escriben -

En donde / es una funcion continua y diferenciable, lo mismo su inversa j~

En virtud del principio cosmoldgico las ecuaciones de transformacion (7) son va-
lidas para dos observadores cualesquiera, en 3. Entonces cada una de las ecua
ciones de transformacion define un gruno de automorfismos de un parametro Po-

demos escoger « de modo que para »=0 se tenga el automorfismo idéntico

¢y :f(11,0)=11

l=.t',0 = ¢’
2= 165044

Los generadores de los grupos son (véase Apéndice) :

Sl(tl): s Ll } " y Sz(tz):[ ————————— ———]

y haciendo el caiculo resulta $;==5,. Para que existan los grupos de auto —

morfismos es necesario y suficiente que

Las soluciones de (8) son,

F(t'1)=F(t1) + u (9)

I‘(tz) = F(tz)-—u

162



en donde la funcion F esta dada por

Ahora es posible definir un sistema de coordenadas («,z), endonde « determi-

na la iinea de universo y ¢ designa el tiempo propio correspondiente.

Si escogemos G’ de modo que coincida con E , entonces t) = 1,=1, en don -

de 1 es el tiempo propio del evento E . y las ecuaciones (9) quedan

I’(tl) = F(t) -u
(10)
I’(lz) = F(1) + «u

1 se conoce con ei nombre de tiempo cOsmico .

. .z . ot 2
Una vez nallada la transformacion (10) se puede construir la métrica ds (t;.dt.)
J

para la superficie X . bajo los siguientes requisitos

2 f )
ds debe ser invariante,
2 ¥ it 2 4
ds debe ser una funcion cuadratica homogénea en dtl y dt,.
2 : R,
ds” =0 representa la trayectoria de los rayos iuminosos {(geodésicas nulas),

v g 2 . A :
ds*=dr* para u constante (lineas de universo especiales) .

La primera condicion implica que ds? debe ser Gnicamente funcion de los inva-
riantes de la superficie X . Para saber cuaies son estos invarianies hagamos

1 2 . ;
x = F(III . i I<(12).- las ecuaciones (9) quedan,
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con generadores

i / At
L —= -1
o u o u

Cualquier invariante & (v', dv’) debe satisfacer la ecuacion (véase Apéndice):

o Ao
R - 0
o o 2
o\ o x
2 I 2 1 p.
entonces <& puede depender solo de R yoidaTy oRerol ¢ e i

2i°(t) ; luego ds depende solo de t.dlf{/,) y dr(t )

La segunda condicion impone la forma
) 2

B 2
ds” f(l)l(/l"(/l)' } /:f(t)l(/l"(/I)J.|(/1"(I7l'~}’(I)[ (/l"(f7)] ;

2 . : .
pero ds- = 0 implica d/l 0 0 dr, 0. luego () =y (1) =0 Intro-

duciendo las ecuaciones de transformacion (/0) obtenemos :

2
ds Bt) 4l dE(D=dul | dF (1) - dul |

y teniendo en cuenta la definicion de F ,

B (1) 2)

= “é_-,. [oaiPos s2 (a9 2 3
§7(1)
Lok A p (1) . i
La cuarta condicion implica -~5-— =1, y se tiene finalmente,
§$7(1)
2 2
d52~dt =S (1 a’uz (11)

$(#) : funcion desconocida del tiempo cosmico.

u:  parametro continuo , definidoen X
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Por el principio cosmoldgico, lo anterior es valido para dos galaxias cuaiesquie-
ra. Cada pareja de lineas de universo especiales posee el mismo generador S (z)

y la misma métrica (11) .

Consideremos ahora el espacio tridimensional ¢ = cte. Se pueden establecer coor-
denadas xi( i=1,2,3) encadaespacio ¢= cte de modo que los eventos en
cada linea especiai de universo conserven las mismas coordenadas xi . El inter-
vaio entre dos eventos vecinos, du, sobre distintas iineas de universo, sera fun-
cion de la posicion y no del tiempo cdsmico : 2t i, dx7). Lasuperficie 3
intersecta cualquier espacio- ¢ = cte. segln una curva xi(u) . Supongamos xi(u)

diferenciable ; podemos escribir,
du? = b (b it dA =12 (12)

en donde bij representa las componentes-de un tensor en el espacio tridimensio-
2 " .
nal, ya que du~ es invarianie.

El espacio ¢ = cte. admite, en virtud del principio cosmoldgico y la hipétesis de
isotropia, una familia de 6 parametros de automorfismos métricos. Tres de estos
corresponden a ias transldciones de un observador ai otro ; los restantes represen
tan el nimero de grados de libertad presentes al orientar el sistema de coordena-
das de un observador. El espacio ¢ = cte. admite entonces el grupo maximo de
automorfismos métricos y por lo tanto posee curvatura riemaniana, &, constante

y su métrica es de la forma :

RN
2 3 Nii dx? dx

ds” =8 (1) (13)

!}2

K k
[1+—4— Nkfx x
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en donde N;; esuna matriz diagonal cuyos elementos distintos de cero son « I,

’

2 21 K

$* eselradio de curvatura, K es el indice de curvatura (K = = 1)y /6;4_,2_4
s’

La ecuacion (13) es validapara K = 0 siempre y cuando se tome $°, en tal

caso, como una constante arbitraria. Por el teorema de Helmholtz-Lie (véase Apén-

dice ), todos ios invariantes deben ser funciones de la expresion (13)

. 2 o v i : !
Ahora bien, el elemento du~ es una funcibn cuadraticaen dx’ , es invariante y

2
diferente de cero. Esto hace que #u~ sea proporcional -el factor de proporcio -

nalidad puede depender de - a la expresion (/3), y que hagamos N,.]. = 51./. Ob

tenemos la relacion ,

i i
2 2 2 2 dx dx
& &GS Wde =5 ! (14)
K &= 532
o TR
4

en donde ¢ (1) es el factor de proporcionaiidad. Siguiendo siempre a Robertson,
identificamos ¢ (1) de la siguiente manera : si en la ecuacion (/1) hacemos

T 2 ) L
dt = 0 y multiplicamos por «c se obtiene la expresion,

2 2 2
cE BB ) gt = o s (15)

Comparemos (14) y (I5) ; se ve que podemos hacer ¢ = C(#), ¢S~ §* y tomar

g

Este es el elemento de linea de un espacio de curvatura riemaniana constante
K=0,+ 1, Eneste caso hij tiene 3 componentes diferentes de cero, todas
iguales a la unidad. Si se emplea otro sistema de coordenadas apareceran compo-

nentes adicionaies. El espacio ¢ = cte. posee una curvatura riemaniana constan-
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te K=0,+ 1; Si K#0 suradio de curvaiura es ¢S (1) .

n cuanto al espacio-tiempo, su métrica es, teniendo en cuenta (11) y (16) ,

: 2 . .
2 §° fiini
- =d12 (1) dx" dx (17)
2 15112

K
By,
4 [1x+ &

Este es el elemento de Robertson-Walker, fundamental en cosmologia. Introducien-

do las coordenadas esféricas r, 0, ¢, la expresion (17) se transforma en

Jsz = dt2- 5'2 s dr? . T2d92+ o sen’ 6 d¢‘2 (18)
2 2
£ lisl, .K-:_..]

§*(1) es una funcion desconocida del tiempo. Las lineas de universo r= cte. 6 =
cte. , ¢ = cte., son geodésicas del espacio-tiempo y representan entonces solu-
ciones posibles de las ecuaciones de Einstein. Estas son las lineas de universo
especiales descritas por los indicadores de posicion (galaxias). Como quedd di-
cho, las galaxias poseen coordenadas r 6, ¢, fijas. Entonces $°'(#) aparece
como un factor de escala. En efecto, para ¢ fijo, la distancia s entre dos ga-

laxias G;y G de coordenadas comoviles ke 61, q_‘>1 y 7, 62, qSZ , es

2
igual a la longitud del arco de curva geodésica, obtenida por la integracion  del
elemento (18) . En estaintegracion $°’(#) es un factor ; todas las distancias
son , pues, proporcionales a S*(z). Porotro lado, s y ¢ poseen dimensiones
de tiempoy ¢ tiene dimensiones de velocidad, r, 6. ¢ son adimensionales,

K es un nimero puroy S’ debe tener dimensiones de longitud. Si $*(z) crece

con el tiempo, todas las distancias aumentan y se tiene la expansion del univer -

SO .
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La métrica cosmoldgica (18) contiene dos incOgnitas, la funcion S$°(z) y la cur-
vatura K, las que no son directamente observables. Es necesario relacionarlas
con cantidades observables, para poder de este modo intentar una confrontacion
cuantitativa entre las caracteristicas de los modelos y los resultados de la obser-
vacion . En esta forma se puede ver en qué medida los esquemas introducidos re-

presentan el Universo real y escoger, por otra parte, el modelo mas conveniente .

Los datos disponibles en.la region del Universo accesible a la observacion no
permiten hasta el momento privilegiar uno de los modelos. Se sabe que ia ley de
Hubble no es estrictamente lineal, la expansion estaria retardada, pero no se co-
noce si el modelo es oscilante o en expansion permanente. Tampoco se puededis-
criminar entre espacio esférico e hiperbdiico. Falta todavia mucho trabajo’, tanto
en el campo tedrico como en el observacional, antes de que el problema cosmolo-

gico sea resuelto en forma satisfactoria.

Apéndice : Teoremas utilizados

1) Sea el automorfismo de un parametro «x'* = f? (x-l, a), endonde x  son
los puntos de un espacio de » dimensiones, « es un parametro real conti-

nuo, / una funcion continua y diferenciable.

La condicion necesaria y suficiente para que exista el grupo de automorfis -

mos x'’(x/, a) es que se satisfaga la ecuacion diferenciai ,

- N / : ] l ,j
A &'(x*) en donde fl(x) =[ 9/ (x, @ l
Jda da a=0
& (x)  se denomina el generador del grupo.

2) Un espacio de » dimensiones admite, como maximo, + »(x + I) automor-
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3)

(1]
f2|

fismos métricos. Si ello es asi, el espacio tiene curvatura constante.

Teorema de Helmholtz-Lie. Es un espacio tridimensional que admite el grupo
maximo de automorfismos métricos, todos los invariantes del grupo son funcio-

nes del elemento de linea,

N, dx'? d.\'j
d52 = 5'2 ~—--ll_-kr bt
, k.
L 1 —z [\kl.\ X ]
§* es el radio de curvatura, K=1,-1,0, k= _._’%_ .Si K=0. 5" es
Su

una constante arbitraria.

N,.]. : matrizdiagonal cuyos elementos distintos de cero son « 1.
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