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LA METRICA DE LOS MODELOS UNIFORMES EN COSMOLOGIA (*)

EDUARDO BRIEVA

I, l ntreduccion. EI objeto de estas notas es presentar brevemente el problema

cosmoloqico. haciendo enfasis en la obtencion de la metrica de los Ilamados mo-

delos uniforme s. La Cosmologia se propene invesiigar el Universo en conjunto, a

pesar de que solo una uorcicn es accesible por medio de la observacion astrono s-

mica .. Se trala, pues. de desarrollar una mecanica del sistema de galaxias, utili-

z ando hipotesi s simplificadoras convenientemente justificadas, y construir mode-

los que deberan reoroducir, en la medida de 10 posible, los Ienomenos observados.

Es evidente que la representac ion del Universo real por un modele cosmolcqico

uniforme consiituye una stmplificacicn extrema; no obstante, este tipo de mode-

10 prooorciona una primera aoroximacion en el estudio del problema.

La observacion muesira una dlstribucicn discontinua de estrellas y materia inte-

reste Iar, el emento s que se aqrupan en vastas ag lomeraciones, Ias gal axi as, sepa-

radas por regiones en que la densidad de materia espiral, la Via Lactea 0 Gala-

xi a, cuyas nubes absorbentes de polvo y gas interestelares consiituyen un obsta-

(0) Te xro de la conferencia di ct ad a par el autor en el IV Co lo qui o Col ornb iano de Ma tema-

t ic a s, N. del E.
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culo en el estudio del sistema de qai axias ; existen, sin embargo, metodos que

permiten tener en cuer.ta la absorc lon.

Si se toman fotografias, en direcciones libres de absorcion, las placas presentan

las siguientes caracteri sticas, en 10 que a las galaxias se refiere:

a) Plac as con el mismo tiempo de expo sic icn , tomadas en diferentes direcciones.

son cualitativamente.srmilares.

•
b) A mayor poder del instrumento mayor nurnero de galaxias presentes en la pl aca.

sin que parezca existir un limite inferior en su brillo aparente.

cl En cada placa se observa una distribucion irregular, con tendencia a la forma-

cion de cumulcs.

Por otra parte, el espectro de las gaiaxias presenta un corrimiento hacia el rojo

correspondiente a velocidades de recesion que varian entre los 1000 Km/s y los

100000 Krn/ s.

Estas velocidades son proporcionales a las di stancias. hecho que constituye la

Ley de Hubble :
1J =HO

1J: veiocidad de recesion del objeto.

f) : distancia del objeto al observador ,

H : constante de Hubble.

Tal fenorneno se interpreta di ciendo que el Universo se halla en expansion, ex-

pansion que tiene luqar de manera isotropa

EI conteo de gaiaxias en tunc ion de la rnagnitud aparente, en grandes porciones

de la estera celeste, muestra que, en primera aproximacion, el nurnerc aumenta

con la distancia ai cubo (N _03), 10 que es un indice de uniformidad. Los
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estudios efectuados hasta e l momento sobre la distribucion de las radiofuentes ex-

traqaiacticas no reveian anisotropias siqnificativas. Igualmente, la radi acion de

fondo cosrnico de 3" K es isotropa en alto grade

EI marco teor ico. ai cual deben referirse los Ienomenos someramente descritos.es-

ta constituido par la Teori a de la Relatividad Generai de Einstein Esta teoria uti-

liza un espacio de Riemann de cuatro dimensiones cuya metric a, 0 distancia entre.
dos puntos vecinos, esta dada poria relacion "

") 11 I
ds - = g dx dxIi /" 11 • v = J. 2. 3. of (I)

en donde s representa las componentes del tensor metrico y se uti liza la con-
11' '

vencion de Einstein.

De las cuatro coordenadas necesarias para Liescribir el Universo, tres son espacia-

les y una temporal; de alii el nombre de esnacio-tiempo dado al espacio de Rie-

mann de la Relaiividad General. En este espacio-tlempo. los puntos se denominan

eventos. EI intervalo entre dos eventos esta dado pues por la relacion(l).

EI espacio-tiempo es. por otro lade. tal que en cada punto (evento) el intervaio

ds2 puede ponerse, mediante una escogencia conveniente de coordenadas, en la

forma :

(2)

en donde x4 representa la coordenada temporal. Ademas. en todo punto del espa-

cic1-tiempo el intervalo ds del espacio euclideano tangente es iguai ai de la Re-

latividad Especial, 0 sea el ds de Minkowski :

2 2 1 12 22 32
ds = d t - -2" [ (dx ) + (dx ) + (dx ) 1

c

(3 )
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en donde c es la velocidad de la luz en el vac io ; x. y. z son coordenadas es-

paciales y t la coordenada temporal. Es decir, que el espacio-tiempo de la Rela-

tividad General es locaimente identico al espacio de Minkowski de la Relatividad

Especial y, por 10 tanto, esta ultima tiene vaiidez en la vecindad de un evento da-

do.

Las propiedades metri cas del espac io-tiempo estan determinadas por su contenido

material y enerqetico :

g eome tria materia e uergi a .

La geometria esta definida por las componentes g del tensor metrico ; per su
IlV

parte, el contenido materia-energia esta descrito per medio del Ilamado tense: de

impul sicn-enerqia, de componentes T . Se puede entonces escribir s imbclica -
Illl

mente :

(g ) +-7 (T )
Il" Ill'

(4)

AI explicitar la relacion s imbolic a (4) . se obtienen las ecuaciones del campo de

Einstein:

R- .l. f!. ( R -2 i\ ) 0= 8 77 GT
Il' . 2 Ill' tu

(5 )

R tensor de Ricci,
'Ilu

R curvatura escai ar ,

;\ con stante cosmolouica I

(; con stante qravitac iona: _

Se traia de determinar la estructura del espacio-tiempo a partir de su contenido ma-

terial y enerqetico, y encontrar enseguida las trayectorias de las particul as. para

10 cuai se util iza el principio de las geod€sicas, sequn el cua: una particula 50--
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metida a las fuerzas gravitacionales implicitas en los coeficientes de la metric a

describe una trayectoria, 0 linea de universe, que es una qeodes ic a del espacio-

tiempo .

Desde el punto de vista cosmol6gico el problema consiste en 10 siguiente: cual

es la estructura yeometrica compatible con el contenido material del Universo en

conjunto y con los fen6menos fisicos que tienen lugar ? Asi planteado, el proble-

ma es de gran complejidad. Piensese, por ejemplo, en el sistema reai, discontinuo,

de gaiaxias en movimiento relativo : el espacio-tiempo correspondiente contendria

singularidades m6viles separadas por regiones vacias. Las grandes dificultades

encontradas h acen necesari a Ia i ntroduc cion de un esquem a mas sene i 110, Enton-

ces, se reemplaza el sistema real de qalaxias por una distribuci6n continua.homo-

qenea e lsotropa : el fluido perfecto.

Este fluido puede lnternretarse fisicamente como el resultado de la desintegraci6n

de todos ioscuerpos del Universo en sus atornos. y su difusi6n posterior, e ins-

tantanea, en todo el espacio. La densidad de este gas representativo en las ve-

cindades del observador puede identificarse con la densidad promedio de materia

caiculada por los astronomcs. La presion puede tornarse como el equLvalente de

aquellas formas de enerqia, distintas de la mas a, presentes en el Universo. Las

particulas del gas, sometidas a las fuerzas implicitas en los 'coeficientes de la

metrica, describen lineas de universe que son qeode si cas del espacio-tiempo.

Las gaiaxias se utilizan como indicadores del comportamiento de la materia uni-

formemente distribuida. Por la expansicn del Universo, las particulas del fluido se

alejan unas de otras radiaimente. La observaci6n de este movimiento se hace por

medio de la radiaci6n emitida por las galaxias, las cuales. comounicos indicado-

res de po sicion, se suponen fijas localmente con respecto a la materia uniforme-
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mente distribuida; ei observador (Via Lat te a) satisface el rnisrno requisito. En

t do ° , d d 1 2 3 ? 2es as con IClones 'Ias coor ena d S x x, x son constantes, ds - = dt , yel

intervalo entre dos eventos es una diferencia de tiernpo. Se dice entonces que las

Fuentes de radiacion y el observador se mueven por lineas especiales de univer-

so.

Se dijo ya que la Relalividad Especial tiene validez locai, pue sto que el espac io-

tiempo util izado es iocalmente identico al espacio de Minkowski ; entonces, la ra-

di ac lon se mueve por lineas de universe que son geodisicas nulas , tales que

ds = o.

i, Metrica de Robertson" Este elemento, ds2. constituye la base de 105 mode-

los relativistas de Universo y tiene una importancia fundamental en cosmologla .

Para obtenerlo seguiremos el planteamiento de Robertson [5]. Justificadas por

la observacion, aunque debe recordarse que solo es accesible una pore ion limita-

da del Universo, se ihtroducen las siguientes hlpotesis :

a) La vision del Universo en conjunto esidentic a para dos observadores contem-
• -<.

poraneos cualesquiera. Este es el Ilamado principio ccsmolcqico.

b) EI Universo es isotropo.

Se supondra, ademas, que todos los observadores poseen reiojes, qonicmetros.emi-

sores y receptores de radiacion.

Cons ideremos dos gal axi as, G y G', que descri ben I ineas de Uni verso espec i a-

les. Sefiales lumlnosas enviadas de GaG'. generan unasuperfici e bidimensio-

nal, l, e'nel eSI1acio-tiempo, la que puede extenderse mas alia de G yG'con-

siderando sefiales originadas antes de G, que viajan hasta mas alia de G' (fig.

1>. Sefiales enviadas de G'a G determinan otra superficie z.'. Las dos su-
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Fig. 1

perficies coinciden pues de otro modo las sefiales de ida y vuelta determinarlan

un plano, 10 que es contrario a la hipotesis de isotropla, Si una tercera ~alaxia C"

tiene una porcion de su linea de universe en L, entonces toda su linea de uni-

verso esta contenida en L. La superficie L conti ene, pues, una congruencia

de lineas de universe especiaies, es decir, de lineas de universo especiaies que

no se intersectan, con excepcion de un punto singular situado en el pasado. Pue-

den distinguirse mediante un cierto parametro 11, continuo, creciente de GaG ';

tomaremos 11 = 0 para G.

Se trata ahora de establecer un sistema de coordenadas basado en sefiales lumi-

ncsas. EI parametro II no basta, pues una vez fijada la linea de universe es ne-

cesario poder distinguir los eventos sobre ella. Cualquier evento E. en L ,que-

da especificado por dos sefiale s, .en L, que pasan por E. Asi, un observador

en G designa E por medio de las coordenadas ;

160



E

Fig. 2

'J: tiempo de emi sian de la sefial G .... E

'2,' tiernpo de recepcion de la sefial E .... G

Un observador en G', utilizando las mismas sefiales, obtendra las coordenadas

'i' '2 (fig. 2L Como transforman estas coordenadas al pasar de un observador

a otro 7 Observemos que ': y ,;, como '2 y ,;, se refieren a la misma se-

fial. Entonces, ,; solo depende de '1 Y '2 de ';

'; p(,])

'2 q(,;J

Las funciones p y q deben ser iguales por el principio cosmoloqico. La vision

del Universo obtenida por G debe ser iguai a ia obtenida por G',

'J=p('J}
'2 = P (t'2)

Entonces

(6 )
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en donde /) es una func ion desconoc ida que puede depend er sol arnente de otra

variable: el parametro /I,

Las ecuac iories (6) se escriben :

I; - l(1
1

,/I)

(7)

12 - l(I;, 1I)

. -1
En donde .I es una funcion continua y diferenciable, 10 mi srno su inversa J

En virtud del principio cosmoloqico las ecuaciones de transformac ion (7) son va-

lidas oara dosobservaJores cualesquiera, en 2,. Entonces cada una de las ecua

ciones de transtormacion define un grupo de automorfismos de W1 panimetro. Po-

demos escoger 1I de modo que para 1I "'0 se tenga el automorfismo identico :

, =f(" 0)=,'
2 2' 2

Los yeneradores de los grupos son (vease Apendice) :

ati('I'U)[-----------lau U =0
y

y haciendo el calculo resulta 51 = -52' Para que existanlos grupos de auto-

morfismos es necesario y suficiente que

a, '
____L = 5 ( " )au

a " 2
a u

=-5(") 2
I ... ',
I o )

Las soluciones de (8) son,

F('i) = F('I) + u

FOi) = F('2j- u

(9)
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en donde la funcion Festa dada por

x
dx

sex)
F t x) r

Ahoraes posible definir un sistema de coordenadas (u,I), en donde u determi-

na la linea de universe y t designa el tiempo propio correspondiente.

Si escogemos G' de modo que coinc ida con E, entonces Ij == Ii == t , en don-

de f es el tiempo propio del evento E. Y las ecuaciones (9) quedan,

/; ( 11 ) r (I) .- u

tun

f se conoce con el nombre de tiempo cdsmico ,

d/ debe ser invariante,

d/ debe ser una Iunc ion cuadratic a homoqenea en dl1 y d12.

2
ds ==U representa la trayectoria de los rayos lummosos (geodesicas nulas) f

ds2==dl2 para II constante (I!neas de universe especiales) ,

La primera condiclcn implica que ds2 debe ser unic amente funcion de los inva-

riantes de Iasuperficie ~ Para saber cuales son estes invarianles hagamos

1 _ 2 .
.v <r (t 1) Y .\ '" 1- (12)" las ecuaciones (9) quedan,

,1 _
x -x +11
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COil qeneradore s

,II,
- , y

;) I] -,
,) /I (J /I

Cualquier invariants ,I> (/, r/)) debe sat is lacer la ecuac ion (ve ase Apendice J:

{Jcj;

. ,
(I x

;, <.~
---_.

1
(1\

=0

entonces C) ouede depender solo de .\ 2 , )

dx Y ds. ", Perc ,\
1

21'1/): luego ds depende solocle I. dl'U,J Y dr(1
2
),

La sequnda condicion impone la forma

?? 2
ds " = (J (I) I (W(I ) 1- 'r /3(1) I dnl ) j. Idl'U )1 +- \' (r) I rll'(I ) 1

, I I 2' 2

?
perc ds" ,,0 implica dt "0 0 rll? " 0, luego I) (I) = )' (I) ~ O. Intro-

I -

duciendo las ecuaciones de transformacion (10) obtenemos :

,2.
d s := f3 ( t ) I [ d F(1)- d u I [ d F (/) + du I I

y teniendo en cuenta la definicion de F.

2 (3 to ? 2
d s =~-- [dt-·S i t r d u.

,\2 ( I)

p (tJ
La cuarta condic ion irnolic a '-;2(';) 1. Y se tiene finalmente,

2 _ 2 2 2
ds - dt - S i t} du ( 11)

S (/): funcion rlesconocida del tiempo co smico.

II : pararnetro continuo, definido en 2 .
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Por el principiocosmo loqlco, 10 anterior es val ido para des galaxias cuaiesquie-

ra. Cada pareja lie lineas de universe especiales posee el mismo generador S (tJ

Y la rnisma metrica (11).

Consideremos ahora el espacio tridimensional I '" cte . Se pueden establecer coor-

denadas . / ( i > I, 2, 3 j en cada espacio I '" c te de modo que los eventos en

cada linea especiai de universe conserven las mismas coordenadas /. El inter-

vaio entre do s eventos vecinos, du , sobre distintas lineas de universo, sera fun-

cion de la posicion y no del tiempo ccsmico : du2(xi, dxj). La superficie ~

intersecta cualquier espacio I = c te , sequn una curva x i(u). Supongamos xi(u)

diferenciable; podemos escribir,

2 k 0 0

du := h .. (x ) dx 1dx J
lJ

i,j,k = 1,2, 3 (12)

en donde i : representa las componentesde un tensor en el espacio tridimensio-
- lJ

I d 2 0 o.
na I yaque u es mvan arne.

EI espacio I = cleo admite, en virtud del principio cosmoltiqico y la hipotesis de

l sotropia, una familia de 6 parametres de automorfismos metricos. Tres de estos

corresponden a ias translaciones de un observador ai otro ; losrestantes represeg

tan el nume ro de grados de Ii bertad p resentes al orientar e I si stema de coordena-

das de un observador. EI espacio I = cleo admite entonces el grupo maximo de

automorfismos metricos y por 10 tanto posee curvatura riemaniana, k, con stante

y su metrica es de la forma:

2 '2ds = S (tJ

[1 K k/}2
+- N JX x

4 k

o j
N .. dx 1 dx
'J
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en donde N .. es una matriz diagonal cuyos elementos distintos de cero son ± 1,
1/

K
S' es el radio de curvatura, K es el indice de curvatura (K = :!: 1) Y k = ----S·2 .

La ecuacion (13) es valida para K z: 0 siempre y cuando se tome .'I', en tal

caso, C0l110 una con stante arbitr ari a. Por el teorerna de Helmholtz-Lie (vease Apen-

dice), todos ios invariantesdeben ser funciones de la expresion (13),

Ahora bien, el elemento du
2

es una funclcn cuadratica en dx i , es invariante y
2

diferente de cere. Esto hace que dn sea proporcional - el factor de proporcio-

nalidad puede depender de / - a la expres ion (13), Y que hagamos N .. = 8 .. Ob
1/ 1/

tenemos la re lac ion ,

2 2 2 2 2
ds = C (1).'1 (t)dll =.'1' (I) (14)

K ' . 2
1 -r- _ x/ xl !

4

en donde C (t) es el factor de proporcionaiidad. Siguiendo siempre a Robertson,

identificamos C (t) de la siguiente manera : si en la ecuacion (J 1) hacemos
2

dt ~ 0 y multiplicamos por _ c se obtiene la expresion.

2 2 2 2
c .'I (I) du = - c ds (15)

Comparemos (14) y (15),. se ve que podemos hacer c C (t) , cS " S' Y tomar

dxidxi
- ---------------_._- (16)

K . '2
[1 +_ x/ xl]

4

Este es el clemente de linea de un espacio de curvatura riemanianaconstante

K = O. ± 1 En este caso h .. tiene 3 componentes diferentes de cere, todas
1/

iguales a launidad. Si se ernplea otro sistema de coordenadas apareceran compo-

nentes adicionales. EI espacio I = c te, posee una curvatura riemaniana constan-
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te K =: O. ± J ,. Si K 0/ 0 SLi radio de curvaiura es d(t).

En cuanto al espacio-tiempo, su metrica es, teniendo en cuenta (11) y (16) ,

2 2 S 12 (t)
ds =: dt __ ---;:_

2
c

([7)

Este es el elemento de Robertson-Walker, fundamental en cosmoloqia. Introducien-

do las coordenadas esfericas T. e, eP, la expres ion (17) se tr ansforma en

2 2 s,2
ds =: dt ---

2
c

(IS)

S'(t) es una funcion desconocida del tiempo, Las lineas de universe T =: c t e. e '"
c te , ,eP,= cle., son geodesicas del espacio-tiempo y representan entonces solu-

ciones posibles d~ las ecuaciones de Einstein. Estas son las lineas de universe

especiales descritas por los indicadores de posicion (galaxiasl. Como quedo di-

cho, las galaxias pcseen coordenadas T, e, eP, fijas. Entonces S '(t) aparece

como un factor de escala. En efecto, para t fijo, la distancia s entre dos ga-

laxias 61 y 62, de coordenadas comoviles T
1
, el, eP

l
Y T2, ()2' eP2 ,es

iqual a la longitud delarco de curva qeode sica, obtenida por la inteqr acion del

elemento (IS). En esta inte qracicn S'(t) es un factor; todas las distancias

son, pues, proporcionales a . S'(t). Por otro lado, S y I poseen dimensiones

detiempo y c tiene dimensiones de velocidad, T, e, eP son adimensionales,

K es un rnimero pure y S' debe tener dimensiones de lonqitud. Si S'U) crece

con el t iempo, todas las distancias aumentan y se tiene la expansion del univer-

so .
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La metrica cosmoloqicaj ts! contiene dos incognitas, la funcion st» y la cur-

vatura K, las que no son directamente observable s. Es necesario relacionarlas

con cantidades observables, para poder de este modo intentar una confrontacicn

cuantitativa entre las caracteristicas de los modelos y los resultados de la obser-

vacion 0 En esta formase puede ver en que medida los esquemas introducidos re-

pre sentan elUniverso real y escoger, por otra parte, el modelo masconveniente 0

Los datos disponibles enla region del Universo accesible a la observacion no

permiten hasta el momento privilegiar uno de los modelos. Se sabe que ia ley de

Hubble no es estrictamente lineal, la expansion estaria retardada, pero no seco-

noce si el modeloes oscilante 0 en expansion perrnanente, Tarnpoco se puede dis-

criminar entre espacio esferi co e hiperboli cc, Falta todavia mucho trabajo, tanto

en el campo teorico como en el observacional, antes de que ei problema cosmolo-

gico sea resuelto en forrnasatisfactori a.

Apendice : T eoremas utili zados

1) Sea el automorfismo de un parametro x,i = Ii (x( a), en donde / son

los puntos ae un espac io de n dimensiones, a es un parametro real conti-

nuo' I una funcion continua y diferenciable ,

La condicion necesaria y suficiente para que exista el grupo de automorfis-

mos x.' «.', a) es que se satisfaga la ecuac ion diferenciai ,

a ,ix
() CI

. en donde

!.; (x) se denornina el generador del qrupo.

2) Un espacio de n dimensiones admite, como maximo, ~ n i n + J)automor-
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fismos metricos. Si ello es as I, el espacio tiene curvatura constante.

3) T eorema de Helmholtz-Lie. Es un espacio trid imensional que admite el grupo

maximo de automorfismos metrlcos. todos los invariantes delgrupo son funcio-

nesdel elemento de linea,

N .. dx i dxJ_~_ZJ _
K k I 2l 1 + --- Nk1x x 1
4 .

S' eselradiodecurvatura, K'" I.-I,D, k= K .Si K=:O. S' es-~~T
una constante arb ltraria.

Nij i. matriz diagonal cuyos elementos distintos uecero son
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