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EL SENOR DE FERMAT Y SUS PROBLEMAS, 11 ()

VICTOR SAMUEL ALBIS GONZALEZ

Continuamos aqui el estudio, iniciado en [191, de la influencia de Fermat en el

desarrollo de la teoria de los nimeros.

3. Laecuacion y2+ k= x> . El teorema de Mordell - Weil .

Los problemas ¢ y ¢’ [191 conducen naturalmente a la ecuacion vy 2 k=x0
la cual, segln el decirde L. J. Mordell [10 ; pag. 2381, ha representado un pa-
pel fundamental en el desarrollo de la teoria de los nimeros. Comencemos por ano-

tar que la ecuacion
(8) y2i42= 43

fue estudiada por Bachet quien, en 1621, indicé un método para obtener otras so-
luciones racionales cuando una de ellas [x,y] era conocida; este método es
él de las tangentes y secantes al grafico de la ecuacion (1), el cual discutire -
mos mas adelante. En la carta que da origen a esta serie de articulos divulgativos
[191, Fermat indica que las Unicas soluciones enteras de (8) son [3+51, vy

que las puede obtener por descenso infinito. Euler, en 1788, usando el descenso

(*) Este articulo corresponde a la conferencia sobre curvas Elipticas dictada por el autor

en el IV Coloquio Colombiano de Matematicas. N. del E.
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infinito, mostrd que yZ— 1=x3 no tiene raices racionales para x > 0, salvo
si x=2. Encontré también las soluciones enteras de (8), asumiendo tacitamen-
teque el anillo Z[\/-2] ={a+b\=2 ; ab € 2} esfactorial, aunque del
método empleado no resulta obvio que se encuentran todas las soluciones busca -

das [3; vol. Il , pag. 5341,

De acuerdo con la anterior discusion en el estudio de la ecuacion
9) y2 + k=x

aparecen naturalmente dos problemas que investigar :

(a) La ucterminacion del nimero de soluciones enteras de (9) .

(b) Y cOmo obtener soluciones racionales de (9) a partir de otras.

Para discutir mejor estos asuntos necesitaremos de algunas nociones geomé-
trico-algebraicas. Asi, una ecuacion polindmica f(x,y) = 0 estara representa-
da geométricamente por una cierta curva (en el plano) real {[x,y1; f.(x'y)’—‘ 0}
si x e y toman sélo valores reales o por una . 4perficie de Riemann si x ey
toman valores complejos. Por extension, decimes que la superficie de Riemannen
cuestion es una curva (compleja) .

Para el estudio de las curvas los gedmetras han encontrado que ciertas trans-
formaciones de una curva en otra “'mas sencilla’ facilitan su estudio. Entre es-
tas transformaciones encontramos ias llamadas transformaciones birracionales 5

ellas efectian cambios de variables del tipo siguiente

(10) P(zu) , y=t(z,u) ;

®
n

Dix,y),e=W(x,y) si [flx,y)=0,

(11) z

donde @,¢,® y ¥ son funciones racionales de sus argumentos y mediante
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(10) y (11) se establece una correspondencia biunivoca entre los puntos de las
curvas f(x,y) =0 y f(z,u)=f(P(z,u), Y(z,u) =0, salvo un nimero
finito de puntos. En esta situacion solemos decir que las dos curvas f(x,y) = 0

y F(z,u) =0 son birracionalmente equivalentes .

Mediante una transformacion birracional de una curva en otra pueden cambiar
el grado de la ecuacion, la forma y muchas cosas mas; pero hav algo que no varia,
un nimero entero positivo llamado el genero ¢ de la curva . Esie hechoes .un
conocido teorema de Riemann [22; pags. 185-180 ] cuya demostracion no in-
tentaremos aqui . Sin embargo , estando interesados en las curvas clbicas (de ter-
cer grado) es posible en este caso caracterizar las de géneros 0 y I ( entre
otras cosas, no hay mas) : si la curva f(x,y) = 0 tiene un punto singular, es

decir, si el sistema de ecuaciones

0 : dflx,y)
s bk iy it iy g
9 x 9y

tiene una solucion [x,y ], la curva es de género 0 ; si este sistema no tiene

solucion, la curva es de género 1. Asi, por ejemplo, la curva f(x,y)=y%x>-x2=0

es de género 0, pues el sistema

d f(x,y) d flx,y)
f(x,y =-x(3x=2) =0 , —fx_y_ =2y=0, f(x,y) =.0
dx dy i

admite al punto [x,y]1=[0, 0] como solucién ; en cambio, la curva f(x,y) =

y%— x3 4+ x=0 esdegénero I; pues el sistema

3 adf(x,y)
flx,y) =3x2+1=0 ,-_f_f_z...= 2y =0 ., Slxy) =0
ax dy

no admite soluciones ; de igual forma, puede mostrarse que si k£ # 0, la curva
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Y 2
flx,y) = y“+ E-x3 =0 esde género 1. De manera que para el estudio de la

ecuacion (9) solo necesitaremos considerar clibicas de género 1.

En esta situacion, podemos suponer, sin pérdida sustancial de la generalidad,
que el punto [0,01] es un punto de la curva, efectuando si es necesario una tras-
lacion del origen de coordenadas; de igual forma podemos escoger los ejes coor-
denados como mas nos convenga valiéndonos de una rotacion, sin que por ello la
curva pierda su forma. También dada una recta ax + by + ¢ = 0, al sustituir sea
x,Sea y, en laecuacion clbica f(x,y) = 0, obtenemos una ecuacion sea en
x, seaen y, de grado inferior a tres’; de lo cual concluimos que una recta cor-
ta a una clbica a lo mds en tres puntos. En particular, como la clbica es de géne-
ro 1, es decir, sin puntos singulares, la tangente a la curva en cualquier punto

g [, ] esta determinada univocamente por

9 f(x5,,) Aflx,,y,)
(12) T——(x—xo) + —%— (y-yo) =0 M

por lo dicho anteriormente, podemos suponer que [xo, yo] =[0,01.de modo que
despejando sea x, sea y, obtenemos sea F(x) =0, sea G(y) =0. En este
caso es facil ver que x=0 (resp. y =0) es una raiz doble de F(x)= 0( resp.
G(y) = 0) 'y que la recta tangente corta a la curva en otro punto, que bien puede

ser el mismo punto de tangencia o el punto de coordenadas [ o, o] .

Finalmente, recordemos [23; pag. 323 1 que podemos escribir un polinomio
de grado total 3 en’laforma f(x,y) = /[ (x,y)+/, (x,y)+ fz(x,y)+ f3(x.y) .
donde cada f;(x,y) es un polinomio homogéneo de grado 7 (i =0,1,2,3). En

particular, como [0, 0] pertenece a la curva, podemos escribir

flx,y) = /I(x,y) + fz(x,y) + f3(x, y).
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Bajo estas circunstancias nos proponemos demostrar el siguiente resultado
Teorema 3. Si una cibica de género 1 y coeficientes racionales tiene un punto
racional, entonces existe una transformacion birracional que la transforma en
una cubica de ecuacion
Y9k XPLURR 1B

donde AB =@ y 4A°.27B2#0.

Demostracion : Sea P, = [ % 1 el punto de coordenadas racionales, y to~

= 0.V
memos como origen el punto P; = [xl . y11 . de coordenadas racionales,en que
la tangente a lacurvaen P lacorta nuevamente. La clbica puede escribirse

ahora en la forma
(13) fl(x,y) + fz(x,y) +f3(x,y) =5,

donde las fi(x' y) son polinomios homogéneos de grado i = 1, 2, 3, yaque la
clbica pasa por el origen. Hagamos ahora una rotacion de ejes en tal forma que
la tangente P, P; no sea el eje de las y, escribiendo todavia la ecuacion de
la clibica como en (13). Haciendo y = xt, estarecta paramétrica cortara a la

clbica, ademas de hacerlo en el punto [ 0, 0], en los puntos determinados por

la ecuacion de segundo grado en «x
200,00 xf (1, 0471y =0
3 ;) + 5 A o KY f1 b)) = ;
es decir, en los puntos determinados por

2
Lx + 2Mx+N=20

donde L, M, N sonpolinomios.en ¢, de coeficientes racionales y de grados

respectivos 3, 2, 1. De aqui resulta que



2
(Lx + M) = Mz_LN

como P,y PI son puntos racionales y la tangente P PI
por una ecuacion del tipo y = xt, , encontramos que la cudrticaen 1, M2 LN=0
2

esta representada

tiene una raiz racional ¢ , pues es claro que las raices de M° - LN = 0 corres-

ponden a las rectas que pasan por P; y son tangentes a la cubica. Hagamos

t=1t 4+ 1/T . Entonces
2 4
(Lx +M) = F(T)/T :

donde F(T) es unaclbicaen T, de coeficientes racionales. Haciendo T =
CX+D,C yDEQ, Lx+M=NY # (CX + D)?, obtenemos una ecuacion de

la forma
(14) y2=4x3-ax-s ,

donde 4,6 €@ . Obtiénense asi las formulas

t=(EX +G)/ (CX +D) e y=tx.

De aqui es facil obtener expresiones X =@ (x,y), Y =¢ (x,y), x =®(X.Y),
y =W (X,Y) que nos dan la transformacion birracional buscada entre (13)y (14)
Claramente si [X,Y ] es racional obtendremos [x,y1 raciomal, y viceversa.

La ecuacibn (14) se transforma en la siguiente

(15) F(X,Y)=Y%2-Xx3 t AX +B=0

al sustituir X,Y por X/R, Y/4, respectivamente. Finalmente, dado que (15)

sigue siendo de género I, pues el gérero no cambia por ura transformacion bi-

rracional, el sistema
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Il -y =o ; ==3X“ 1+ A=0 ; FX,Y)=0 _.
aJdy a X
no tiene solucion , es decir :
X2 ax-B=0 y x2'= A/3

no tiene solucién , o lo que es lo mismo, d = 4.A°~ 278240 .

Si en (15) hacemos Y = 0. obtenemos
(16) X3~ axsB=0,

y como d = 4A%-27B2 #0, las tres raices de (16) son todas distintas [ 23 ;
pags. 240-242 ] : de aqui resulta que la parte real de la curva (I5) tendra una
y sOlo una de las dos formas presentadas en la figura 1 ; en particular, la curva

Y2 =x3_ ¢ se presentara siempre como en la figura 1, b) .

A Y /.Y
> X
Y2.x3.x=0 y2=x3.2
d=4>0 d=—108<0
a b)

Figura 1

Supongamos ahora que P un punto de coordenadas racionales de la cubica
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(15) . Latangente a la curva en el punto P corta a la clbica en un tercer pun-
to, tal como hemos indicado antes, y este punto tiene coordenadas racionales co-
mo es facil verificar. Asi mismo, si P, y P, son dos puntos racionales de(I5)
la recta que los une corta a la clibica en otro punto (en general distinto) también
de coordenadas racionales. Este procedimiento, debido a Bachet, sugiere la posi-
bilidad de que todos los puntos racionales de la clibica (15) se obtienen de esta
forma. Intentando demostrar este hecho, L. J. Mordell demostrd el siguiente resul-
tado .
Teorema 4 [ 10; pags. 138 y siguientes 11211 . En la ciibica (15) existen pun-
tos P;.....P, apartirde los cuales se obtienen todos los puntos raciona-

les de la cubica mediante el trazado de tangentes y secantes.

El menor valor posible de r sz llama el rango de la curva. Si r tiene es-

te valor, decimos que P;,....P, forman una base de lacurva.

Por este procedimiento parece posible obtener, en general, un nimero infinito
de puntos sobre la ctibica (15). Este no es el caso como lo demostré en primera
instancia Euler para la clbica YZ = x3 4 1, lacual tiene exactamente los si-
guientes puntos racionales: [2,31.[0, 11.[-1,01 [0, -11,[2 -3] Jo .l

El Teorema 4 fue generalizado luego por André Weil [251a! caso en que los
puntos raciorales de nuestra discusion se reemnlazan por puntos de coordenadas
en un cuerpo arbitrario de nimeros algebraicos .

Podemos dar a Ins puntas racionales de (15) una estructura de grupo de-
finiendo la suma P, +P, de dos punlos racionales como el punto P simé -

trico con respecto al eje 0X del tercer punto de corte dela cubica con la recta

P, P,,. En particular, si P; = P, . entonces P;+P;= Py representa el
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simétrico con respecto a OX del tercer punto de corte de la tangente en Pjcon
la cibica. Si definimos - P, como el simétrico de P, con respecto a OX y

P =|~.~| como el elemento neutro, es facil verificar que en esta forma se ha

definido una ley de grupo en el conjunto de los puntos racionales de (15) Asi

por ejemplo, para v2 = X2, 1 tenemos el grafico y la tabla siguientes

S

~
>
~

ORI | PSS

T
~
o
—
¥}
~

0
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Observacion : P,+ P, =-P,, pues P, es un punto de inflexion de la cu-
bica YZ=x34+1.
Podemos entonces re-enunciar el teorema 4, diciendo que los puntos raciona -

les de la cubica (15) forman un grupo neteriano.

La demostracion del teorema 4 no la haremos aqui, remitiendo para ella a[10;
pags. 138-144 1, Es frecuente en la literatura que se diga que la ecuacion cti-
bica (15) representa una curva eliptica ; la razén de ello proviene del hecho de
que las coordenadas de sus puntos P =[X,Y | pueden expresarse en términos

de un parametro eliptico » mediante
(16) X=p @, 2Y =g’ (w ,

donde g (x) es lafuncién de Weierstrass de invariantes 4A, 4B y periodos
wy;,wy, Y g’(u) esderivada; existe entonces una correspondencia biunivo -
ca entre el pardmetro eliptico «, médulo £ = Zw;+ Zw, . y los puntos

P=(P(u)=(p(), -;— @’(u) ), lacual nos permite identificar la curva eliptica

conun toro (Figura2). [Paratodo lo referente a las funciones elipticas pue -

u > P (u)

z/—‘\\v
P f u)\\/

Curva eliptica
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den consultarse los libros de Markusévich [201 y Knopp [24] .1

La otra pregunta que nos hicimos al principio se referia a la determinacion de
los puntos de coordenadas enteras de la ecuacion (9) . Este problema es un poco
mas delicado, pudiéndose demostrar que (9) slo tiene un ntimero finito de solu -
ciones enteras. La demostracion [10; pag. 246 1 se basa en el siguiente teorema

de Thue [10; pags. 186 y siguientes | .

Teorema 5. La ecuacién

|
(17) /(.\',Y)=n0x”+a1x" Yobos st de Y2 % e e Bod o

n

cuando »>3 'y j(x,v) = z[X, Y] esirreducible sobre los racionales,

tiene solamente un numero finito.de soluciones enteras.

El problema siguiente, al saber que el nimero de soluciones es finito, consiste
en obtener cotas para su nimero. En este sentido los resultados de A. Baker son

notables [26] ; asi, por ejemplo, ha demostrado que

4
mix {| x| |y]} < exp (1019, 181107

si x e y deben soluciones enteras de (9) .
(Continuara)
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