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ELSENoR DE FERMAT Y SUS PROBLEMAS, II (*)

VICTOR SAMUEL ALBIS GONZALEZ

Continuamos aqui el estudio,iniciado en [191, de la influencia de Fermat en el

desarrollo de la teoria de los nurneros.

3. La ecu acion y 2 + k = x 3. EI teorema ae Moraell - Weil .

Los problemas C y C' [191 conducen natural mente a la ecuaci6n y2+k=x3,

la cual, sequn el decir de L. J. Mordell [10; paq. 2381 , ha representado un pa-

pel fundamental en el desarrollo de I a teori a de los numerus. Comencemos por ano-

tar que la ecuacion

(8)

fue estudiada por 8achet quien, en 1621, indic6 un metodo para obtener otras 50-

luciones racionales cuando una de ell as l x • y 1 era conocida; este metodo es

el de las tangentes y secantes al qrafico de la ecuacion (1). el cual discutire-

mos mas adelante. En la carta que da origen a esta serie de articulos divulgativos

[191, Fermat indica que las unicas soluciones enteras de (8) son [3:± 51, Y

que las puede obtener por descenso infinito. Euler, en 1788, usando el descenso

(*). Este articulo corresponde a la conferencia sobre curvas El ipric a s di ct ada por eI aut or

en el IV Col o qo io Colombiano de Marernat ic a s, N. del E.
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"infinite, mostrd que y2_1 = x3 no tleneraices racionales para x 2: 0, salvo

si x = 2. Encontro tambien las soluciones enteras de (8), asumiendo tacitamen-

te que el anillo z [y~] '" I a + b y- 2 .. a.b e z I es factorial, aunque del

metodoempleado no resutta obvio que se encuentran todas las soluciones busca -

das [3; vol. II , pag. 534 1 •

De acuerdo con la anterior discusion en el estudio de la ecuaclon

(9)

aparecen naturalmente dos problemas que investigar

(a) La uetermlnacion del numero de soluciones enteras de (9) .

(b) Y COmoobtener soluciones racionales de (9) a partir de otras.

Para discutir mejor estos asuntos necesitaremos de algunas nociones qeome-

trico-algebraicas. As', una ecuacion pclinornica [Lx , y) = 0 estara representa-

da qeometricarnente por una cierta curva (en el plano) real! [x, y ) .. I(x,y) = 0 I

si x e y toman solo valores reales 0 por una. ,lperficie de Riemann si x e y

toman valores complejos. Por extension, decimos que lasuperficie de Riemann en

cuestion es una curva (compleja) .

Para el estudio de las curvas los qeometras han encontrado que ciertas trans-

formaciones de una curva en otra "mas sencilla" facil itan su estudio. Entre es-

tas transformaclones encontramos las lIamadas transformaciones birraciorrales }

elias efectuan cambios de variables del tipo siguiente

( 10) x = cp iz, u) , y = t/J (z, u )

(llj Z=ep"(X,y),l'=II'(X,y) si I(x,y)=o,

donde CP, t/J, ep Y 'I' son funciones racionales de sus argumentos y mediante
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(JO) Y (11) se establece una correspondencia biunivoca entre los puntos de las

curvas I(x,y)=o y l(z,u)=I(cp(z,u), rjJ(z,u)=o, salvo un numero

finito de puntos. En.esta situacion solemos decir que las dos curvas [t x.y) = 0

Y F (z , u ) = 0 son birracionalmente equivalentes .

Medi ante una transformacion birracional de una curva en otra pueden cambi ar

el grade de 1a ecuac ion, I a forma y muchas cosas mas; perc hay algo que no varia,

un nurnero entero positivo Ilamado el gcnero g de la wrva. E'Ste hecho es .un

conoc ido teorema de Riemann [22; paqs, 185 -180] cuya demostraclon no in-

tentaremos aqui . Sin embargo, estando interesados en las curvas cubicas (de ter-

cer qrado) es posible en este caso caracterizar las de generas 0 y 1 (entre

otras cosas, no hay mas) : si la curva [Lx , y) = 0 tiene un punto singular, es

decir, si el sistema de ecuaciones

rll(x,y)
--,--- = 0

rl x '

rll(x,y)

rl y
= 0 , l(x,y)=O

tiene una solucion [x,y], la curva es de genero 0; si este sistema no tiene

solucion, la curva es de genera 1. Asi, par ejemplo, la curva l(x,y)=l-x3-x2=0

es de genera 0, pues el sistema

rl I(x,y)
--rl-x-_· =- x (3x-2) = 0 I

rll(x,y)

rl y
= 2y =0 , I(x,y) =.0

admite al punto [x,)'] '" [0, 01 como solucion ; en cambio, I a curva

y2_ x3 + X = ° es de qenero 1; pues el sistema

I(x,y) =

rll(x,y) 2
----=3x +1=0

rl x

rll(x,y)a y = 2y : 0 , .I(x,y): 0

no admite soluciones ; de igual forma, puede mostrarse que si k i 0 I la curva
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lex, Y) = l+ k _x3 = 0 es de qenero 1, Oe manera que para el estudio de la

ecuac ion (9) solo necesitaremos ccnsi derar cubi cas de genero 1.

En esta situaclon. podemos suponer, sin perdida sustancial de la general idad,

que el punto [0,01 es un punto de la curva, efectuando si es necesario una tras-

lacion del origen de coordenadas; de igual forma podemos escoger los ejes coor-

denados como mas nos convenga valiendonos de una rotaclon, sin que por ello la

curva pierda su forma. Tamhien dada una recta ax + by + c = 0, al sustituir sea

x , sea y , en la ecuacicn cubica [i x.y) == U, obtenemos una ecuacion sea en

x, sea en y, de grado inferior a tres; de 10 cual concluimos que una recta cor-

ta a una cubica a 10 mas en tres puntos. En particular, como la cubica es de gene-

ro 1, es decir, sin puntos singulares, la tangente a la curva en cualquier punto

p = [x y 1 esta determinada univocamente poro 0' 0-

(12)

por 10 d icho anteriormente, podemos suponer que {x 0' Yo 1 =.[ 0, 0 1 , de modo que

despejando sea x , sea y, obtenemos sea F(x) = 0, sea G (y) == o. En este

caso es facil ver que x =0 (resp. y == 0) . es una raiz doble de F(x) = o( resp.

G(y) '= 0)· y que la recta tangente corta a la curva en otro punto, que bien puede

ser el mismo punto de tangencia 0 el punto de coordenadas [00,001.

Fin almente, recordemos [23; paq. 323 1 que podemos escri bi r un po I inomio

degrado total 3 enlaforma !(x,y)==!o(x,y)+!1(x,y)+!2(x,y)+!/x,y),

donde c ada !i (x, y) es un pol i nomi0 hornoqeneo de grade i i i = 0, 1, 2, 3). En

particular, como [0, 01 pertenece a 10. curva, podemos escribir

201



Bajo estas circunstancias nos proponemos demostrar el siguiente resultado :

Teorema 3. Si una cubica de ginero 1 y coeficientes racionales tiene 1m punto

racional, entonces existe Wla transformacion birracional que la transforma en

"tria cubica de ecuacion

y2 = x3 _ AX _ B

donde A,B e f2 y 4A 3 - 27 B 2 i 0 .

Demostracion : Sea P = [x ,y 1o 0 o : el punto de coordenadas racional es, y to-

memos como origen el punto PI = [x ,y 1, de coordenadas racionales,en que
1 1

la tangente a I a curva en Po la corta nuevamente. La ciibica puede escribirse

ahora en la forma

(13)

donde las fJx, y) son polinomios homoqeneos de grado i = 1, 2, 3, ya que la
t

cubic a pasa per el origen. Hagamos ahora una rotac ion de ejes en tal forma que

la tangente Po PI no sea el eje de las y . escribiendo todavia la ecuacion de

la cubica como en (13). Haciendo y = x t , estarecta par ametri ca cort ara a la

cubi ca, adernas de hacerlo en el punto [0, 01, en los puntos determinados per

la ecuacion de segundo grado en x

es decir, en los puntos determinados por

2
Lx + 2 Mx + N = 0

donde L, M, N son polinomios en t, de coeficientes racionales y de grados

respectivos 3, 2, 1. De aqui resulta que



2
(L x + M)

como Po y P son puntos racionales y la tangente P Pesta representada
1 a 1

por una ecuacion del tipo y = xla ' encontramos que la cuartica en I, M2. LN=O

tiene una ral z rae ional I a' pues es cl aro que Ias rakes de M2. LN = 0 corres-

ponden a las rectas que pasan por PI y son tangentes a la cubica.

I = 1
0
+ I/T. Entonces

(Lx +M/ = F(T)/T4 r

Hagamos

donde F(T) es una cubica en T, de coeficientes racionales. Haciendo T =

.CX + D • C Y DE (!. Lx + M = NY ,; (CX + D)2, obtenemos una ecuaclon de

la forma

(14) 2 3Y =4X -aX-h,

donde a.b E (! , Obtienense as! las formulas

I = (EX ....G) / (C X + D) e y = tx ,

De aqui es. facil obtener expresiones X = cp (x , y), Y = I.j; (x , y) , x = <fJ(x. Y),

Y = 'I' (X, y) que nos dan la transformacion birracional buscada entre (13) y (14).

Claramentesi ( x.v : esracionalobtendremos [x,yl raciomal,yviceversa.

La ecuacion (14) se transforma en la siguiente

(15) F (X, Y) = Y 2 _ X 3 + AX .,. B = 0

al sustituir X,Y por X/R, Y /4, respectivamente. Finalmente, dado que (/5)

sigue siendo de genero t, pues el ge ere no cambia por una transformacion bi-

rracional, el sistema
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�_:= 2Y = 0
rI Y

ri F
__ = _ 3X 2 -t- A = 0 ; F (X , Y ) := 0 ,

riX

no tiene solucion , es decir :

x3 _ AX - 8 = 0 y X 2 = AI3

no tiene solucion , 0 10 que es 10 mismo, 3 2d = 4A - 278 i 0 ,

Si en (J 5) hacemos Y:= O. ootenemos

(J6) X3 _ \X + II := 0 .

y como d > 4A3 - 2782 i 0, las tres rakes de (16) son todas distintas [23;

paqs. 240 - 242 1; de aqui resul ta que Ia parte real de I a curva (15) tendra una

y solo una de las dos formas presentadas en la figura 1; en particular, la curva

y2 = x3 _ k se presentara siempre como en la figura I, b) .

t Y
Y

\

/

-------~ X X

d=4>O

y2 = X 3 .2

d =-108 < 0

a)

Figura 1

Supongamos ahora que P un punto de coordenadas racionales de la cubica
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(15). La tangente a la curva en el punto P corta a la cubica en un tercer pUII-

to, tal como hemos indicado antes, y este punto tiene coordenadas racionales co-

mo es facil verificar. As! mismo, si PI y P2 son dos puntos racionales de (15)

la recta que los une corta a la cubica en otro punto (en general distinto) tarnbien

de coordenadas racionales. Este procedimiento, debido a Bachet, sugiere la posi-

bilidad de que todos los puntos racionales de la cubica (15) se obtienen de esta

forma. Intentando demostrar este hecho, L J. Mordell demostr6 el siguiente resul-

tado .

T eorema 4 [10; paqs. 138 y siguientes I f21-1. En la Cllbica (15) existen pun-

tos PI ••..• P r a partir de los wales se obtienen todos los puntas raciona-
les de la cubica medial1te el tmzado de tal1~CI1tes y secsntes.

EI menor valor posible de r se llama el ral1go de la curva. Si r tiene es-

te valor, decimos que PI •...• P, forman una base dela curva.

Por este prccedimiento parece posible obtener, en general, un numero infinito

de puntos sobre la ciibica (15). Este no es el caso como 10 demostr6 en primera

instancia Euler para la cubica y2 '" x3 + 1, la cual tiene exactamente los si-

guientes puntos racionales : [2.3]. [0. 1] . [.1.01 • [0. 'oJl , [2, -31 . [ex . N].

EI Teorema 4 fue generalizado luego por Andre Weil [251 at caso en que los

puntos raclonales de nuestra discusion se reer,"!f\lazan por puntos de coordenadas

en un cuerpo arbttrartc de numeros al gebrai cos.

Pcdemos dar a 105 BIIIlIns racionales de (15) una estructura de grupo de-- ,

finiendo 13 suma PI -I- P2 de dos punlos racionales como (:1 punto P 12 sime-

trico con respecto al eje ox del tercer punto de corte de la cubica con la recta

PI 1-'2' En particular, si PI'" P2, entonces PI-'-PI z: P11 representa el
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simetr ico can respecto a OX del tercer punta de corte de la tangente en P I can

la cubi ca. Si definimos . P I como el simetrico de P 1 can respecto a ox y

IJ" '" I" ."-I como el elemento neutro, es faci I verificar que en esta forma se ha

definido una ley de grupo en el conjunto de los puntas racionales de (15). As!

par ej emp!o, para y2 c- X J -t- I tenemos el qrafico y Ia tabla siguientes

------. x

n , i -_. i ,
----

I.Po
P Pz

i P2 P3 .PI .P20
,

,

I PIP I P2 I P3 .P2 Po .pI

~2

P3 I .P2 I
.p I PI Po

;

-P3 P3 .P2 .PI Po P2 P,

L
i

I·PI », Po PI P2 ·P2 P3
.....

ii·P2 i .P2 .p 1 P PI P3 1'20,
I --_._--
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Observacion: P2 + P2 = - P2, pues P2 es un punto de inflexion de la cu-

bica y2=X3+I.

Podemos entonces re-enunciar el teorema 4, diciendo que los puntos raciona -

les de la cubica (15) forman un qrupo neteriano.

La demostracion del teorema 4 no la haremos aqui, remitiendo para ella a [10;

paqs. 138-1441. Es frecuente enla literatura que se diga que la ecuacion cu-

bica (15) representa una curva elfptica; la razon de ello proviene del hecho de

que las coordenadas de sus puntos P = t x. y 1 pueden expresarse en terminos

de un parametro el ipti co u medi ante

(16) 2 Y = g;J' i u) ,

donde g;J i u) es la funcion de Weierstrass de invariantes "4A ,48 Y periodos

wI' w2' y g;J 'Lu) es derivada ;" existe entonces una correspondencia biunfvo-

ca entre el parametro eliptico u , modulo f = 'Z '" i + 7w2, Y los puntas

P = (P(u) = (g;J(u) , L g;J'(u.l), la cualnos permite iclentificar la curva eliptica
2

can un toro (F igura 2). [P ara todo 10 rderente a Ias func iones el ipf cas pue-

1." u ~p(u)

gm iu)

Figura 2
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den consultarse los libros de Markusevich [201 y Knopp [241.1

La otra pregunta que nos hicimos al principio se referi a a la determinacion de

los puntos de coordenadas enteras de la ecuacion (9). Este problema es un poco

mas delicado, pudiendo se demostrar que (9) solo tiene un rui mere finito de solu -

ciones enteras. La dernostracicn rIO; paq, 246 1 se bas a en el siguiente teorema

de Thue [10; paqs. 186 y siguientes 1 .

Teorema 5. La eC'Jacion

(I7J 11 n-1 11f (X ,Y) = a X + a X Y + • • • + a Y· = m
. 0 1 17

(=10),

clJando 11 2' 3 Y I (X, Y) E' Z [X , Y 1 es irred'Jc ible sobre los racionales,

tiene solamente un numero fin ito. de soluciones enteras.

EI problema siguiente, al saber que el ruimero de soluciones es finite, consi ste

en obtener cotas para su ruimero , En este sentido los resultados de A. Baker son

notables [261 ; asi, por ejernplo, ha demostrado que

si x e y deben soluciones enteras de (9).

(Conti nuarai
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