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JAIRO CHARRIS C.

CAPITULO IV
FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA

1. Funciones complejas de una variable compleja.

Sea Q un abierto de ¢ . Unaaplicacion f:Q - ¢ se denomina una fun-

cidn compleja de una variable compleja. Si paratodo z¢Q definimos

I

Re(f)(z) Re(f(z))

Img (f) (z) = Img(f(z))

donde Re(f(z)) es laparte real de f(z), Img(f(z)) laparte imaginaria de f(z),

obtenemos dos funciones
Re(f) = fl-'Q » R

Img (f) = f2 :Q0-> R
de dos variables reales, y es claro que
/s fgoe i/2
Si f:Q - €, f puede considerarse coro una aplicacion de Q en R, . Ental

/

caso, : :[ 1]
1

211



en el sentido de que

f(z)=

para todo z< Q . Estaidentificacion proviene del hecho de que z < C se iden-

[A‘]
y
de IR, . donde x = Re(z), y = Img(z).

tifica al elemento

2. La derivada de Jacobi.

Sea f:Q » ¢ vy supbngase que

[=f ; ¥ if,
donde f; es la parte real de [y ,/2 su parte imaginaria. Si
af. f:
La) . L(a), a<=)
dx oy

existen para /= 1, 2. lamairiz

[ df 17 fl o i
Jx i d y
j,~(a) =
’ af A f
ek () e ()
ox e} ¥ J

es, como recordamos, la derivada a vriori (de Tacobi) de 7 en el punto a . Si

/"-_"C,/w=l1l*il,72, IJI.bZElR.
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- » -
af af [' [- J af
L I /i U
T a) , : (a) bI g (a)bl + . (a)hy
]f(ﬂ)b: =2
af adf af J
2(a), —2(a) by 2 2
o . 79 aJ ] g (a)b1+8y (a)_hZJ
Es decir,

|9 9 fq 9/ 9 f,
]/(a)b —( 30 (a)b1+ v (a)b2 + e (a)bl+ e (a) b,

Fsto puede escribirse en la forma

9 fq .3/ 9/ 9/
]f(a)b=(x(a)b1+za (a)bl 3 ()b, + zr(a)bz a

x y y
Si definimos
af e af; /s, af ¥ 9f; 15
_r9—x() ( 2 (a) +16—x- al. 35 (a) 3y (a) + i . (a) .

o en forma matricial

i by
(a) b = r;f(a) af(a)
Ila gy

donde es importante notar que

3 (w, 21
T(a), 3 (a)

X

son nimeros complejos, los cuales-se dencminan las derivadas parciales a priori
(de Jacobi) de f, conrespectoa x,y, respectivamente, en el punto a. Defi-

namos ahora
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1 8L (@) + U @ 1.

k4 dl 1
=3 ( __z_i(a)z == 1L ae

1
dz 2
Los numeros complejos .:.j_f (a), g (a) se denominan, respectivamente, las de-

Z Z
rivadas a priori (de Tacobi) de f conrespectoa z ya z enelpunto a.  Evi-

dentemente
_9f qf 5
]/(a)h Fp (a) b + a;(a)

Ademas :
Teorema 2.1. Sea f:Q » C 'y supongamos que

af. af.

/i (a), —i(a) : i=12
adx Ay

existen enelpunto a<Q . Sea

la aplicacion R -lineal definida por L ,(b) = Jj(@ b Para que L, seauna

aplicacion ¢ -lineal de ¢ en ¢ es necesario y suficiente qie

En tal caso, L) = _)f’_L(n) h varatodo b= ¢ .
0z

Demostracion. Supongamos primero

az

Para demostrar que I.,:d¢ » € es ¢ - lineal basta demostrar que existe un

niimero complejo 4 tal que L ,(h) = bbh paratodo 5<=C. Sea b=:_f.(a),
b4

Como
o =@ b =L (@b )’m)/’ =2,

gz

se tiene
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L,(b) = bb,

y la afirmacién queda demostrada. Supongamos reciprocamente que L, es € -li-

neal Entonces,
L,(ih) = iL,(h).

Si h=1 y
_ 9/
L () = 32 (a) + 7F (a)
Si =14,
’ Lt =2 i X (@i .
Az z
Como L,(i)=4iL,(1), porserL, c-lineal
d ) Jd
i—f(a)+i—£(a)=——/-(a) i-—(a) i,
z z lz 0z

de lo cual se sigue que bié(a) =0 yque
z

_— (91,
Ly(b) = —=(a) b
para todo 5 € €. Esto demuestra el teorema.
Denotaremos por J(Q, € ) al conjunto de las funciones que son Jacobi - deri-

vables en todo punto 2€Q . Esclaroque J(Q, €) esun €-espacio vecto-
rial para las leyes

(f+ g) (x) = flx) + g(x), x €0
(Af) (x) = Af(x) ; x€Q , AeC.

Si fej@,c), f=1+if,. f; = Re(f) , f2=1mg(f), entonces se tienen

funciones
By tie 4743,
ax Ay

af af Af af
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definidas de la manera obvia.
Notese también que J(Q, ) es un anillo conmutativo unitario si se conside-

ra la multiplicacion (fg)(x) = f(x) g(x) . Mas ain, J(Q,¢€) esuna €-algebra.

3. La € - derivada.

Definicién 3.1. Unafuncion f:Q - € sedice € - derivable en el punto a<€Q,
si el limite
. fla+h) — f(a)

m e #

b - 0 17
donde 50 en €, existey esun nimero complejo. Tal nimero se denota por
f*(a) , y se denomina la ¢ - derivada de f en el punto a.
Por ejemplo, si /:Q -» € esta definida por
f(z) = bz"” be C |,

f’(a) existe en todo punto a<Q , y

/'@ = nba !
En efecto ,
fla+h)—f(a) no1n Lk y n g 5 L2
————/ =t 3 ( )a" khk = bna" I+ bh 3 ( a kbk
h b k=1\F k=2\ k
de lo cual
i fla+h) —f(a) 7 AT
lim = nba i
b
no importa como 4 >0 en @ . En particular, si j:Q » € estadada por

f(z) =b, b=«¢ , setiene inmediatamente f*(«) = 0 paratodo punto « <.
Si j(z)=bz , f'(a)=b, paratodo a<=Q .
Sea f:Q - @ definidapor f(z) =% . Entonces f'(a) no existe en nin-

gun punto @<= Q. En efecto,
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fla+ b) = fla) _ b
h

)
hEIR y h 0,

bh > 0 permaneciendo en IR, es decir, si

Ahora, si
P fla+h)- f(a) 1
b-aO h
hEIR
Pero si » » 0 permaneciendoen I =i R |,
lim fla+h)=f(a) :
h-o b
hel
Por lo tanto;
lim /(a+h)b—/(a)

bhso

no existe cuando » -0 en C.
Teorema 3.1. Sea f:Q > € ysupongase que f'(a) existe enelpunto a €Q.
la parte real y la varte imaginaria de f, respectivamente. En -

- Sean f1: 1y
tonces
difs 3t
/i (a) , —é- (a)
dx dy
existen para i =1, 2. Por otra parte , para todo »€ €,
=0 (3.1
0z
: d
! (a) = [f'(s) (3.2)
dz .
Ademds , la aplicacion R-lineal L,: R, - R, definida por
Ly(b) =] (a) b
(3.3)

es ¢ -linealde ¢ en ¢ y estdadadapor L, (h) = f"(a)h.
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L d/ Io] f o
Demostracién. Para ver que a—’(a) , —=

(a) existenpara 7= 1,2, notese
x dy

que si h&€ IR y escribimos
_fla+ h)=[(a)

fla,h) -= 2
entonces il (2
— -— a,
RN IR TIEE S L ok Rl s
2 b
R (a+h) = fr(a)
R PATO 7y LI Lkl
24 b
de lo cual
ad (a+h)—f,(a) ot
/I(a) = lim/1+—f1— =1 {f'(a) + f'(a) }
ax hso b 2
b €IR
9/, fr(a+b)=fr(a) _

(a) = frg: Ee o~ T2 8 W Pl Y
24

adx h>o h
hER

Por otra parte, si h=ih’, h'S IR vy si escribimos

fla+ih*)=f(a)

(a, ib’) =
/g1 ih’
entonces 78
DL ( b’)=fr(a)
Lifta, ibt) -+ e N B UG IS T (4
2 b’
. Lt peha, (a+ih’)=f,(a)
2 {fla,ib’)=f(a, ib’) }= i b 4 s
2 b’
de lo cual
5 (a+ib*) = f5(a) o
Xy s gy e i QR TORRED  1 O1
dy hso b’ 2
A (a+ibh’)—f,(a) ; P
f] {a) = l.l’m f] +1 i /1 a Siif {f’(a)-—f'(a)f J
Ay b’'>o b 2
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Nétese ademas que

9 3
vy » LS L afz (@)= [(a) ,

Jdx Jx x

d d
%(a) =a—£1(a) + i afyz (a) = if’(a) ,

de lo cual
Af, v 1 |df .9 .
2= 4 [ La-idln | - o

X

I (@=1L| 9L ; 9/ (a)|= o0
az(a) 2[8" (a) + i Ty (a)J .

En virtud del teorema 2.1 se sigue finalmente la € - linealidad de Bl s asi como

la relacion (3.3). Esto completa la demostracion.

Nota: En el curso de la demostracion del teorema anterior hemos visto que s

f’(a) existe,”

@) =L , (3.4)
Jx

fa=2L91 (. 3.5)
1 dy

Como en el caso de las funciones de una variable real, tenemos :
Teorema 3.2. Sea f:Q » ¢ . Si f es €-derivable en el punto a<Q , en-
tonces f es continua en a.

Demostracion . Basta demostrar que

lim fla+ b) = f(a).
- 0

Pero
fla+h)=[(a)

e s A .

fla+h) = fla) +
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de lo cual

tin fla+h) = f(@) + lin LD 1@ oy ) @ 0 = )
b»o })40 /J /J~>O

Esto demuestra el teorema .
El siguiente teorema se demuestra como en el caso de las funciones de una va-

riable real. Dejamos la demostracién al lector .

Teorema 3.3.Sean f,g:Q >« y supongase que f'(a) g’(a) existen en el pun-

to acQ. Entonces (f+g)(a),(fg)"(a) existen en el pmnto a, y
(f+g) (a) = f(a) + g'(a) , (3.6)
(/.8 (@) = f(a)g"(@) + g (@) [*(a) . (3.7)

Sunongase ademds que ¢ (a) # 0 . Entonces, la funcion f/g:Q* » ¢, don

de Q°=1{z g(z) #0} , es «-derivable en y

gla)f'(a)= f(a) g*(a)

(3.8)
g(a)?

(//g) (a) =

Ademas :

Teorema 3.4.Sean f:Q » €, g:Q* ¢ . Supdngase que / es ¢-derivable
en a<Q, que f(Q) CQ', yque g es €-derivable en f(a). Entonces

go/ es €-derivable en a vy

(gof)'(a)=g'(f(a)) f*(a) (3.10)

Demostracion . Notese en primer lugar que si «(h) 0 cuando 50, dado

£>0, existeun &> 0 tal que

lg(f(a) + u(b) )-g(f(a) J=u(b) g*(f(a))| < € |u(b) 1 (3.11)
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si | h| < & . En efecto, como

g(f(a) + b’)—g(f(a))

i a1 =0
fim — ¢ (f(a)) ,
dado £>0 existe 8'> 0 tal que
(f(a) + b')—g(f(a))
il s < €

bl

si |5*] < 8", delo cual

[g(f(@) + b)) =g(f(@) ) =h"g*(f(a)) | < € |b*|

Si [h*] < 8'. Seaentonces &>0 talque |u(h) | < & si |

(3.12) se obtiene inmediatamente (3.11) .

Sea ahora

Entonces,

Sea ademas

Se tiene

Definamos entonces

Se tiene

uh) = fla+ h) — f(a)

2 h
ltm u(b) = 0 vy lim ﬂ = f"(a)
h>o hso b

th) = gofla+h)=go fla) .

t(h) = g(f(a) + u(h) )—g(f(a)).

s

T(h) = g(f(a) + ulh) )=g (f(a) )=u(h) g*(f(a) ).

t(h) =1T(h) + ulh) g'(f(a)).

(3.12)
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Demostraremos ademas que

- 1(h)

lim —— = 0 .
Sea £>0, yescojase & > 0 tal que

g (f(a) + uh))=g(f(@) )=u(h) g*(f(a)) | < € |u(h)]
y que
lu® | < 41b] + 1 @b}
si 1h{ <8 . Setiene
|7 | < e([hi+|f(a) | ]p])

y de ésto
T(h)

<el+! fla)).
b

Como £ puede tomarse tan pequefio como se quiera,

. t(h)
lim =0
0 b
Pero i
t(h)  gofla+h)=go fla) _ t(h) ulh)
= > i e e’ (f(a) ).
Por lo tanto,
t(h) u(h)

(go f) (a) =bl_z',mo : =hli”3 . g'(f(a)) = f'(a) g'(f(a)) .

Esto demuestra el teorema.

Corolario. Sea f:Q >€, n=N. Supdngase que f es €-derivable en

a < ysea
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F(z) = (f(z))".

Entonces, ;
E'@) = n(f(@))" f(a). (3.13)

Demostracion . En efecto, F = go f donde g: @ - € eslaaplicacion
glz) = z .
Nota. Si f:Q €, f(2) #0 paratodo z€Q , es €-derivableen a, vy si

n& Z, entonces

F'@ = n(f@ ) pa), (3.14)

dondé F(z) = (f(z) )"”. Esto resulta inmediatamente del hecho de que F=gof,
donde g: € » € eslaaplicacion g(z) =z , yde que g’'(z) = nzn-l co-
mo se deduce de la formula (3.8) y del hecho de que si » <0 entonces g(z) =im

donde m = -n€IN .

4. Funciones € -derivables y funciones holomorfas .

Definicion 4.1. Sea Q abiertoen ¢ . Unaaplicacion f:Q > € se dice €-
derivable en Q, o simplemente ¢ -derivable, si f’(a) existe en todo punto
a €Q . Laaplicacion f*: Q> € , que al punto « €Q hace corresponder el

nimero complejo f’(a), se denomina entonces la €-derivadade f.

Denotaremos por D(Q, €) al conjunto de todas las aplicaciones ¢ -deriva-
blesde O en €. Envirtud del teorema (3.3) y del hecho de que una funcion
constante es € -derivable se sigue que D(Q,€) esun €-espacio vectorial .
Esdecir, si /,g€D(Q,€) y AEC , [f+gED(Q,€) y \fED(Q,C) .
Mas alin, en virtud del mismo teorema, D(Q, €) es un anilio conmutativo (con

elemento unidad la funcién 2(z) =1 paratodo z€Q), pues fg también
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es €-derivable. Se tiene entonces que D(Q, €) esuna ¢-algebra. Si

D*(Q, €)={feD(Q,C)]| f(z) #0, paratodo z<Q } .,
D*(Q, €) esun cuerpo conmutativo. Mas adelante veremos que si Q es conexo
D(Q, €) es un dominio de integridad .
Nota. Es claro, en virtud del teorema 3.2 , que toda funcidn ¢ - derivable es con-
tinuaen Q . Es decir,
D(Q,C) C C(Q,C)
Mas aiin,

Teorema 4.1. Sea f=D(Q,¢). Entonces /e J(Q, ). Ademds

af

<@ = "), (4.1)
3
Tf‘(a) =0 (4.2)
z

vara todo a € Q . Tambiénse tienen las relaciones

9 @ = (4.3)
ax

—?-ii(a) = f(a) (4.4)
1 ay

Demostracion . La demostracion resulta inmediatamente del teorema 3.1,

Nota. Notese que si / es €-derivableen Q
]/(a)b = f'(a) b (4.5)

paratodo «<Q ytodo b« €. Laaplicacion lineal 1, : ¢ . ¢ dada por

L,(b) = ]/(”) b es entonces ¢ -lineal paratodo ¢ = Q.

Nota . La relacion
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[SE)
~
]
S

(4.6)

SE)
n|

se denomina la condicion necesaria de - derivabilidad de Cauchy- Riemann . Si
f€J(Q, €) y df/dZ=0, no setiene necesariamente que /<D (Q,C)
(ver ejercicios). Veremos en un proximo teorema que esto es cierto si /€ €

recla, €. La condicién

af
7z ¢
es equivalente a la condicion
af, F) ats
( 1_&) +1 _.ﬁ ¥ f‘ = 0,
0 x dy dy ax

af, af
Como 1 , L , son reales, ésto es equivalente a
0x dy
ad J d A
h ok , £ g (Ecuaciones de Sauchy-Riemann) (4.7)
Jx (:)y r)y 0x

Teorema 4.2. Sea [:Q » €,Q esconexo. Si f es «-derivabley /*(a)=0

vara todo z€Q, f es constante en Q.

Demostracién . En efecto, se tieneen Q

ii:ﬁL' 0
Az 0z
Pero
Af 9l « 201
dz az adx
il-jl==21il
z dz y

Se deduce que
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donde f; = Re(f), [, = Img(f) . Se tiene entonces

Ay 9 A 9f

ax dx dy dy

lo cual implica el teorema.

Teorema 4.3. Sea f:Q>¢ . Si f(z) € R varatodo z€Q ., ysi fes €-

derivable, f es constante en cada componente conexa de Q .

Demostracion. En efecto, si fl =Rel(f) y f,=1Img(f), [,(z) =0 para todo
z€Q . Como

9y -

dx dy dx
af af
Lin=0=—L(z)
X y

para todo z€Q . Por lo tanto, f; es constante en toda componente conexa de

Q.
Definicién 4.2. Sea Q un abiertode €, f:Q > €. f sedice holomorfa en

Q si cumple las dos condiciones siguientes :

1) fe CI(Q, ¢ ). Esto quiere decir, recordamos, que si f1= Re(f) . f, =Img(f),

ofy A Afgodfx A8, A&

’

dx x| dy dy
existen y son continuas en Q .
adf oz ~ .
2) = (condicion de Cauchy- Riemann) .

iz
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Denotaremos por () (n) al conjunto de las funciones holomorfas en N

Es claro que ()(n) es un £-espacio vectorial. Mas adn, es un anillo y una
C, algebra, y (*n) = IfE () |fez) i a paratoda zEn | es un cuerpo.

Denotemos ahora e|m, Ci al [I-subespacio (sub-anttic  y sub-algebra) de
D(n, Ci formado por las aplicaciones I'-derivables sobre N tales que la £-de-

rivada [: N. ¢ es continua en N . Setiene que

En efecto, si 1" es continua, tambien 10 es ~ , pues
rx

Pero

—h
I

= Retl} |, fzzlmg(f)

Por 10 tanto

son ambas continuas. Por otra parte,

rifl rif2
Sededuceque riflrly escontinua,ydeestoque y' iy son ambas con-

tinuas. Por 10 tanto, fE elm, c ). Como ademas

ﬂ. - A

es claro, que f E ()(n) . Reciproc amente ,
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