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FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

COMPLEJA : III

JAIRO CHARRIS C.

CAPITULO IV

FUN ClONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA

L Funciones complejas de una variable compleja.

Sea Q un abierto de c. Una apl ic acion f,' n -~c se denomina una fun-

cion compleja de una variable comple]a. Si para to do z f Q def inimos

R e t] )( z) = R e (] i z) )

Img(f) i z) = lmg i f i z i }

donde Re(f(z)) es la parte real de [t z) , lm g t t i z I } la parte imaginaria de [tz),

obtenemos dos funciones

R e( f) = f 1: n ....IR
Img (f) = f2 : Q -e IR

de dos variables reales, yes claro que

Si f: Q .... c. f puede considerarse como una aplicaci6n de Q en IR2. En tal

caso,
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en el sentido de que

!(z} ::

para todo zf n. Esta identi fi c acion proviene del hecho de que z E C se iden-

tifica al elemento

r:J
de JR.

2
. deride x"' Re(z) , y:-: Jmg(z).

2, La derivada de Jacobi,

Sea /: n. C y suponqase que

I'" j' .. if. J 2

donde II es la parte real de / y /2 su parte imaginari a. Si

rl f. rl f.
_'_1 (a) ,_'_1 (a) , a ,,:-n
(Ix (ly

existenpara icc J,2, lamatriz

l/a)

//1 . J
-,.- (a)
rlx

rI I?
-- (a)a .\

es. C0l110 recordamos, la derivada a ;Jriori (de Tacobi) de I en el ;Jlmto a, Si

b ': ( b=b .. ib:-. . J .! b J • b
2

E JR ,
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HI .
__ 2 (a)

HX
H 12 HI
-0-( a)h1 + __ 2 (a) h
nx Hy· 2

Es decir,

(
H 11 H II ) (H I HI)l/a)b = ~(aJb1 +~(a)h2 + i _2_(a)h + __ 2 (a) b
nx • ny dx 1 Hy 2

I=.:sto puede escribirse en la forma

ll(a)h=(.Hh(a)h1+iHI2(a)h)+(Hh(a)h + .H/2()h)
o 0 1 2 t-:;--), a 2 •
o x rJX Hy n

Si definimos

!!...i(a) = ( ah (a) + i HI2ra)) . ..:...L(a) =(Hh (a) + i HI2 (a))
(Ix ax Hx· Hy Cly Hy

se ti ene entonces
al HI

ll(a) h =--.(a) hI + -(a) h2 •
ax • Hy .

o en forma matricial

] / aJ h " [:: (a) , : ~ (OJ] [ :J
donde es importante notar que

son numeros complejos, los cuales-se denominan las derivadas :Jarciales a ,riori
(de Jacobi) de I, con respecto a x , y. respectivamente, en el punto a. Defi-

names ahora



al---(a)
{Jz

1 (JI ~ al ;u!T (a) - i .i: (a) I ; - (a) = 1. 1.!.!L (a) +
2 x {Jy {Jz 2 (Jx

i ~~ (a) ! .

Los numeros cornplejos 3.l. (a) r .!!..1 (a) se denominan, respectivamente, las de-
{Jz {Jz

rivadas a priori (de T acobi) de I con respecto a z ya z en el punto a. '::vi-

dentemente
(JI

JI (a) b = - (a) b
dZ

al
+ --'(a) h

d'Z

Ademas :

T eorema 2. 1. Sea f: n -> c y supongamos qt{e

{J Ii ta) (JIi (a)-- a),a x (J y i = 1,2

existen en el ,Imto a 7n. Sea

la aplicacion R -lineal definida por La(h) = J/a) b. Para que La sea Ima
aplicacion f:' . lineal de c en If es necesario y suficiente q'ie

.iLL (a) = O.
d'Z

En tal caso, '-a(b) ~ ..!!..L(a) b oara todo h ~ c[ ,
rlz •

Demostracion, Suponqamos primero

.i!.J... (a) = 0
rl'Z

Para c1emostrar que '-a: d. ,"' If es (I.' - lineal basta demostrar que e.xiste un

numero complejo b tal que '-a(b) = bb para todo b;: c . .Sea b=!!.J...Ca),
dZ

C0l110

()
{Jf, at (If

La(b):=Jfa s r iu: (a)b+-' (a)b=..::...J..(a)b,
. (/z {)z {Jz

se tiene
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y la afirmacion queda demostrada. Supongamos reciprccamente que La es c -li-

neal Entonces.

Si h = ] ,

~i h = i , dl d I-;» = _ (a) i - -- t a) i .
rlz dz

al (11 al (11
i-( a) + i - (a) = - (a) i - - (a) i
dZ (1Z (1z (1Z

de 10 cual se sigue que iL (a) = 0 y que
(1Z

para todo hE c . Esto demuestra el teorema.

genotaremos por j(D, c ) al conjunto de las funciones que son Jacobi -deri-

vablesentodopunto aEQ. Esclaroque j(Q, ([) esun Q;-espacio vecto-

rial para las leyes

(I + g) i x) = I(x) + g(x) ,

0.. Ii (x) = A [t x)

xEQ

xEQ, AE([.

Si IEj(D,('), 1=1]+iI2, I] = Re(I)

funciones

12 = lm g (I), entonces se ti enen

(1I.
t

(1X
(1f.
_l Q-> IR
dy

f11 (11 (11 (11
7;;' (1Y' dZ 'dz
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definidas de la manera obvia.

N6tese tarnbien que J(f)., I[) es un anilloconmutativo unitario si se conside-

ra la multiplicaci6n (I gi !») = [i x) s (x). Mas aun, J (f)., I[) es una c . algebra.

3. Lac. deriv ada.

Definicion 3.1. Una func ion I: D .... C se dice 1[. derivable en el punto aED,

si el limite

lim
h .... o

I (a + h) - I(a)
b

donde h ....0 en 1[, existe y es un ruirnero complejo. Tal numero se denota por

rco , y se denomina la c derivada de I en el punto a.

Por ejemplo, si I: D .... I[ esta definida por

bEl[ ,

rea) existe en todo punto a en, y

rea) =
11 - 1

17b a .

En efecto ,

I (a + h) - I(a)
h

b 17 (17) lI-k k 11·1 17 (17) 17-k k·2-h Lab = bna + bh L a h
k = 1 k k=2 k

de 10 cual

lim
I (a + h) - I (a)

h

n·1= nba

no importa como b -> 0 en 1[. En particular, si I: D .... c esta dada por

fez) = b ; b ~ I[ , se tiene inmediatamente f(a) = 0 para todo punto aED.

Si fez) = bz j'(a) = b , para todo a e D

Sea f: D .... ([ definida por fez) = z
gun punto a ED. En efecto,

Entonc es I'(a) no existe en nin-
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I (a + h) - I (a) h
h h

Ahora, si h -> 0 permaneciendo en IR, esdecir, si hEIR Y h -e 0 ,

lim
h->o
hEIR

1

Pero si h -> 0 permaneciendo en I = i IR ,

lim I(a + h)-I(a) =-1
h -> 0 h
hEn

Por 10 tanto, .

lim
h->o

I (a + h) - I(a)
h

no existe cuando h -> 0 en c .

Teorema 3.1. ~ea J: n .;« y Stlpongase q'~e /'(a) existe en el punto a En .
. Sean 1

1
,12 la parte real y la ~arte imaginaria de I, respeetivamente. En-

tonces
a t, rll·__ t (a), __ t (a)
rlx rly

existen para i = 1, 2. Por olra parte I para todo hE c, ,

rll(,=o__ a/
rlz

(3.1)

y
af
-- (a) = /'(s)
rlz

(3.2)

Ademas I la aplicacion IR -lineal La: IR2 .... IR2 definida por

La(h) = J/a) h

es c -lineal de c en c y estci dada por La (h) = /'(a) h . (3.3)
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Demostrac ion. «t. v t,
Para ver que __ 1 (d) __ 1 (a) existen para i = 1,2, n6tese

dx 'fiy
que si hE- IR yescribimos

I(a,h)
I (a + h) - I (a)

h

entonces
1 -- ! I(a r h) + I (a, h) I
2

Iz (a + h ) - Iz (a)
h

12 (M h) - !lea)
h

de 10 cual

fi 11 . , 11 (a + h ) - Iz (a)
--( a) == lim ......:...----"---
fix h->o h

hEIR

1 ! f' (a) + f' (a) !
2

fi 12 '
--(a) = lim
dx h->o

hEIR

Por otra parte, si h <t b ' r h'E IR Y si escribimos

I (a + i h ' ) - I (a)
[Ia. ih') == ------

ih'

entonces

Iz (a + i h ' ) - 11 (a).i.! [I a , ih')-I(a, ih') ! == -=-----=--_
2 h'

de 10· cual

fi 12 (zi
dy

= lim
h ...o

12 (a + i h ') - 12 (a)

h'
~ ! t' (a) + f' (a) ! ,

fi 11 '
-- (a) = /1m

lJ y rb' -> 0

Iz (a + i h ' ) - 11 (a)
h'

i If' (a) - f' (a) I .
2
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Note se ademas que

!!..L(a) ~ alz (a) + i rll2 (a) = I'(a) ,
ax rlx rlx

de 10 cual

rl I (a) = ..L [!!..L (a) _ i iu. (a)] = I' (a)
rlz 2 ax rlY

a I (a) = i.[.iiL (a) + i a I (a)] = 0 .az 2 ax ay

Envirtud del teorema 2.1 se sigue finalmente la € -linealidad de La' as! como

la rei acton (3.3), Esto completa I a demostracidn.

Nota: En el curso de la demostraci6n del teorema anterior hemos vistoque si

1'( a) exi ste, "

I' (a) =..JJ.1. (a) ,
ax

0.4)

I'(a) = -4- ~ I (a) .
t dy

(3.5)

Como en el caso de las funciones de una variable real, tenemos

Teorema 3.2. Sea I: n ....e. Si I es 1;:derivable en el punto a I': n , en-'

tonces I es cot1titl'.la en a.

Demostracion. Basta demostrar que

lim [Ia + h) = [i a) .
h ....o

Pero

I (a + h) = I (a)
I (a + h ) - I(a)
+------

h
. h ,
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de 10 cual

tim [La s b ) = [I a) + timl(a+h)-I(a). lim h =1(a)+j'(a).O=I(a).
h ...o h ...o h h ...o

Esto demuestra el teorema .

EI siguiente teorema se demuestra como en el caso de las funciones de una va-

riable real. Dejamos la demostraci6n al lector.

Teorema1.3. Sean I, s! Q ... (' Y s'-lp6nease ou: j'(a) , g'(a) existen en el p',tn-

to aEQ. Entonces (l+g)'(a),(lg)'(a) enstea eu ei peuo a,y

(j+ g )' (a) = j' (a) + e' (a) , 0.6)

(], g)' (a) = I(a)g'(a) + g(a) t'(a) . (3.7)

S')!J6ngase ademas que g (a) =I o . Entonces, la f1-Lnci6n I I g : Q' ... 6: , don-
de Q' = lz: g(z) of 0 I , es c-derivable en a y

(1Ig)' (a) = g(a)j'(a)-I(a) g'(a)

g (aP
0,8)

Ademas:

T eorema 3.4. Sean I: Q ... C, s : Q' ... 6:. S'-lp6ngase que I es c -derivable

en a E Q, q'le 1m) SQ'. y q',Le g es ~ - derivable en [t a) , Entonces
go I es c -derivable en a y

'« 0 I )' (a) = s' (j (a) ) l' (a) (3.10)

Demostracion. N6tese en primer lugar que si u (h) ....0 cuando h ... 0, dado

€ ;-. 0, ex iste un 0 > 0 tal que

!g(l(a) + u(h))-g(l(a))-u(h)g'(I(a)) ( < € IU(h) I (3.11)
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si i hi < 8 . En efecto, como

: g(l(a) + h')-g(l(a))
lim - g'(I(a)) 0,
h->o b '

dado E> 0 existe 8' > 0 tal que

Is (I (a) + h') - s (f (a) ) I
h ' - - e' (I (a) ) < E

si [h' [ ~ 8', de /0 cual

I g( I (a) + h') - e (I (a) ) - h' e' (I (a) ) I ~ E I h' ! 0.12)

Sj 1h' Is 8'. Sea entonces 8> 0 tal que 'I u i b) ! < 8'

(3.12) se obtiene inmediatamente D.ll) .

si 1 his 8. ')e

Sea ahora
u t b) = [t a s. h) - [La)

'::ntonces,

lim u ib) = 0
h->o

y I
' u (h)tm __
h->o h

= /'( a)

Sea ademas

t (h) = g 0 I(a + h) - g 0 I (a)

Se tiene
t (h) = g (I (a) + u (h) ) - g (I (a) ) .

I)efir amos entonces

t"(h) = g(l(a) + u ib} )-g(l(a) )-u(h) g'{f(a)).

Se tiene

t Ib) = t(h) + u ib) e' (f(a)).

221



Demostraremo s ademas que

lim
t(h)
h

= a

Sea E> 0, y escojase 0 > a tal que

!g(j(a) + u(h))-g(l(a))-u(h)g'(j(a))! < E !u(h)1

y que

I u (h) I < II hi + I t' (a) h i I

si I h: < 0 Se tiene

y de esto

IT(hh) I < E (l + ; l' (a) I) ,

.Corno E puede tornarse tan pequefio como se quiera ,

f(b)
lim -- = O.

h ....o h

Pero
I (h)

h

gol(a+h)-gol(a) f(h) u ib)
= --+ -- g'(I(a)).

h h b

Por 10 tanto,

I(b) u ib)ts 0 I)' (a) == lim -- = lim - g , (I(a) ) = !'(a) g '(I(a) ) .
b ....o h h -e o b

Esto demuestra el teorema.

Coral aria. Sea I: n ....{, 17 E IN, Suponqase que I es ~ - derivable en

a En y sea

222



F(z) = (f(z))n"

Entonces,
n-]

F ' (a) = n (I (a) ). j' (a) . 0.13)

Demostracion . En efecto, F = s 0 I donde s ! a.' .... ([ es la apl icacion

n
g ( z) = z

Nota. Si I: n ....([, [Lz] ¥ 0 para todo zen , es ([ - derivable en a, y si

n E- Z, entonces

F '(a) = n (I(a) r:' j'(a) , (3.14)

donde F(z) = (I(z) )n. Esto resulta inmediatamente del hecho de que F = go I,

d d J<' J<' I I' " () n d n-: ].on e s : \L .... lL es a ap IcaCIOn g z = z , y e que g'(z) = nz co-

mo se deduce de la formula 0.8) y del hecho de que si n < 0 entonces g(z)=-.l
zm

donde m = - n E- IN .

4. Funciones([ -df!rivables y funciones holomorfas .

Definicion 4.1. Sea n abierto en c . Una anlic acion I: n ....q; se dice ([-

derivable en n, 0 simplemente ([ - derivable, si j'(a) existe en todo punto

a E-n. La aplicacion j': n .... ([ , que al punto a E-n hace corresponder el

mimero complejo j'(a) , se denomina entonces la c-derivada de I.

Denotaremos per D (U, C) al conjunto de todas las apl icaciones ([ - deriva-

bles de n en c . En virtud del teorema <3.3) y del hecho de que una funcion

constante es c -derivable se sigue que D (U, c ) es un ([ - espacio vectorial.

~sdecir,si l,gED(U,([) y AE([ ,1+gED(U,(;) y A/E-D(n,([).

Mas aun, en virtud del mismo teorema, D(U, (;) es un anillo conmutativo (con

elemento unidad la func icn 1'(z) =] para todo z E-n ), pues I g tam bien
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es a:' - derivable. Se tiene entonces que V CD, c ) es una ([ - algebra. Si

D * CD, c i '" I fED (£1 , ([) I f (z) =/0 0, para todo z EO £1 I ,

D *CD, C) es un cuerpo conmutativo. Mas adelante veremos que si £1 es conexo I

DCD, c ) es un dominic de integridad.

Nota. Es claro, en vi rtud del teorema 3.2 , que toda funci6n ((, - derivable es con-

tinua en £1 . Es decir,

VCD,([) C CW,([)

Mas ain,

-
Teorema 4.1. Sea fED CD, C). Entonces f ~ J (£1, c i. Adet'ltls

of
-(a) = /'(a)
rlz

(4.1)

of
rl z (a) = 0 (4.2)

para todo a En. Tambiin se tiene n las relaciones

a f (a) = t' (a)
rlx

(4.3)

L .3.J.. (a) = r (a)
i a y

(4.4)

Demostracion. La demostracion resulta mmedi atarnente del teorema 3.1.

Nota. N6tese que si / es C - derivable en £1

J/a)h=j'(a)b (4.5)

para todo a Eo n y todo h E c. La aplicaci6n lineal La: 0.' , f. dada por

La(h) := f/a) h es entonces c -lineal para todo a Eo n .
Nota. La relaci6n
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al
- =0
dZ (4.6)

se denomina la condicion necesanc de c- derivabilidad de CaJuhy- Piemann . Si

IEl(n, C) y rllldz=O, nosetienenecesariamente que IE:D(D"Q;)

(ver ejercicios). Veremos en un proximo teorema que esto es cierto si j e «
1IE C (0.,1;). La condicion

rll
-=0
dz

esequivalente a la condicion

(
rl 11 _ rl h 1 + i ( ah + rl h) = O.
rlx dy dy dx

Como a l-t , rl 12 . son reales, esto es equivalente a
rlx rly

dll rll2 rlll =_ rll2 r- R )(Ecuaciones rle Jo1Jchy- iemann71;" -;;; .;;:; rl x

Teorema4.2. Sea 1:0. -+c[,n esconexo. Si les q;-derivabley j'(a)=O

(4.7)

1)ara todo - e n , I es constante en n
1

Demostracion. En efecto, se tiene en n :

Pero .3...1 rl I - 2!J...L
rlz + 7i"'F - rlx

rll rll---
riz riz

2. a Iz-
dy

Se deduce que

ri I
rlx

rill . dl2
--+z--
d x (1 x

o
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01
Oy

+ i
al2_ = 0
d y ,

donde I] = Re (I), /2 = ]mg (I). Se tiene entonces

dx
a I___ '2
dy

o--=

10 cual implica el teorema.

Teorema 4.3. Sea 1:!1 ... ([ . Si [Lz ) E IR :Jara todo zE!1, y si I es ([-

derivable, I es constante en cada componente conexa de !1 .

Demostracion. En efecto, si /] = Re(l) y 12 = l m g i I), liz) = 0 para todo

z E!1 . Como

d I] = _ d 12
dy dX

d I] d I]
-- i z) = 0 = -- (z )
dX d y

para todo z E !1. Por 10 tanto, I] es constante en toda componente conexa de

!1.

Definicion 4.2. Sea !1 un abierto de c . 1:!1 ... c . I se dice holomorfa en

!1 si cumple las dos condiciones siguientes

1) IE C](!1, c i. Esto quiere decir, recordamos, que si 1]= Re(l) , /2 = Img(I),

existen y son continuas en !1.

2) dl- = 0
dz

(condicton de Cauchy- Riemann) .
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Denotaremos por () (n) al conjunto de las funciones holomorfas en n :

Es claro que ()(n) es un £-espacio vectorial. Mas adn, es un anillo y una

c, algebra, y ()*(n) = I fE ()(n) I fez) i a para toda zEn I es un cuerpo.

Denotemos ahora elm, c i al l'-subespacio (sub-anttlc y sub-algebra) de

D(n, c i formado por las aplicaciones l'-derivables sobre n tales que la £-de-

rivada [': n 4 (; es continua en n . Se tiene que

En efecto, si i' es continua, tambien 10 es ~ , pues
rix

iJ..=j'.
rix

Pero

f = Re t L} ,
I

f
2

= lmg ( f) .

Por 10 tanto

son ambas continuas. Por otra parte,

~ = if'
iJy

rifl rif2
Sededuceque riflrly escontinua,ydeestoque rly' riy

tinuas. Por 10 tanto, f E elm, c ). Como ademas

son ambas con-

.3-L = a
ri z '

es cl aro, que f E () (n) . Reciproc amente ,
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