NOTAS

Sobre algunas funciones trascendentes enteras . En [21 J. Garavito define

las siguientes funciones :

kn
x

o (kn)! '

x2" xkn

M8

”
(1) X (,\')=1+x—+ + o004 e oo
" n! (2n) ' (kn)! k

las cuales convergen para todo x € R y demuestra ensequida que XL”)(x) =X (x),

es decir, que X, (x) es solucion de la ecuacion diferencial lineal homogénea
_\'(")— y=0 ; usando el método de Euler [1; pags. 110-1111 encontramos las si-

guientes soluciones linealmente independientes

_\'k_(x)=e.\’p(é:.\'), RE=V07 0, 000 fm=T %

donde ¢, = exp (2mi/n) esuna raiz primitiva »-ésima de 1. Es facil verificar

que

. .1) o
”'+C:(n )X::+Ck(" )X

n n

(n-1)
+
n

’

k
(2) ?,\'p(é'f.\‘) - X” * C}I X

C”‘I C(n-l)(n-l)

n n

-1 AR
']' son distintas entre

(pues es un Vandermonde y las cantidades 1, ¢,,..., é,
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(n-]) 2

-’ ’ . . .
si), las WXL peed, X X -son soluciones reales linealmente indepen-

n

dientes. Este resultado lo obtiene Garavito, pero su argumento es incorrecto.

Sumando las ecuaciones en (2) obtenemos

n-1
(n-1)k ) =nX,(x)

k i n-1 k - n-1
Z et (£ x)=n X, (0 + X[T ”(k2=0 q: )+---+ X,,(x)(kgo g

pues cada suma entre paréntesis, en el miembro derecho, vale cero ya que las

Cn], j=1,...,n-1, son las raices del-polinomio t"'1+...+t+1 ; es decir,
e k
(3) X, (x)= 2 kzo exp (Cnx).

Poniendo »=2 en (3), obtenemos
X,(x)=chx y X:l(x)=sbx,

resultado que obtiene Garavito usando una integracion (en variable compleja ; es
necesario adivinar en Garavito cuando pasa de variable real a variable compleja)
a lo largo de un camino bastante complicado*. Aplicando laregla de Cramer al
sistema (2) se pueden encontrar expresiones mas complicadas que (3) para

X;(x), er"'”(x) , n>3 . [Esto no lo menciona Garavito] .

Sirviéndose de

-1 -1) .,
exp({”x) =X,+ Cn X;” )+---+ Crfn )Xn

y de las relaciones

+ 1 sen S L

k _ 2km 2km bl
{n—cos - = , k=0

Garavito obtiene |a siguiente generalizacién de la férmula de Euler (x € R) :

¥ - . . - .
Aqui muestra algin conocimiento sobre las superficies de Riemann
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(n-1) 27

oy s (n-1) 27 4
(4) exp (é'n x) [X" + Xn cos S 4 e i Xn cos s

2’
+i[x,(]" ) sen 22

eﬂ——+~--+X;IS?ﬂ (i'_l)z—”],
n

n

la cual coincide con exp(ix) = cos x + i senx tomando »=4, como puede verifi-
carse tras sencillos y rutinarios calculos .
Usando las otras expresiones en (2), podrian obtenerse expresiones semejan-

tes para exp(é’fx) s R=2000N n-1.

Luego Garavito estudia con un poco mds de detalle el caso »=3. Su razona-

miento sigue las siguientes pautas : Observa que

exp(é}x) = (X3-X3)={3 (X3-X¥) ,

y hace
u= X3—X3 , U= X3-X3 , w= X3—X3 y
obteniendo
u+v+w=0
du/dx = dv/dx = w , dw/dk = u
(5) exp(éj x) = u-(_,}v
Tomando 4'3 =14+3i\3 ==cosP+isen®, ®»=a/3 ycomparando las par-

tes reales e imaginarias de (5), obtiene

u=expl=xcos @) [sen(x sen@+w/3)/sen®]
v = exp(-x cos ©) [sen (x sen P+ m) / sen ¢

w = exp(-x cos ¢) [sen (x sen @+ 47/3)/ sen® ] .

iEsta tltima es incorrecta pues debiera aparecer 27/3 en vez de 47/3 ! Qbser-

va entonces que «,v,w se parecen a las funciones auxiliares oy,0,, 03 de Ja-

314



cobi, que permiten estudiar las funciones elipticas [cfr. A, Markushévich, Teoria

de las funciones analiticas, t. 2, Mir, Mosct, 19701, pero de alli no pasa.

Otra pregunta que no absuelve Garavito es la de las propiedades de la funcion
inversa de X (x). Parece desconocer el procedimiento de inversion de Lagrange
[A. Markushévich, Teoria de las funciones analiticas, t.1, Mir, Mosct, 1970, pags.

476-481] . Para »> 1, obtenemos

nMg

6) ¢, (w)=z=

k-1 Ak
v A . Y (¢) s Cant)
k % é«

1k! d¢ =0

donde w = X,(z)y

n 2n
(7) I8 1w e e IR S,
n! (2 )/ (377)/
”n

siendo valida la expresion (6) en una vecindad del punto 1, a excepcion del mis-
mo punto 1. De aqui se deduce que 9, (w) =z es una funcion analitica »-for-
me con un punto de ramificacion algebraico de orden »-1 en el punto 1. (Véase
[3; pag. 4811). Usando (7#) es posible, tedricamente, encontrar los primeros tér-

minos de (6). Asi, por ejemplo, para »=2, obtenemos

/ 1/2 3/2
Arccbw—z—,z-(w—l)—;/—-—((o—) + oo

Comentarios : La mayoria de los resu'tados de Garavito en su trabajo se ob-
tienen facilmente del estudio cuidadoso de la ecuacién diferencial lineal y(™=y,
usando el método de Euler. El desconocimiento del procedimiento de Lagrange,le
impidi6 estudiar las inversas de X (z) =w, n>1, las cuales difieren esencial-
mente de 9,(w) = log ® = = La pregunta sobre las funciones =, v, w y su

relacién con algunas (hipotéticas) funciones semejantes a las elipticas es intere-

sante, pero no pasa de alli Garavito; ojala alguien esté interesado en responder-
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la. Enresumen, se trata de verdaderos elementos, cuyo estudio"posterior nunca
fue hecho, posiblemente por falta de anlicaciones y motivacion. El profesor Yu

Takeuchi, sefiala, por otra parte, que el comportamiento asintotico de las solucio-
-1
(ﬂ ) de y(n)

e =y, no ofrece mayor interés .

’
nes Xn, Xn,...,X
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