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¢ QUE ES LA MATEMATICA MODERNA ?'")
F. SMITHIES

I. Introduccidn.

Lo primero que debe decirse acerca de lo que comunmente se |lama matematica
“*moderna’ es que realmente no es tan moderna como podria suponerse. Gran par -
te de ella fue de hecho creada hace mas de cincuenta afos (*). Lo que le da un
aire de novedad es que solamente en la Ultima generacion ha tenido un efecto se-
rio en la ensefianza de matematicas en las carreras de nuestras universidades y
solamente en los Ultimos afos se ha empezado a sentir su impacto en las matema-
ticas de la escuela secundaria. Un tal desfasamiento es natural e inevitable; las
nuevas matematicas usualmente se crean como herramientas de investigacion y
mientras no sean mas que eso no hay razones que obliguen a buscar la forma mas
simple de exponerlés 0 a reexaminar a la luz de ellas partes mas elementales de
la matematica. Es al empezar a ensefiar un tema nuevo cuando la simplificacion
principia y cuando esto se ha logrado uno empieza a apreciar las posibles venta-

jas del nuevo punto de vista en niveles mas elementales.

Quiero ilustrar esto examinando las lineas de cambio en un tema particular y

mas bien elemental ; con este propdsito he escogido el algebra lineal y, en parti-

(*) Este articulo fué originalmente publicado con el titulo “What is Modern Mathematics?"

en “The Mathematical Gazette' voil. XLVII, 1963 y se publica con la autorizacion de dicha

revista. N del E



cular, la teoria sobre las soluciones de sistemas de ecuaciones lineales.

El problema de resolver sistemas de la forma

ax + by = p ,

cx +dy = ¢q ,

con coeficientes numéricos, fue atacado exitosamente por los antiguos babilonios
y en las matematicas escalares son familiares, desde hace largo tiempo, los ejer-
cicios acerca de soluciones de n ecuaciones con n incognitas, para valores pe-
quefios de n. Hastael siglo diez y ocho poca atencion se prestd a los casos ex-
cepcionales,cuando el sistema no tenia solucion o tenia muchas ; esos casos se
consideraban como accidentes desagradables resultantes de un problema mal plan-
teado. Vale la pena sefialar de pasada el viejo habito matematico de considerar
gue un problema debe tener una solucién Unica o, en el peor de los casos, un nt -
mero finito de soluciones (como en las ecuaciones cuadraticas). Esto esta pro-
bablemente ligado al hecho de que uno Ileva a cabo una operacion aritmética con
el objeto de calcular un resultado especifico y realiza una construccion geométri-
ca para obtener una figura bien determinada. En las matematicas elementales muy
pocas veces, como en el caso de las ecuaciones diofanticas, se obtiene un rango

infinito de soluciones de un problema dado.

El siglo diez y ocho aporté el concepto de determinante y Ia solucion explici-
ta, por la regla de Cramer, de un sistema de n ecuaciones lineaies con n incog-
nitas. Péro el caso excepcional permanecio en la penumbra; inclusive Jacobi
lo dejé de lado, con la observacion de que la clasificacion de sistemas con deter-

minante nulo parecia ser un asunto tedioso.

El descubrimiento, por Sylvester, de la nocion de rango y la creacion por Cay-



ley, del calculo de matrices lograron nuevos progresos ; sus trabajos condujeron a
una teoria completa de los sistemas de ecuaciones lineales a la cual contribuye -
ron Kronecker, Dodgson y otros. La teoria descansaba fuertemente en las propie -
dades de los determinantes, ya que el rango de una matriz se definia como el or-
den de su maximo menor no nulo y asi continué haciéndose hasta fechas compara-
tivamente recientes ; una soberbia exposicion de esta version puede hallarse en

la Introduction to higher algebra (Introduccién al Algebra Superior), 1907, de Bo-
cher. Mi propia introduccion al tema en 1929 era una setie de lecciones en las cua-
les todo el énfasis estaba en el estudio de ias propiedades de los determinantes

por si mismas, y las aplicaciones a sistemas de ecuaciones eran incidentales.

Las herramientas para el siguiente paso fueron creandose durante la ultima
parte del siglo diez y nueve. Los matematicos gradualmente fueron liberandose de
la idea de que una ecuacion expresaba una igualdad entre nimeros ; la aparicion,
primero de los nimeros complejos y luego de los cuatemios, inicid este proceso ;
la teoria de grupos contribuyd a su desarrollo y el calculo de matrices de Cayley
hizo ain mas. Hasta entonces el lenguaje geométrico se habia confinado a situa-
ciones que podrian ilustrarse en un espacio de dos o tres dimensiones, pero Cay-
ley lo usé temeraria y exitosamente en el caso n-dimensional. El Ausdehnungs -
lehre (Teoria de la extension), 1844 y 1862, exhibia un punto de vista alin mas
geométrico, siendo un primer intento hacia una geometria intrinseca de un espacio
de n dimensiones ; definia, por ejemplo, la nocién de independencia lineal de un
conjunto de vectores y la de dimension de un subespacio. En este punto no puedo
resistir la tentacion de citar una observacion de una de las notas historicas de
Bourbaki (Algebre . Cap. IIl) : ** situados entre, por una parte, los métodos pura-

mente sintéticos, una especie de lecho de Procustes sobre el cual sus ortodoxos



discipulos se someten a la torturay, por otra, los métodos analiticos, ligados a
un sistema de coordenadas impuesto arbitrariamente al espacio, uno siente la ne-
cesidad de algln tipo de calculo geométrico, tal como el sofiado, pero no creado,

por Leibnitz e imperfectamente bosquejado por Carnot ¢’

El primer intento parcialmente exitoso hacia un tal calculo fué quizas el reali-
zado por la escuela cuaternista de Hamilton, Tait y sus stguidores ; de aqui na-
cieron otras formulaciones del algebra vectorial, en las cuales los productos es-
calar y vectorial eran tratados separadamente. Por mucho tiempo, sin embargo, la
mayor parte de estos trabajos se referian sdlamente al espacio de 3 dimensiones,
y se consideraban mas como una herramienta para el matematico aplicado que co-

mo un lenguaje geométrico para el algebra.

Hacia fines del siglo diez y nueve empezaron a aparecer, en conexion con in-
vestigaciones sobre los fundamentos 16gicos del tema, formulaciones axiomaticas
de varias porciones de la Matematica ; son bien conocidos los trabajos de Pasch,
Hilbert y otros en los fundamentos de la geometria que corregian las fallas en el
sistema de axiomas de Euclides, como también lo son los axiomas de Peano para
los numeros naturales. Menos familiar, pero de mayor importancia en la presente
discusion, fué la enunciacion por parte de Peano, en 1888, de un sistema de axio-

mas para un espacio vectorial real con un nimero finito de dimensiones.

El siguiente gran paso fué dado como resultado de las primeras investigacio -
nes sobre espacios vectoriales infinitodimensionales en los albores del presente
siglo. Hilbert habia usado un espacio particular de esta clase como herramienta
en la teoria de las ecuaciones integrales ; un punto de esie espacio es una su-
cesion infinita (x;,x3, ... ) de niimeros reales tal que la serie x2]+x22 dooae

es convergente. E. Schmidt y M. Fréchet introdujeron sistematicamente el len-



guaje geométrico en la discusion del espacio de Hilbert. Por algin tiempo habian
aparecido esporadicamente en Matematicas sistemas con una infinidad de ecua -
ciones lineales en una infinidad de incognitas y von Koch habia atacado valiente-
mente estos problemas creando una teoria de determinantes infinitos la cual, sin
embargo, reveld ser de limitada aplicabilidad. En 1909 Toeplitz abandond el en-
foque via determinantes y traté dichos sistemas por medio de lo que ahora debe -
riamos |lamar métodos vectoriales ; estos fueron recogidos por F. Riesz y otros
para la investigacion de los numerosos espacios infinito dimensionales que rapi-

damente aparecian en escena.

La axiomatizacion Ileg6 lentamente—pues no era alin un habito matematico-pe-
ro comenz0 en 1922 cuande Banach y Wiener, independientemente, dieron sistemas
de axiomas para una amplia clase de espacios infinito-dimensionales ; alrededor
de 1929 von Neumann y Stone formularon axiomas para los espacios de Hilbert. Al
mismo tiempo se difundia lentamente el convencimiento de que ahora era posible
dar un nuevo enfoque al caso infinito-dimensional ; el uso de los determinantes en
la teoria de los sistemas de ecuaciones lineales fue gradualmente abandonado en
favor de los métodos vectoriales. Los axiomas de espacio de Hilbert, con algu-
nos cambios menores, proporcionaron una axiomatizacion nueva y simple para los
espacios euclideanos finito dimensionales y por lo tanto un calculo geométrico de
la clase mencionada por Bourbaki, capaz de dar descripciones simples de una gran
gama de situaciones geometricas, sin sujecion a un sistema particular de coor-
denadas “‘impuesto arbitrariamente al espacio”.

El desarrollo de veloces computadoras electronicas también ayudd a relegar

los determinantes ; se encontrd que la solucion explicita de un sistema de ecua-

ciones lineales en términos de detefminantes no era, en la practica, la manera



mas rapida ni 1a mas confiable para obtener la respuesta.

La evolucion que he descrito ha dado como resultado una nueva union del al -
gebra y la geometria proporcionando, como veremos mas detalladamente adelante,
un acceso mucho mas directo a la teoria de los sistemas de ecuaciones lineales;
la introduccion de ideas procedentes del analisis también se ha facilitado y se
ha hecho mas accesible, por ejemplo, la discusion de las propiedades de los con-
juntos convexos y las desigualdades lineales asi como sus aplicaciones a la pro-

gramacian lineal.

En el resto de este articulo cambiaré la direccion del enfoque de nuestro tema;
en lugar de examinar el impacto de ideas matematicas nuevas en un sector de las
matematicas elementales, consideraré uno tras otro algunos de los conceptos ba -
sicos de la matematica contemporanea tratando de indicar su influencia unifica-

dora en diversas ramas del pensamiento matematico.

2. La Teoria de Conjuntos.

2.1. Empezamos con el concepto de conjunto el cual es hoy en dia el mas fun-
damental en toda la estructura de la Matematica. No deseo verme involucrado aqui
en las dificultades 16gicas y paradojas que han fastidiado a la teoria de conjun -
tos en los Ultimos 60 afios ; simplemente adoptaré el punto de vista desprevenido
segln el cual un conjunto es una cierta coleccion de objetos del pensamiento, e.
g. puntos 6 nimeros 0 vectores. De hecho, |as paradojas y las distinciones suti -
les que enfrenta el I6gico matematico sélo raramente afectan la labor del trabaja-
dor matematico ; y cuando ellas levantan sus desagradables cabezas es normal -
mente bastante facil hallar una manera practica de evitar la dificultad.

En consecuencia, consideramos un conjunto como una coleccion de objetos o



elementos y usamos la notacion x € A para indicar que el elemento x pertene-
ce o es un miembro del conjunto A. Porejemplo, si x es un punto del plano y
A es una linea en el mismo plano, considerada como el conjunto dé todos los pun-

tos que la conforman, entonces x € A quiere que el punto -x estd en la linea

A,

2.2. Decimos que el conjunto A es un subconjunto del conjunto B . o que
A esta contenido en B - y escribimos A C B . si cada elemento que pertenece
a A también pertenece a B - POr ejemplo, el conjunto A de los multiplos en-
teros de 4 es un subconjunto del conjunto B de los nlimeros pares. Se conside-
ra que un conjunto es un subconjunto de si mismo, de tal manera que siempre te-

nemos ACA.

El conjunto de los elementos x talesque x €A y x€ B . estoes, lapar-
te comin o interseccion de A y B se denotapor AN B. Si A y B no tie-
nen elementos comunes, en otras palabras, si A y B son dis_yuntos decimos
que su interseccion es el conjunto nulo o conjunto vacio , el cual denotamos por
& ; en este caso podemos entonces escribir ANB = ¢ . Consideramos que ¢

es un subconjunto de cualquier conjunto de tal manera que siempre tenemos ¢ CA.

Siempre se hace distincion entre un elemento x y el conjunto {x} cuyo Uni-
co miembro es x ; los enunciados X€ A y {x} C A sonequivalentes uno
al otro. Podemos observar la conveniencia de tal distincion sefialando que ¢

no tiene elementos pero { ¢ } tiene un elemento.

Si A es un subconjunto de un conjunto fijo E, el conjunto de los elementos
X quepertenecena E peronoa A se llamael complemento de A (en E)
y puede denotarsepor [} A, A* 6 E~A .Claramente E*=¢, ¢'=E ,
(A’)*=A.



El conjunto de los elementos x talesque x€A 6 x B (o ambas) se lla-
malaunion de A y B ysedenotapor AUB -Si 4 y B son ambos sub-
conjuntos de un conjunto fijo E , se verifica facilmente que (AU B)’= A’ B’,
(AN B) = AU B’. Estos resultados se describen diciendo que las operacio-
nes de union e interseccion son duales una de la otra,con respecto a la comple-
mentacion .

Hay numerosas identidades que conectan las tres operaciones que hemos in-

troducido ; por ejemplo, tenemos

AUMBNC) = (AUB) N (AU C)

ANMBUC) = (ANB)U (A Nc)

y también leyes como AU A= ANA= A,

El conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto dado E con respecto
a estas tres operaciones, es un ejemplo de un dlgebra de Boole : tales algebras
aparecen en muchas partes; desde l0gica hasta circuitos eléctricos con interrup -

tores y tienen estrechos vinculos con el disefio de computadores digitales.

De la estructura formal del algebra de conjuntos y su posicion central en el
tema podemos en este punto derivar una leccion para las matematicas elementa-
les. Anteriormente los matematicos estaban entregados al habito de pensar que
cualquier condicion impuesta, digamos,a la posicion de un punto, deberia ser ex-
presable por medio de una o mas ecuaciones y, mas aln, introdujeron una palabra
especial, “locus’’ (lugar), para describir un conjunto de puntos determinado de
esta manera. Pero la negacion de una ecuacion no es una ecuacion ; ;por qué no
considerar, por ejemplo, el conjunto de puntos (x,y) del plano tal que ax + by

# p, o el conjunto (un semiplano) en el cual ax+ by <p? Tales conjuntos



son a menudo extremadamente Utiles ; por ejemplo, el interior de un poligono con-
vexo puede siempre representarse como la interseccion de un nimero finito de se-
miplanos. Un campo nuevo de la matematica, la programacion lineal, con sus nu-
merosas aplicaciones en proyectos agran escala y de diversas clases, se ocu-

pa principalmente de resolver sistemas de tales desigualdades lineales.

2.3. Frecuentemente queremos considerar conjuntos cuyos elementos son a su
vez conjuntos ; ya hemos mencionado el conjunto {¢ } ; por otra parte, podemos
formar el conjunto de todas las rectas en un plano dado. Un ejemplo especialmen-
te importante es el conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto dado E ;

este conjunto se denota ¥ (E) .

Otra operacion importante es la formacion del producto de dos conjuntos A y
B-Si xX€A y ye€B. denotamos por (x,y) la pareja ordenada formada por

x como primer elemento y y como segundo elemento ; de tal manera que (xl,yl)

n

(X;,y,) siysblosi x;=x, y y;=y,. Elconjunto de todas las parejas
ordenadas (x,y) con x€A y Y€B eselproducto de Ay By usual-
mente se denota por A x B - Por ejemplo, si A y.B son ambos iguales a la
recta real, entonces A x B es el conjunto de todas las parejas ordenadas (x,y)
de niimeros reales y puede representarse por medio del conjunto de todos los pun-
tos de un plano ; de aqui la hoy comin notacion R? (abreviacion de R x R )

para designar un plano dado.

3. Relaciones y Funciones.

3.1. Sean E y F dos conjuntos dados ; supondremos, para evitar casos tri-

viales y de excepcion, que ninguno de ellos es vacio. Supongamos también que sa-



bemos lo que significa decir que un elemento x de E esta en larelacién R
con un elemento y de F y escribamos x Ry para indicar esta afirmacion.Di-
remos en este caso que R es unarelacion en (E,F); oen E,cuando E = F.
Por ejemplo, E y F pueden designar ambos el conjunto de los nimeros reales y
R puede ser la relacion < ; enestecaso x Ry quiere decir simplemente
x<y.

Dada una tal relacién R, podemos definir un subconjunto correspondiente
Gp del producto E x F ; Gg es el conjunto de todas las parejas ordenadas
(x,y) talesque x€E ,y €F yademds x RYy. Decimos que Gp es lagrd
fica de larelacién R ; se trata de la natural extension a esta situacion de la no-
cion elemental de grafica de una funcién. Reciprocamente, si G es un subconjun-
to arbitrario de E x F,” podemos definir R conviniendo que x Ry significa
simplemente que (x,y)€ G ; entonces G es la grafica de la relacion R . Lue-
go hay una correspondencia uno-a-uno entre relaciones en (E, F ) y subconjuntos
de ExF.,

En esta seccion describiremos tres clases especialmente importantes de rela-

ciones : relaciones de equivalencia, relaciones de orden y funciones.

3.2. Si E es un conjunto dado, una relacion R en E esuna relacion de

equivalencia si satisface las condiciones siguientes :

(i) XRx (paratodo x€E);

(i) Si xRy , entonces yRx

(iii) SixRy y yrRz, entonces xRz.

Estas tres condiciones también se enuncian diciendo que R es (i) reflexiva,

10



(ii) simétrica y (iii) transitiva. Son ejemplos de relaciones de equivalencia: la

igualdad en un conjunto arbitrario E ; larelacion x Ry definida en los enteros
e indicando que x-y es divisible por un entero fijo m ; la relacion de paralelis-
mo entre lineas rectas en el plano, con la convencién de que cualquier recta es pa-

ralela a si misma.

Cuando R es unarelacion de equivalenciaen E , es posible realizar una par-
ticion de E en clases de equivalencia disyuntas entre si ; todos los miembros de
una misma clase son equivalentes entre si y dos elementos pertenecientes a cla -
ses distintas nunca son equivalentes entre si. Cuando R es la igualdad en E ca-
da clase contiene un solo elemento ; en nuestro segundo ejemplo, todos los miem-
bros de una misma clase dejan el mismo residuo al ser divididos por m ; en el
tercer ejemplo cada clase corresponde a una direccion en el plano. Reciprocamen-
te, cualquier particion de E en clases (subconjuntos) disyuntas determina una re-
lacion de equivalenciaen E ; en este caso convenimos que x Ry significa que

X y y pertenecen a una misma clase de la particion .

El conjunto de todas las clases de equivalencia resultantes al partir E por R
se llamael cociente de E por R y se denota E/R. Cada clase en el cocien-*
te puede especificarse por medio de un elemento representante ; e.g. especificar

una direccion dando una recta en tal direccion.

3.3. Se dice que-unarelacion R en un conjunto E es unarelacion de orden
y que E es un conjunto ordenado (por R) si R tiene las siguientes propie-

dades
(i) XRX (paratodo x € E);

(i SixRy y YyRx , entonces x=Y

11



(i) Si xRy y yRz, entonces xRzZ.

Una relacion de orden es entonces reflexiva, antisimétrica y transitiva. Ejemplos:
larelacion x <y en los nimeros reales ; si E es el conjunto de todas las
funciones reales  f(t) de unavariable real t conviniendo que f< g signi-
fica que f(t) < g(t) paratodoreal t; si E es el conjunto de los enteros
positivosy m Rn quiere decir que m divide a n, es decir, que mq = n pa-

ra algin entero q ; larelacion AC B entre subconjuntos de un conjunto E.

No hemos supuesto que dados x y y en E debatenerse x Ry 0 y Rx;
si esto sucede, como en el caso de la relacion x <y en los nimeros reales,di-

remos que E es totalmente ordenado por R .

Para ilustrar un poco mas la vasta aplicabilidad de las propiedades de las
relaciones de orden pasamos a introducir una definicion mas. Sea < una rela-
cionde ordenen E ysean x y y elementosde E ; sihay unelemento u
de E talque x <M, y<u yademds u<V paratodo v talque x<UV
y y<v diremos que u (el cual es lnico, si existe) es la minima cota supe-
rior , extremo superior o supremo de x y y y se escribe U= sup(x,y).Una
definicién similar puede darse para la maxima cota inferior , extremo inferior o

infimo , inf(x,y), de x y y. Un conjunto ordenado en el cual cada-par de

elementos posee un supremo y un infimo se llama un reticulo . Todos los

ejemplos mencionados son reticulos ; anotamos que,en el caso de la relacion ACB,
se tiene sup (AB)=AUB , inf(A,B)=AMN B ; enei caso de la relacion
“m dividea n”’ , sup(m,n) es el minimo comin miltiplo de my n e inf

(m, n) es el maximo comtin divisor. Asi, las mds diversas situaciones encuadran

en la misma teoria general y muchas de sus propiedades pueden obtenerse de una

sola vez.
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Como ejemplo de un conjunto ordenado que no es un reticule . considerese el
conjunto de todas las funciones reales f( r) Quetienen derivada continua,
con la rel acion de orden antes mencionada; s} f(t) =t y get) = o, entonces

sup (f,g) no existe en dicho conjunto .

3.4. Sedice que unarelacich R en un par de conjuntos. (E. F) es funcio-
nal o que es una funcion si siempre que rrRY Y r.rR z setiene Yy =z El
subconjunto b de E formado por todos los elementos x tales que X R Y
para algun Yy EF se llama el dominio de definicion o domitiic de la funcion
Para cada XxeD existe ununico Y en F tal que X R Y . esto nos permite
introducir la notacidn funcional usual, escribiendo, por ejemplo, Yy =f(X) , en lu-
gar de x Ry _ Hay numerosos nombres para el concepto de funcion.segrn el con-

texto, e.g. apltcacton , transformacicn. operador.

En las circunstancias descritas, decimos que la funcion f aplica su dominic
D en el conjunto F. El conjunto S de todos los y de F tales Que Yy =!(X
para algun x en b se llama elrecorrido o imagen de la funcion, podemos enton-
ces decir que f aplica D SObre s. Usualmente es conveniente tener D = E
Y de ahora en adelante supondremos ordinariamente queeste es el caso; en otras

palabras, la funcion f esta definida entooo el conjunto E.

En este punto es conveniente introducir alguna terminologfa reciente. S, la
funcion f aplica E sobre F, detal maneraque S =F, se dice que es una
sobreyeccion o que es sobreyectiva.  Si la funcion f que aplica E en F es
tal que f(xl): f(X2) implica  xI=x2' sedice que es UN0-a-uno <) 0
inyeetiva o que es una inyeccion . si f es ala vez inyectiva y sobreyectiva se

dice que es biyeetiva o que es una hiyeccion : tambien puede describirse  una

13



