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¢ SON LA LOGICAY LA MATEMATICA IDENTICAS ? (7)

LEON HENKIN

Hace ya 24 anos que, como estudiante nueve, entré a la Universidad de Colum-
bia y descubri el campo de la ldgica. Recuerdo bien la circunstancia particular

que me condujo a este descubrimiento

Un dia estaba hojeando libros en la biblioteca y me topé con un pequefio vo-
lumen de Bertrand Russell titulado Misticismo y Logica.  En esaépoca, con es-
casamente 16 anos, me consideraba a mi mismo como una especie de mistico. Co-
mo muchos jovenes de esa edad estaba ileno de nuevas emociones fuertemente
sentidas Era natural que ellas ocuparan considerablemente cualquier atencion
reflexiva y que estas preocupaciones comunicaran cierto matiz y mordacidad a la
experiencia, hallando un reflejo afin en los escritos de autores con inclinaciones

misticas.

Habiendo oido decir que Russell era un logico inferi del titulo de esa cbra
que su propdsito era contrastar el misticismo con la ldgica con el objeto de real -
zar la Gltima a expensas del primero, y yo estaba decidido a leer el ensayo con

la intesicion de refularlo. Pero descubri algo bastante diferente de lo que habia

: I N . T s
(*) Esta es una traduccion del articulo ““Are Logic and Mathematics identical? ™" el cual
es una adaptacion de la conferencia dictada por el autor en el 5% Congreso Canadiense de
Matemarticas en Scpriembre de 1901 Dicho articulo se publico originalmente en la revista

“Science’ vol. 138, N® 3541 pag. TH8 a 794, Copyright 1962, N del F
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imaginado. E n efecto, si bien Russell delineaba aspectos contrastantes del misti-
cismo y la l0gica, su tesis era que cada uno tenia un papel propio y muy impor -
tante en la totalidad de la experiencia humana y su interés consistia en definirlos
y mostrar su interdependencia en lugar de optar por uno como superior al otro. Me
encontré desarmado y encantado con el estilo brillante y persuasivo de Russell
y empecé a leer avidamente sus otros trabajos y pronto capté los conceptos 10gi -
cos que han continuado ocupando desde entonces mi atencion, por lo menos en
parte.

Bertrand Russell era un excelente divulgador de ideas tanto abstractas como
concretas Gran nimero de personas han logrado una introduccion a ia Iégica ma-
tematica a través de sus escritos y algunos han llegado incluso al punto de aso-
marse a los formidables Principia Mathematica escritos en colaboracion con Al-
fred Whitehead alrededor de 1910. Se recordara, por lo tanto, la pdsmosa asevera-
cion que escandalizo al mundo matematico de ese tiempo, a saber, que toda la
matematica no era otra cosa que l6gica Los matematicos en general quedaron per-
plejos con esta tesis radical En realidad, muy pocos entendian del todo lo que

Russell queria decir Sinembargo se oponian vehementemente a la idea.

Esto se comprende facilmente si se recuerda que una tesis compaiera de lade
Russell afirmaba que la idgica es puramente tautologica y que, en realidad, care-
ce de contenido alguno. Los matematicos, adictos a sumar 2y 2, rapidamente
infirieron que lo que Russell queria decir era que todas las proposiciones mate -
maticas estan completamente desprovistas de contenido ; y desde este punto era
algo simple pasar a suponer que se estaba afirmando que toda la matematica care-
cia enteramente de valor. i Aux armes, citoyens du monde mathématique ' ( A las

armas, Ciudadanos del munda matematico ' ).
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Ha pasado medio siglo desde esta desgraciada interpretacion de la irritante
afirmacion de Russell'"’ Estos 50 anos han presenciado un aumento en intensi -
dad y amplitud en la investigacion en logica Por eso me parece apropiado buscar

una revaluacion de la tesis de Russell a la luz de los desarrollos ulteriores

Definiciones y demostraciones.

Con el fin de explicar cOmo llegdo Russell a la vision segun la cual toda la
matematica es solo [0gica, es necesario retroceder y discutir dos complejos de
ideas que se habian desarrollado durante décadas antes de que Russell arribara
a este camno. E! primero era la reduccion sistematica de todos los conceptos ma
tematicos a solo un pequeno numero de ellos. Este proceso de reduccion habia
en realidad estado adelantandose por mucho tiempo Tan temprano como en los
dias de Descartes , por ejemplo, puede notarse por lo menos una reduccion ini-
perfecta de las nociones geomelricas a las algebraicas Posteriormente, con el
desarrollo de la teoria de conjuntos iniciada por Cantor, la reduccion del sistema
de los numeros reales al de los numeros naturales marco un gran paso en este pro-
ceso Pero quizas el mas osado de estos esfuerzos, el punto culminante, fue el
intento del matematico aleman Gotlob Frege para analizar ain mas la nocion de
numero natural reduciéndola a un concepto considerado por el como de naturaleza

puramente l0ogica

La obra de Frege paso casi enteramente desapercibida en su tiempo (las tres
ultimas décadas del siglo XIX) pero cuando Bertrand Russell se entero de los
trabajos de Frege capto su gran significacion dando a estas ideas amplia circula

cidn a traves de su propio y brillante estilo de exposicion Los postreros elemen-

(*) Esta conferencia fue dictada en Septicmbre de 1961 N del E
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tos en cuyos términos la nocion de nimero natural fue analizada por Frege y Ru
ssell eran entidades que ellos llamaron *'funciones proposicionales’” Hasta nues-
tros dias persisten controversias entre filésofos en cuanto a qué son realmente
estos objetos los cuales, en todo caso, estan ligados con ciertas expresiones lin-
guisticas que parecen proposiciones con la diferencia de que contienen variables
Asi como, por ejemplo, hay una cierta proposicion asociada con (o expresada por)
la frase " U Thant es un astronauta’, también hay una [uncion proposicional
asociada con la expresion "“x es un astronauta’” Debido a que las proposiciones
habian sido reconocidas desde tiempo atras como constituyentes de una de las
mas basicas porciones del dominio de investigacion de los I6gicos y como las fun-
ciones proposicionales estaban estrechamente relacionadas con las proposiciones
era natural considerar que estas tambien eran una parte natural del dominio de la
logica Es en este sentido que parecia posible para Frege, partiendo de nociones
puramente l0gicas, llegar a traves de una serie de definiciones, a la nocion de nt
mero, asi como a otras nociones objeto de estudio en varios sectores de las mate-
maticas

La segunda linea importante de desarrollo que precedio a Russell, y de la
cual extrajo sus ideas, fue el estudio sistematico, por medios matematicos, de las
leyes l0gicas que intervienen en las demostraciones matematicas. Estos desarro-
llos fueron iniciados por George Boole,en Inglaterra a mediados del siglo XIX,
quien descubrid que ciertas leyes bien conocidas de la I6gica podian formularse
con ayuda de simbolos algebraicos como el signo mds , el signo por , el signo
igual y de variables Boole us6, por ejemplo, la ecuacion corriente P-Q Q- P
para expresar el hecho de que frases de laforma “P v Q" y"QyP” deben

ser ambas verdaderas o ambas falsas (cualesquiera sean las frases P y Q) mien-

68



tras que la ecuacion - (P-Q) (- P) . (-Q), poco familiar en general, indica
que la afirmacion ** Es falso que P y ¢ sean (ambas) ciertas’® tiene el mis
mo valor de verdad que ** O bien P es falsao bien Q es falsa” Boole demos
tré que por medio del uso de tal notacion algebraica puede lograrse un gran aho
rro del esfuerzo necesario para confrontar y aplicar leyes basicas de la l0gica
Mas tarde sus trabajos fueron ampliados y ahondados por el norteamericano C. S
Pierce y por el matematico aleman E. Schroder. El mismo Russell, trabajando en
esta linea, encontr0 en ella una hase conveniente para un desarrollo sistematico
de toda 1a matematica a partir de la l0gica. Combinando la formulacion simbdlica
de leyes l0gicas con la reduccion de conceptos matematicos a un niicleo 16gico ,
llego a concebir un desarrollo unificado como el pretendido en los Principia Ma

thematica .

De Russell a Godel

¢ Como eran los Principia 7 De hecho, el trabajo atin no esta completo ( sola-
mente han aparecido tres de los cuatro volimenes proyectados), y como en los Ul-
timos tiempos Bertrand Russell parece ocuparse de los efectos politicos de cier-
tas investigaciones fisicas la obra jquizas no sea completada nunca | *'Sinem -
bargo es posible ver claramente el alcance que se intentd dar a ese trabajo el
cual recuerda sorprendentemente la actual empresa masiva del grupo de Bourbaki
-n Francia. Porque, aunque los Principia y Bourbaki son muy disimiles en mu-
.chos aspectos, ambos se p;oponen presentar una relacion enciclopédica de la in-
vestigacién matematica contemporanea unificada desde un punto de vista coheren-

te.

(*) Bertrand Russéll musié en 1970, L a obra no fue completada. N. del F.
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En tos Principia se parte de ciertos axiomas expresados en forma simbolica
los cuales se suponia expresaban leyes basicas de la l0gica (eran axiomas que
tnicamente contenian lo que Russell concebia como nociones ldgicas) - luego la
obra procede sistematicamente a derivar las otras leyes de la logica, introducir
por medio de definiciones, nociones tales como el concepto de nimero y el espa-
cio geometrico y, finalmente, exponer los principales teoremas concernientes a

estos conceptos dentro de un desarrollo sistematico y uniforme

Mirando retrospectivamente el 16gico contemporaneo se pasma ante la anuencia
de Russell y Whitehead a basar su caso en lo que, para un matematico, debe con-
siderarse como una evidencia muy endeble Es claro que el mundo de la ciencia
empirica aspira a lograr la certeza con base en la evidencia empirica, pero la
quinta esencia en el enfoque del matematico, y en especial del I6gico matematico,
es la demanda constante de una demostracion antes de aceptar una tesis. Sin em-
bargo, se ve que, aunque Russell estaba interesado en sentar que, en cierto sen-
tido, toda la matematica podia obtenerse a partir de sus axiomas y conceptos 10 -
gicos, | nunca se propuso dar una demostvracién de este hecho ! Todo lo que hizo
fue juntar las ideas basicas que de manera informal y no sistematica habian sido
desarrolladas antes de €l por los matematicos para luego decir : ‘'Ustedes ven
que he logrado colocar toda esta lahor desordenada dentro de los precisos marcos
de mi sistema formal. Y ;no es claro que tengo todas las herramientas disponibles
para formalizar el trabajo ulterior que los matematicos estan en disposicion de ha-
cer?”

En este aspecto se evoca el enfoque del primer gran axiomatista y geometra,

Euclides. Euclides consideraba también que todas las proposiciones de la geo-

metria - es decir, todos los enunciados verdaderos acerca de triangulos, circulos
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y las otras figuras en las cuales estaba interesado- podian derivarse a partir de la
sencilla lista de conceptos y axiomas que daba. Pero tampoco en este caso hubo
nunca un intento de demostrar este hecho pues solo se llevo a cabo el proceso em
pirico de obtener, a partir de los axiomas, un nimero considerable de proposicio -
nes geométricas para luego apelar, por asi decir, a la buena voluntad de la audien-
cia. ' Bien ', podemos imaginarnoslo diciendo, “*miren qué tanto he logrado de -

ducir de mis axiomas ; No estan ustedes bastante convencidos de que todos los

hechos geométricos se derivan de ellos ?*/

Por supuesto, hubo matematicos y 16gicos que no estaban convencidos Y asi

se erigio |a demanda de demostracion.

En realidad, la formulacion apropiada del problema de si un sistema de axio -
mas es adecuado para establecer todos los enunciados verdaderos en cierto do-
minio de investigacion requiere una formulacién matematica precisa de la nocion
de** proposicion verdadera’ , y no fue sino hasta 1935 que Alfred Tarski, enun
gran esfuerzo precursor, puso en plena evidencia la forma en que deben analizar -
se las nociones semanticas para ienguajes matematicos. Es trivial por supuesto,
dar condiciones bajo.las cuales una proposicion particular cualquiera es verdade-
ra. Por ejemplo, en la teoria de la geometria euclideana, la proposicion “*todo
triangulo tiene dos angulos iguales” es cierta si, y solo si, todo triangulo tiene
dos angulos iguales. Sinembargo Tarski mostro claramente que no hay manera de
utilizar esta simple técnica para describir (en un nimero finito de palabras) con-
diciones para la verdad de todas las infinitas proposiciones de un lenguaje ; pa-
ra este fin se necesita una forma muy diferente de definicion, estructural y de ca-

racter recursivo,

Ya en 1919, aln antes de las consideraciones de Tarski sobre la semantica,en-
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contramos la primera demostracion de lo que, en I0gica, |lamamos “‘completez’
El matematico Emil Post (en su disertacion doctoral publicada ese afio), limitando
su atencion a un fragmento muy pequeno del sistema creado por Whitehead y Ru -
ssell, logro mostrar que para cualquier enunciado, en dicho fragmento, que fuera
“verdadero segln la sobreentendida interpretacion de los simbolos’’, podia efec -
tivamente obtenerse una demostracion por medio de los axiomas y las reglas de in-
ferencia adoptadas por el sistema. Mas tarde se llevaron a cabo esfuerzos ulterio -
res para extender el tipo de demostracion de completez iniciada por Post con la
esperanza de que al final el sistema entero de los Principia pudiese cobijarse

dentro del alcance de las demostraciones de esta clase.

En 1930, Kurt Godel contribuyo enormemente a este desarrollo y a esa esperan-
za logrando demostrar la completez de un sistema deductivo basado en una porcion
del lenguaje matematico mucho mayor que la considerada por Post. La demostra -
cion de Godel considera el llamado *‘calculo de predicados de primer orden” el
cual se refiere a los enunciados matematicos que contienen variables de un solo
tipo. Cuando un tal enunciado se interpreta con referencia a algin modelo matema-
tico, sus variables se cansideran variando sobre los elementos del modelo; en par-
ticular, no hay variables que varien sobre conjuntos de elementos del modelo o
sobre los enteros (a menos que éstos sean los elementos del modelo en cuestion).
Ahora bien, Gédel demuestra que en cualquier sistema axiomatico de esta clase,si
un enunciado es v_erdadero en-cada uno de los modelos que satisfacen los axiomas
entonces debe haber una demostracion de longitud finita que conduce de los axio-
mas hasta ese enunciado y en donde cada linea se deriva de las lineas preceden -
tes de acuerdo con reglas Idgicas explicitamente enumeradas. Este resultado de

Godel esta entre los teoremas mas basicos y Utiles en el cuerpo total de la logica
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matematica

Pero justamente el ano siguiente, en 1931, la esperanza de ulteriores extensio
nes de este tipo de demostracion de completez fue desechada definitivamente pos
el mismo G8del en lo que sin duda es el mas profundo y mas famoso trahajo de fa
logica matematica Gédel logro demostrar que el sistema de los Principia Mathe
matica, tomado en su totalidad, era incompleto  Esto es, mostrd explicitamente
como construir un cierto enunciado, acerca de los ntimeros naturales, el cual era
matematicamente admitido como verdadero segin la interpretacion presupuesta del
simbolismo usado pero que no podia ser demostrado a partir de los axiomas apli -

cando las reglas de inferencia que hacian parte del sistema

Por supuesto, si Gddel no hubiese hecho mas que €sto, podria concluirse sim
plemente que Russell y Whitehead habian sido algo negligentes al formular sus
axiomas pues habian dejado fuera de ellos a este enunciado cierto pero no suscep
tible de demostracion y podria entonces esperarse que, agregandolo como un nie -
vo axioma, se lograria obtener un sistema mas fuerte el cual seria completo Mas
I'a demostracion de Godel prueba que también este sistema asi reforzado conten -
dria un enunciado verdadero pero no susceptible de demostracion y tambien que
si este sistema fuera de nuevo reforzado agregando como axioma este nuevo enun-
ciado cierto pero no demostrable, el sistema resultante seria de nuevo incompleto
Y en verdad, si por medio de aplicaciones sucesivas del método de Godel se ob-
tuviese toda una secuencia infinita de enunciados los cuales fuesen agregados
simultaneamente a los axiomas originales de los Principia , el mismo proceso
podria alin aplicarse para obtener otro enunciado verdadero pero tambien indemos

trable.

En realidad Godei describio una clase muy amplia de sistemas deductivos for-
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males a los cuales se aplicaba su método Y la maycria de los estudiosos de este
tema  han llegado a convencerse de que cualquier sistema formal de axiomas vy
reglas de inferencia que fuese razonable considerar como hase para el desarrollo

de lamatematica caeria en dicha clase, padeciendo por lo tanto de incompletez
Desde este punto de vista parece que uno de los elementos basicos sobre los que

Russell apoyaba su tesis de que toda la matematica podia reducirse a la Idgica de-

be ser retirado y reconsiderado.

Problemas de consistencia y de decision.

He venido hablando de completez lo cual tiene que ver con la aptitud de un
sistema formal de axiomas y reglas de inferencia para demostrar enunciados ver -
daderos. Pero debo mencionar también un segundo proposito de los Principia de
Russell y Whitehead el cual tampoco fue logrado en los desarrollos subsecuentes
de la logica matematica Russell y Whitehead se preocuparon mucho de la consis
tencia Mientras aspiraban a obtener un sistema completo en el cual se contara
con demostraciones para todos los enunciados correctos, también se cuidaban de
que su sistema no contuviese demostraciones de enunciados incorrectos. En par-
ticular, en un sistema consistente, como el buscado por ellos, no deberia ser posi-

ble demostrar un enunciado y también su negacion.

cia es necesario recordar el rudo despertar sufrido por los matematicos en 1897 en
relacion con la teoria cantoriana de los nimeros transfinitos. Durante siglos antes
de Cantor los matematicos asumieron simplemente que cualquier persona adecua-

1amente entrenada en el ramo podria distinguir una demostracion correcta de una

incorrecta. Aquellos que encontraban dificil apreciar esta diferencia eran sencilla-

mente “*barridos’* en el curso de su formacion y desviados de las matematicas ha-
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cia campos de estudio menores Y nadie encaro seriamente la cuestion de estable
cer exactamente, en términos explicitos y matematicos, lo que se entendia por una

demostracion correcta

Cuando Cantor inicio su desarrollo de la teoria de conjuntos considerd tanto n
meros cardinales como numeros ordinales de tipo transfinito. (Estos nimeros pue
den usarse en relacion con los conjuntos infinitos en forma muy similar a los nt -
meros ordinarios en el caso de contar y ordenar conjuntos finitos) Muchas de las
propiedades de los niimeros transfinitos son idénticas a las de los niimeros ordina
rios y, en particular, Cantor mostro que dado un nl'cmero‘ ordinal b podemos obte-
ner un numero ordinal mayor, b . I Sinembargo, en 1897 un matematico italiano,
C. Burali-Forti, consi(lerando el conjunto de todos los ntimeros ordinales en su or-
den natural, demostré que debe existir un niimero ordinal maximo. Los matemati -
cos 1o pudieron hallar, ni en el argumento de Cantor ni en el de Burali - Forti, fa-
Ita alguna gue les hiciera presentir que alguno de ellos se basaba en un razonamien-
to incorrecto Gradualmente fue reconociéndose que los matematicos tenian entre
manos una paradoja genuina y que estos tendrian que lidiar por fin con la cuestion
de qué se quiere decir cuando s€ habla de una demostracion correcta, Mas tarde, el
mismo Russell encontro una paradoja alin mas simple en la teoria intuitiva de con-
juntos, basada en el conjunto de todos aquellos conjuntos que no son elementos

de si mismos.

Este esbozo retrospectivo aclarard por qué Russell y Whitehead se preocuparon
porque dentro de su propio sistema ninguna paradoja fuera demostrable Sinembar-
go, jnunca precuraron lograr una demostracion de que su sistema era consistentel
La unica evidencia que aducian era que se habian obtenido, dentro de su sistema,

un nimero considerable de teoremas sin haber encontrado paradojas y que todos
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los intentos para reproducir, dentro del sistema de los Principia Matematica, la

paradoja de Burali- Forti y tantas otras, habian fallado

Como en el asunto de la completez, los matematicos no se contentaban con
una respuesta de esta clase y demandaban que se diera una demostracion real de
la consistencia del sistema de los Principia (asi como de otros sistemas consi -
derados entonces). El nombre, grande e ilustre,de David Hilbert estaba asociado
a estos esfuerzos para obtener demostraciones de consistencia para varias porcio-
nes de la matematica y bajo su estimulo y direccion se llevaron a cabo importan -
tes avances hacia esta meta, ta}lto por él mismo como por sus estudiantes. Pero
como con los esfierzos para derﬁostrar la completez , el programa de Hilbert zo-

zobro ante las brillantes ideas de Kurt Godel .

En efecto, en el mismo articulo de 1931 al cual me he referido, Godel logro de-
mostrar que la consistencia y la completez estaban intimamente ligadas una con
la otra Logro demostrar que si un sistema como el de los Principia era verdadera-
mente consistente entonces, de hecho, jno era posible producir una prueba solida
de este hecho | Ahora bien, este mismo resultado suena paraddjico. Sinembargo ,
expre sado con el aparato técnico desarrollado por Godel este es en verdad un re-
sultado matemético,.lleno de sentido y establecido con precision, el cual ha per-
suadido a la mayoria de los l0gicos, aunque en verdad no a todos, de que la bus-
queda de Hilbert de una demostracion de consistencia debe permanecer insatisfe-
cha.

Me gustaria, finalmente, mencionar un tercer aspecto en el cual el propdsito
original de los l6gicos matematicos quedo frustrado Los asuntos de consistencia
y completez claramente concernian alos autoreé de Principia Mathematica, mas

las cuestiones acerca de procedimientos de decision parecen no haber sido tra-
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tada s con extension  seri a per Russell y Whitehead Sillelilldargo, esta es till alea de
estuclio que ha interesado  a los logicos desde epcc as [<lltemprana s como los tiem
pus de Leibnitz En efecto, el rnismo Leibnitz  tenia lin gr<ln sueuo sonab a que po-
dri a ser po sible ingeuiarse  un proc edinuento  sistematico para responder pre quntas

y 110 unic amente prequntas matemaucas.s mo aun pre quntas de la ciencia empiri ca

Un tal procedimiento estari a destin ado a obviar la necesidad de in spir acion re em-
plazandol a por la realizacion automatica de un procedimiento rutinario. Si  Leib-
uitz  hubiese podido familiarizarse con las rnaquinas calculadoras de alta veloci-

dad actuales habria.formut ado su idea aseverando la posibilidad de escribir un
programade tal amplitud Yy alcance que absolutamente cualquier  pregunta  cientif |-
ca pudi ese ser puesta en la cinta Yy una vez que la rnaquina la hubiese cous idera-

do durante un cierto periodo finito de tiempo, apareciese una respuesta  definitiva.

La fogica despues de 1936.

La idea de Leibnitz perrn anec io adormecida  per mucho tiempo pero resultaba
natural  resucitarla en cone xion con los sistemas  deductivos fonnales que los logi-
cos matematicos desarrollaron en la pri mera parte de este siglo Oebido a que es-
tos logicos estaban interesados en formular  'dea  matematicas en el sellO de un
calcuJo  simbolico para luego manipular  los simbolos de acuerdo con reglas prefi-
jadas con el objeto de obtener informacion adi cional acerca de esos conceptos  ma-
tematicos, resultaba  natural  preguntarse si no era posible ingeniarse reglas de
cOlllputacion completamellte autoillaticas que permitiesen decidir la verdad O frtlse-
dad de cUrtlquiec enunciado  del calculo. Y aunglde el CrtlllPO de la ciellcia  empirica
no caia en absoluto dentro de las consideraciones de los logicos del siglo XX que

buscaban tales procesos de decision, no estaba quizas fuera de las pretensiolles
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