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EL DOMINIO DE CONVERGENCIA DE LA SERIE

oo
E ('71

n=1 | x-x
YU TAKEUCHI

§ 1. Introduccion.

!

Sea D un conjunto contable y denso en [0, 11 . y | ¢, { una sucesion

de nUmeros positivos que tiende a cero. Sea

D i X, n< N { (1)

un ordenamiento de los puntos del conjunto D, en el presente trabajo se

van a estudiar los dos conjuntos (ver Apéndice) .

Ayp=lim U Ny, ,—=)= n tU N, .-2){ | (2)
Joe n=1 " j=1 n=1 ! ]
Ay=lim N(x_ , o )= [ 1t U N(x , ;) t . (3)
2 pow u- va " "lI k=n " k

donde N(xp,0,) = (xp-0y, v, + 0) es la vecindad del punto x, con ra-
dio %, . Nétese que los dos conjuntos A, y A, dependen del ordenamien-

to de los puntos del conjunto D .
Las siquientes propiedades de A, y de A, son bien conocidas.

(i) A,y A, sondensosen [0.11] . (121
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(i) A, y A, son conjuntos no-contabies  ([61].131

(iii) Si la serie 11 ., €s convergente, entonces
n=
m(.\l) 0 ; 1//(;\2)7 0 . ([2!)

(iv) Silo serie LI ., es divergente, la medida de 4, depende del or -
n

denamiento de D . Existe un ordenamiento especial de  » para el cual
m(A ) 1. (|2]).

En el pardgrafo 3, generalizando la propiedad (iv) se demuestra que da-
do un nimero (0 < ¢« 1) existe un ordenamiento del conjunto D que
satisface :

1) m(;\l) ( (6 m(Ay) c )

2) El complemento de A, (6 de A,) esdensoen [0, 1],

En el paragrafo 2 estudiaremos algunas propiedades preliminares  para
facilitar el desarrollo del paragrafo 3. En el paragrafo 4 se observa que el

dominio de divergencia de la serie

o sea, el conjunto

BT (R YR (SRR SRR | (s)

esta estrechamente relacionado con conjuntos del tipo A, & del tipo A,
e investigamos bajo qué condiciones la serie (4) converge para casi todo

x . En el Gltimo paragrafo veremos algunas aplicaciones del parigrafo 4.
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§ 2. Algunas relaciones preliminares

Lemal. Sean {A | B

n n

Ay DAy DAy L ;' B, B, By (1
entonces :
nta,us,l-In aluln B,I. (2
n=1 n=1 w1
Demostracion . Se tiene evidentemente que
ngl [A” d HH ] 'u 1 ‘\Nl U [h 1 By | (3)
puesto que
o p o rA ™~ O ;
0, 4,cn (a4, us,! . 7191 B, ”rj 1! A,UB, 1.
Vamos a demostrar la inclusion en el sentido contrario . Sea
N ”01[4‘1" U B“ 1
entonces x< A, UB, para todo » . Evidentemente uno de los si-
guientes dos conjuntos es infinito :
ﬁnfxéA”{ A b \-BI’= (+)

supongamos que el primero es infinito. Sea

bn | x<cA t=ts(k) | kaIN} . s(1) s(2) s(3)

Dado »< N existe s(k) tal que s(k) - »n . luego

{ sucestones decrecicutes de conjuntos -
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esto es :

De la misma forma, si el segundo conjunto en (4) es infinito se tiene que
%)

xe N B
n=

] n

Por lo tanto, en cualquier caso obtenemos que

x'[nn—lA”]U[nOl ”I
y asi
S, uB, 0l a,1uln B, . (5)

De (3) y (5) se tiene la igualdad (2) =

Nota : Las condiciones en (1) son indispensables para obtener la iguaidad

(2) . Por ejemplo, si

A = L e [l
n 0 n) Bn n 1]
entonces :
n AUB|=h(01]=(01|,
7I:1[ n n n=
n a - n B =1{r1} n ajuln B, 1=1{11% . a
n=1 " ¢ n=1 " ’ [n:'l "I [nf—'l #*

132



Lema 2. Sea B un conjunto denso en [a.b| v X« una seric divergen
; a

M
M

te de tcrminos positivos - entonces existen

¥y g Yy € B
tales que

M

U N(y . ) a. b |

= ROk |

Demostracion . Como kil %, =+~ existe M tal que

v, = a ..M = b
A'k:(]+ 'LI,§ ’)’,21,.--4»‘!'& (k =1 2w s .\]'I)
4
r_)—sr——/\ﬂ
L | I
s *] 2
a=x
0
Fig. 1

El intervalo (x,_;.x,) contiene por lo menos un punto de B . digamos
v, = B . Entonces
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luego :
M M

kl;ilz\'(>'k.¥k) U !.\'k y = [a@, 8] . L]

Lema 3. Sean {y, | una sucesion convergente y to,t-o0. Entonces los

siguientes conjuntos son de medida nula :

(i) 711::1 N()/”. (1”) ) ngl ;kli;l N()’k ' qk) f (o)

;5 5 B 1 = - I 3

(ii) lim U N(y,,—a,)= 0 {1 N(y,, — o)} (7)
o kg VR TRT  e N TR

Demostracion. Supongamos que iy, -y, : dado ¢> 0 existe K tal que

‘\k - .\4() | < a €
para todo & > K . (8)

(i) Tenemos :

n 1u
1 s

n=

Ny, . ap) b kU N(y,. a) (para todo »)  (9)

=n

n

- o<

De (8) tenemos
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N(yp. 1) CN(y,. %) paratodo & - K.

luego :
o0

kpn N()’k " 'k) G N(~\() . $€) Si " K . (10)

De (9) y (10) se tiene que :

ml N LU Ny - (11)

n - < 1
Como ¢ es cualquiera, se tiene que el conjunto (6) es de medida cero.

(ii) De (10) :

BN

U Ny,. L a, ) o N, 1e) (12)
kE=K+1 k' Tk '

0

puesto que —]{—z-.k < o paratodo j. Si

2(0;+ 0yt ...+ 0y)
joo—1 2 . (13)
€

entonces

K

I 2 {
mlU N(yp,, > a,)] < (a +.oo04 a,) e (14)
N g a3 | < 5010 k

De (12) y (14) se tiene que :

¥ 1 T 1. , I :
U Ny, = o) <m[U Ny,.——a,) 1+ ml U NOhp-+wu,) |<e
mlY, Nog. 7 0 1< mlU, Noy . -0 kKi1 KT Tk
+ )-iz’i 5 (]5)

esto es, el conjunto (7) tiene la medida nula. 8

Teorema 1. Sea > « wuna serie convergente de términos positivos vy
n=1 ¥
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D=1 x, neN| unconjunto coutable denso en [0.1] . entonces la  si
guicnte funcion de la variable real ¢,

(le)

) =mlt U N(x,. .kr)(n lo,1]1

es creciente v continua

Demostracion. (i) Si -t entonces
N(xg. 0 1’) 5 N(x . 0, 1) para todo k=1,2,3,

luego :
l_J N(x

y por lo tanto :

f(t)=m | zkyl Nixg.apt) b nforl] ;m[ku:]N(xk, gt n o111 =/(1)
(17)

(ii) Si 7t entonces tenemos :
‘rkr)hkL_JIU\'(xk. Apt*)=N(xp . 0pt) | (18)

t U N(xp,0.2")-U N(x,.
ko R TR SE T

Tenemos tambien
2 (1’ -1t) (Ik

mfN(xk,vk/W..fok,mk!)] = 21'mk—2/ oy = 2

por lo tanto se tiene que

o

0 < f(t*)-f(1) = Ml¥gilN(Yk'1kt’)l£% Nixp oty N L0 1T
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% kY

< ,)l[kp[ ENGuy gt -N(xy o o111

w2 2

Y2000 -0) u, o 2(1 1)

kS k k=1 & (19)

1

Como
omo 2 o,< + o sSe tiene que :
k=1 k 1

lim f(t*) = f(1),
1ot
o sea que / es continua en cualquier punto . m

Corolario . Dado un nimero real (o ¢ 1) existe un conjunto abierto y

denso en [0,1] cuya medida es igual a ¢ [4].

o0
Demostracién. Sea X « una serie convergente de términos positivos y

k=1 k
sea
A = lim U N(xp, %, t) .
t>ok=1 k k
Entonces sabemos que
m(A) = 0
ya que
< Y & AN a N
m(A) < m[kL:JIN(xk. k’” “k:I Oy 0 (t -0)

Por la continuidad de la medida se tiene que

lim f(1) = 0 (20)

150

Ademas :

/(—’-) : m[fG N(x ,-'31) {n o, 1) ];mlN(,\'I. Lhjo, ! =mco -1,
"'l k‘l k II
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0 sea : I c
fl=—)= 1. (21)

1
De (20) y (21) ,dado ¢ (0 c - 1) existe ¢, tal que

f(t )= c (Teorema del valor intermedio) , (22)

0 sea que

~

pl U Ny ag, )] e

§ 3 Ordenaciones especiales del conjunto D .

Lemo 4. Sean | v, { na sucesion de términos positivos tal que

yk T . ‘p > 0 (k > ) " (1)

y | liji una sucesion de terminos positivos Dado wun conjunto p  conta-

P

ble v dewso en [a.h| . existe un ordenamiento de los puntos de n . D

by, ko Lo tal gue

N P U N(x,, /»f/, PPN [a,b| (2)

Demostracion. Sea | ', una subsucesion de |, | tal que

N 3
k—/ ‘S(/é) + oo y (3)

entonces IN -1sik) k- IN | es contablemente infinito. Sea

IN -} s(k) ke Ny - {t(k) ke N
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entonces, por (1), se debe tener que :

o~

3 o i e
e ik &

Sea D un subconjunto de D contablemente infinito cuyo complemento

D,=D-D, seadensoen [ab]. Escogemos
X, Ry x Ao X, =D,
e 1
tales que
2y
kl;J/‘\”k'ﬁl ‘wk) ! [a.b] (por el Lema 2) . (5)
Comokrilu By - “yp) = + ~ . podemos escoger
Pl Y02 P, 0,
tales que
[’2
i g a  [a.b Lema 2 (6)
kvgl‘lzka_ Byt  Lab] ( )
y asi sucesivamente. En generol, para j=1.2,3...., escogemos :

D
"p]-+1 f xpj+2 ' v/’,ur] €by
tales que
Pi
i+ ; 5
U Nix,, 8.« ) o [a.b) . (7)
“pp ke By k)

D -1 ’:"ki ke N} es contablemente infinito ya que
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D-1xylkeN} > D,

Sea ,
D-ixp | keENI=1x | ken |

Vamos a demostrar que el siguiente ordenamiento de los puntos de D  sa-

tisface la relacién (2) :

xt(k) = \’k
D=1x,| ke Nt con . (8)
Ys(k) = %k
De (7) , para todo /. tenemos :
€0 pj+1
U Nix,.[8. ¢ : Nix,, 8.0 O [abl
o Nix, /‘5/ I(k)) k:Upf;I N(Ak [3] lt(/e) ) [a,b (9)

luego :

kLiI:\’(xk.ﬁj'tk) kL:J’N(.x-k,B], r'f,(k)) Slabl (para todo j). (10)

Por lo tanto se obtiene la relacion (2) . =

Corolario 1. Sea { @, | una sucesion de términos positivos tal que

(k »e0 ) .

MR
=3
"
+
2
Q
x>~
13
)

k
Dado nun conjunto p contable y denso en [a.b] , existe un ordenamiento

de D.D=tx | kENY, tal que
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f 0O Ney Ly

-’— ) [ab] . ()
J

Demostracion. En el lema 4, tomando :

B =L
] /
se tiene que
A, Lab] (12)
Sea
Yo = maximode } v, | k<N |
entonces
N(Xk,—{—ka); N(.\‘k,—/!,— t ) C (a——{-—:o.h v /I %, ) (para todo &
] : ]
y todo ;)
luego :
0 I
x5 ottt
y asi
A= N tU N La)te 0 @-La b da)-1asl. (13)
Doy=n =1 TRk j=1 j e’ " [

De (12) y (13) se deduce la igualdad (11) . =

Corolario 2. Bajo la misma hipotesis del Corolario 1, existe un ordena -

mientode b, D =1x, | ke N tal que

o0

A,= N 1 U Nx

“ n=1 k=n k'

w) - labl (14)

Demostracisn. En el lema 4, tomamos B; =1 puo todo j. Dado # cual-
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quiera, de (7) se tiene que :

kg N(.\‘k.(tk) ) L!J) N(xk, (x,(k)) O lab] , (15)

donde la primera inclusion se cumple para algin p  suficientemente gran-
]

de. De (15), tomando la interseccién para todo #»=1,2,3, ..., obtenemos :
A, =N { U N(x,,a,)} > [ab]. (16)
2 n=1 k=n : (Ak k § [ab]

Como o, » 0 (k>~), dado €> 0 existe » tal que
A, < € para todo & > n.

Luego :
N(x,, @) C (a-€. b+ e para todo k> .

Por lo tanto obtenemos la siguiente inclusién, para ¢ cualquiera :

(17)

™
N

A n
2" k=,

N(xk, "’/e) C (a-¢, b+

7

De (16) y (17) se tiene la igualdad (14) . =

Lema 5. Sea | %, | una sucesion de términos positivos tal que

g,().:yoo s ak4o (k> o0).

Sean p y B conjuntos contables densos en [a b| con DN B = &

(i) Fxiste un ordenamiento de los puntos de D, D =1 x,| k€N |, tal

que
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|(1.b]-.>1l B, m(\]) b-a (1&)

donde

AI‘ n tu A\'(.\f,;

j=1 k=1 Tk )l

(ii) Fxiste un ordenamiento de los puntos de n, p = bay| k= ttal que

[mb!-—r\z ) B, 1)1(42):'5-0 ’ (19)

donde
A_=

=~ n

N(.rk. ﬁ’k )}

Nota : Notese que A, C[a,b], A, Cla,bl, De (18) (6 19) ) :
El complemento de A; =[ab] - A; esdensoen [ab].

Demostracién . Daremos solamente una demostracién de (ii) ; se puede de-

mostrar (i) en forma practicamente idéntica.

Sean B=1iAlkeN] y D=1y |kcN] ysea d, = la distancia

minima entre los puntos | a, /\1,)\2 ..... Ay Yy b} , entonces se tiene
que
koo *

puesto que B es densoen [a,b].

Como A 20 (ko) , existe pléw tal que

A < 4d  paro todo £ > r, (21)

Sean {x  x_ ., ....x, |, p, puntos cualesquiera del conjunto » . El
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h

]
~

p
4

7~
n f

L e N )
|
|
Y
%f""-‘ @L'F" N

Fig. 3

conjunto |a, bl -N (A, .1 dp) eslaunién de dos intervalos cerrados de lon-

gitud mayor que d, (ver Fig: 3, k£ -1), luego es posible cubrirlo con
4

un numero finito de vecindades de puntos de D con radio t (k- p)

asi podemos escoger (ver Fig 4, ¥ 1):

X ; X s =
/’I v 1 /lla 2 /72 D
tales que
)
”/ U N(a ) {a.h? = N(A dd ) ™
7 /!l. 1 / \‘
£ € 4, : 22
A# By Y, ! REPIEERE \/’I \112 § { (22)
' d, para todo & A '.'!

Ahora , escogemos (ver Fig. 4, ¢ 2 )
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(l//

M%*x BN 4t el A A AR WMI&&F

d d f{

S s “3‘“41'}*“*‘““"”"’”“““‘”““‘*“‘““&*
(k=3 —Wu y Aul{ga',“,lll AR 1
Y3 1 2 &‘3’ I!

Fig 4
'/;2 1 ‘/:3 2 "'/v; =D
tales que :
/’; 2
B U N(x,.a) 5 [abl-U N(A,,Ld))
2 jeper T i i'g "2
/\I,/\2~: B, . )‘2% 3\]..\‘2 '\',’73 } (23)
L, < 3 d; para todo & b,
Y asi sucesivamente. En general, escogemos
x “ D

EE R PR AR S
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tales que

Py ”
I B = U N(x;.a.) 5>[abl-U N(A,. L d)
() # /:/’;1+1 VA [ ! 1'=11 ' o4n  nm
(I y, € dx ,x_, ..., x §
" 12 pn+1
(24)
() Apox,. .o oA, €8,
(1v) Y <3d . para todo &> poc
Por la condicion (1) se tiene que :
D= x| ke N |, (25)
Tenemos también que -
L,oN LU NG o)
- no 1 , k=n \/‘ k
t U N(x,, o )= U B, L. (20)
n=1 k Pyl k' k nQI k=n k ’
Por (l11) se tiene que A, ¢ B, para todo k- n ; luego
A, = A, (para todo # ),
esto es :
[a.b] - Ay 0 iANué-fW{ B . (27)

Por (1) tenemos

m(By) - (b-a) -k % dp = (h-a)-}d,
4
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luego

~

m |AU By!  b-a (para todo » ).
n
y asi ,
’ m(A))=m| N {U B,!|= b- 2
2 n=1 k=n k! ! T (28)
puesto que A, [ab], L]

Teorema 2. Sea { v | wuna sucesion de términos positivos tal que

it 7

o = + = X > 0 (k > 00 ),
=1 & k

Pado un conjunto p denso y contable en [0.1] . y dado un numero

0 c <1,

LIl existe un ordenamiento de D . p =1 x e N {. tal que

1

(i) map - donde 4, - N ju A\'(L\A.{ g
I p=1 k=1 <

(i) lo.11-Aa v A, sondensosen (0,11,

[ 1
(11 Existe un ordenamiento de p . p =1~ - n 1§ . tal que
[ m(A,) = ¢ donde A,= 0 U N(x,. 1) 1}
( ) 2 2 p=1 k=n k k \
(1) [0.11- A, y A, son densos en [0.1],

Demostracicn. Vamos a dar la demostracion de (1| y dejaremos [111a los

lectores ya que su demostracién es practicamente identica a la de |1
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Supongomos que ¢ %I yaque.cuando ¢ I . el teorema es un caso

parti-
cular del Lema 5.
Como @, 0 (n-«~). existe una subsucesion de | i, t. digamos
Pag) b, tal que
DI &g oo g
Sea
1r(k) | ke N} =N -Ys(k)| ke N | .
Entonces se tiene que
S oo, c . 30

e i) (29}

Primer caso : ¢ # 0
Sean D - fxepiocvic} oy D, - DD,
Entonces 1, es un conjunto contablemente infinito, digamos
D, } .\}( k= IN {

Por el Lema 5, existe un ordenamiento de los puntos del conjunto D .
D, 13, k=Nt tal que
. by ~ A 1 . .
i A= N tU N(x, =0 ) A es un conjunto de medida ¢ .
(i) PN Y '
(i1) AcTo, cf
(iii) |[0,c] - A esdensoen [0.c].

Por otra parte, si
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A= N U Ny 4
=1 k=1 /

j= 's(/\) .

entonces ;

(i) . m(/?) =0 ( por (29) )

esdensoen [c, 1! puestoque m(A)=20.

(i) [c.1]-4

Sea tx,l k< N | el ordenamiento del conjunto » definido por :

xt(k) z _\‘k '\-s(/\‘v) = .\'k , (31)
entonces tenemos (Lema 1) :
A = U Nev L
] /nl }kUl 1\(.\k } j '/< ) |
b e b U N5 1, |
,-Qz“kgl‘\"‘k'f 't(/e)”u;,e_,‘\(“k'i sty )|
o0 ) o o LA I
[AfU Nexp Lo, onuln iy NE, L5 )4
_ AU A (32)

Por lo tanto, A, satisface todas las condiciones exigidas.

Segundo caso : ¢~ 0.

Sea ! 'xk% una sucesién convergente de puntos de D : entonces
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D - l.\‘}\ 'k = IN| es contablemente infinito. Sea
D-faplkeNt = 1% ke N

Entonces el ordenamiento definido por (31) cumple la condicion del teore -

ma puesto que

m(A) = 0 ( porel Lema 3)
m(xi) =0 < por (29) ) r Y
m(A,) < m(A) + m(A) =0 ( por(32)) . -
5 4. Dominio de !a convergencia . Sea
}_ ( (1)
no | "
una serie convergente de términos positivos. Dado un conjunto D =iy e N,

contable y denso en [0, 11 . vamos a estudiar para que valores de  x = IR

converge la siguiente serie ([11):

(@D)]

(i) Si x<10.11 laserie (2).converge .

En realidad, si

r= minimo } l.\' =00y i = 10 {

(1) Sila serie 2 ( “ diverge. entonces la serie (2) diverge para todo x real .
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entonces |- x | s para todo » . puesto que xv,<lo. 11 para

todo » y por lo tanto se tiene que

S (_"__ < : _il 1 : (
=1 | ,\'—A\'Nl T n=1 r R
(ii) Sea
T C
B=ix}3 ~—M _ _.o (3)
n=1 | x -« | ’

n

entonces B es no contable y medible -Lebesque
k
Demostracién . Sean B/e,' = { x }-_ _n i (4)

entonces B, ; es abierto para todo j y para todo 4 Tenemos :

luego

Bz, s
,l/e,/(

Como B es interseccion contable de conjuntos abiertos, entonces se tie-

ne que B esno-contable y medible-l.ebesgue. =

(iii) Sea N
B =N tU N(kx,,.C,) }UD (s)
o n=1 krnl k k :
entonces
DB B. (6)
7]
Demostracion. Sea x<= B _, entonces

(4]
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v hku’l N(v, . Gy para todo x .

esto es, existe un conjunto infinito { k(j) | j= N | tal que

x&e N (.\'

kG) Sk’

o sea
l'\. N '\‘k (]) l < (‘k(]) (7)
Entonces tenemos :
Cri)
(SSERENL. .0 D SR W | (para todo ) (8)
L¥ = >l
luego : ” ¢
S il o
n=1 |x-x|
asi que la serie (2) diverge
(iv) Si ~
3 s N (9
w1 L 4

entonces B es de medida nula, o sea que la serie (2) converge en casi to-
do x real.

Demostracion Sea

A=N tU
I k-

n

N(x, V) tuwp (10)

n

entonces A es de medida nula (por (9) ). Si x< A . entonces

¢ ) . paraalgun .

esto es ,
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RN B MO TR, para todo &k _ »

luego :

'z sixy NG para todo  k_ u . (1)

Tenemos entonces que :

v <y
P T <1 ,paratodo k> u,
| - xkt
luego :
h) : k_ 3 _._____k.__._.f.-. ’ b e
k=n | x -« |—k:n e vV k b
k |~ - x|
o sea que la serie (2) converge para todo ~x# A. =
(vy Si B TG = s (12)

entonces existe una reordenacion de N

(¢ esuno anoy sobre)

n o — g(n)
tal que la seric
el i T (13)

n=1 | "—'\g(n)‘
: (1
converge para casi todo « real '

(1) En lugar de la serie (13) se puede utilizar la serie

. C v
S gl (13*)

n=1 lx—xn|
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Demostracion.  Como la serie (1) converge, existe una sucesién de términos

positivos | g3, | tal que ' :

{81 o0 (n > o) : Co (14)
Py ~ s 2 LN,
’ n= 1 B”

Por el Teorema 2, existe un ordenamiento del conjunto » , digamos

D = | x:l | ne N | tal que el conjunto

A-N U NGB (15)

n=1 k=n Yk f k
tiene la medida cero .
Si x# A entonces

g U Ny, B,) para algin  » .

k= n k
esto es :

x & N (.\-; nBH para todo &k - »n,
luego :

| x - \-; | > Bk para todo k& > n. (l16)

Tenemos entonces que :

< 1 para todo k> n,

luego

(2) Basta tomar: PR
v

’ =y 2 C

Bn k=n k

(ver [5], Sucesiones y Series, Tomo I, pag. 150).
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( . N o0
k P Ck e Cg

| x - .\"'k | /%k Tk ﬁk o

27

k=n ‘A_*'\‘LI k=n

o sea que la serie (13) converge si

*

-\'g(”) T X n & N

o0
(vi) Si zl vV C,=+o entonces B (el dominio de divergencia de la
n=

serie (2) ) no siempre tiene la medida nula

Ejemplo . Sean

- = X o ! o ‘._3.
X, ! Xy i X3 y
. ol _ 3 ' 5 7
X e —— [ i r—
4" g % % Y6 Tm N B
En general , si
2" 1o 2" entonces x ! .
- / _);/—1 n
Sean ;
1
Cq = - c,=0C, =
1 2] I, 2 3 2% Z’Y
Ce=C5=iCg=Cy.= ’(X
233
En general, ,
Buareity s 2 Y
7 n "31.
donde 1< o< 2.
Tenemos que
Y
oo o 21 oo
3 Ci=3% % c,=3 am1 1_-; % L P (17)
k=1 'k n=l,’;277" I =i 2" n n=1 7.0
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puesto que a1 .

Sea x <. Supongamos que

n=l n
X, < x < ox | con 2 < il

Entonces se tiene :

n .
|x—x.”.|<io 11_1 para todo i=1.2,....(2 -1-j).
] PK
luego
I n-1 4 .
= para todo i =1.2,.... (27-1-j).
f "'_""j,," !
\ X
4 PP & A
T it o . 4
0 /
Fig. 5
Asi
yH_ g LI n-2
i : SO N 25! /:’.”.;[_ 2y _Z_,I_i 271 jog (2"-2) 2"~ 1
N R A i =1 i
n-1
2 (n—=2)(log 2)
a que
e el I N ” -2
joo2 S 2
W -2
2 -1 - 2 - 1
Por lo tanto tenemos que
27— C, - (n=2)s(log 2)
> L , 1 ,2" I-( n-2)s(log 2) g'
i-an-1 'x_'\‘i| 27 4 )

2 e
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puesto que @ < 2

" De la misma forma se puede demostrar que

1 | x - \/;l

= 4 o0

para todo x> }

Asi, para todo

00 C
B—g.\'\ 5_, k

—k i el=l01].
k=1 !A—.\'kl

s 5 Aplicacion.  Sea

una serie de términos positivos tal que

lim %/C, =p <1.
n - oo
Dado un natural cualquiera 7 tenemos

n /

_ —1/1  1/1
lim (c,) = p 5 1 ;
n - o0
asi que la serie
oo 1/1
2 (c,) converge .
n=1

x< (0,1 laserie (19) diverge, o sea que

~ (18)

(19)

(r)

(2)

(3)

(4)
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Sea I

o0 N e T iU (5)
n=1 k=n ‘\/\" k
entonces
(/)
m(A )= 0 para todo I=123,... (6)

Por un método similar al utilizado en s 4, (iv), podemos demostrar que la

serie
~ C
s —k (7)
k=1 ) !
[x - xy
: (/)
convergesi x¢ A . Sea
A=0 a® ; (8)
1=1

entonces se tiene que m(A) = 0 y que la serie (7) converge para todo

a7 A cualquiera sea /. Se definen las siguientes funciones para v ¢ A:

00 C
flx) = % et S 9)
= I, 2, 5%
{ Coan+ 1 ("
X - \k)

iy 7y /, no son acotadas en ningun intervalo.

Demostracion . Supongamos que / sea acotada en un intervalo (a.b)y sea

M una cotade f en (a.b) - A.

C
. - .M para todo x & (abh) - A (10)
1 X - Xxp

I~ 2
IA
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Por el criterio de Dirichlet (131.[51) la serie

; C
k=1 k Ny L
converge uniformemente en (a.h) -~ A . o seaque dado - 0 existe N,
tal que
s 1. 5%k
| & ——Fe | < ¢ paratodo » - N_ ypara todo = (a.h)-A | (12)
k=n k X - X o ’
1S .
COmMG e il 9l continua en (a.b) - A (pora todo k) entonces la
X - X
funcién b definida por la serie (11) es continua en (a.h) - A . Sea
X, © (a,h) - A ; existe una sucesion de puntos de D . 1 x, (b aue tien-
de a X,
} .\'”(j)( > w, Mali) D . (13)
De (11) tenemos :
1 1
SR L - Y 2 Ck
hx) ==l _ __ul) ,y _k P AP (14)
u(j) Xow X b k=1 X - x B> X=X
“Dirgupy ™ % 52" :
donde » es un ndmero natural fijo mayor que N, . La tercera suma en

(14) es menor que ¢ para todo «x € (a,b) -A y la segunda suma es aco -

tada cuando x se acercaa *uij) - Asi

h(x) » t o cuando 1 X = (a.h) - A (15)

i '\-1/(_/')

Como m(A) - 0 se tiene que (a.b) - A es denso en (a.h). luego existen

puntos de (a,b) - A en cualquier vecindad de Yulj) Por (13) y (15) se
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tiene que 5 no es acotada en ninguna vecindad de x, = (a.4) - A y es-

to es imposible puesto que 5 es continua en x, & (ah) - A .

En la misma forma, / no es acotada en ningln intervalo. =

n

(i) /'y 1, sondiscontinuas en cualquier punto de [0,11 - A .

Demostracién. Si / fuera continua en algin punto x€[0,1]1 - A, enton-

ces / seria acotada en alguna vecindad de x (absurdo por (i) ).
(iii) Se tiene que :
( (k )l _ (‘k
R xk (x - xk)z

sin emhargo, /, noes la derivada de f ya gue j no es derivable en

ningun punto  Ta funcion / no es la integral de f, yaque f moes in-

tegrable en ningun intervalo. =

(iv) Siextendemos 7y / alplano complejo :

o9 C
f(z) = X ok
k=1 zZ -y
(z complejo) (i6)
folshd T 4 13 C
z) =3 (- n/! ———
n k=1 (z—xk)'“]

entonces f y f, sonanaliticas en el complemento del intervalo real
f0.1]1 (ver Fig. 6) .
Demostracién . Sea z ¢ [0.1] y sea & la distancia del punto z, alin-

tervalo real [0,11 (ver Fig. 6) , entonces &> 0. Consideremos la vecin-
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0 xJ, /
Fig. 6

dad N(z . ;5 ) entonces se tiene que

| z - rp ;0 para todo z€N(z, ., ;8.

Luego :
® i ~ i >
Z ‘ : R Z '——k = —2 1 (/6 1 oo
k=1l x-x, 1= k=1 ) S k=1
x 5 e & +1
k) k i 2_ -—-——k——}' = (52)” }_ ( k + o
=1 (Z-A'k)'7+l ko1 (%5)”* k=1

Por el criterio M de Weierstrass, las series en (16) convergen uniformenen-

teen N(z, .5), luego /y f, son analiticas en z, .

(v) fy /, sonanaliticas en . Mas precisamente, ~ es un cere de

grado 1 de la funcion /. un cero de grado »+ 1 de la funcion /, res

pectivamente.

Demostracién. |enemos que
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2

zflz)= '3 2 ¢ . 17)
k=1 =z - Xy k J
La serie en (17) converge uniformemente en | z | - g . para R I (si-

milar a la demostracion de (iv) ). Por lo tanto se tiene que :

lim 2 f(Z) = }.. [!’III Ti—— ('k = ;1 (k N (18)

Z -0 I?—"I Zyoo: Z =Xy / k

estoes: ~ esun cero de grado 1 de la funcién /.

De la misma forma se muestra que ~ es un cero de grado » 1 de la

funcién ;-
(vi) En el complemento del intervalo real [0,1] se tiene

n
HC R A R RN OP (19)

i
dz

Demostracion. Utilizando un método similar al usado en (iv) se puede de-
mostrar que las series en (16) convergen uniformemente en cualquier con -
junto compacto contenido en el complemento del intervalo real [0,1] : por

lo tanto se puede derivor términe @ término las series en (16), o sea que

se tienen las igualdades (19) . =

(viii) Sea x¢ 4 entonces

i ; - Cp
lim f(x4 I €)= (x) = b3 e v (20)
£ >0t 1 XNy
: oo C
tim f(”}(,\’ 4 1 F) = L (%) €= 1/" n! 3 s el (21)
e »a T e P
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Demostracion. Tenemos que

(x - xp )~ 1~
1 k

(x4 i:’)—.\'k (,\-~\-l£’)2 '

Si x£ A entonces

~ -ieC o~ C
S }__‘k_l . ko
= ¥
k=1 (“""‘k)z*‘ 2 k=1, “*k’z‘ 2
o oy
R e SO fo(x) 0 (¢ 0)
T k=1 (x—xk)?. 1
oC (x—y )( oN] ( ¢ v 2
R L L
= ] (X—.\'/() LR & }("] X —.lk /\ 1 (A\,_.\_k’“.\ "«\'k I
(
, “h 2 Y k0 (ss0)
R 2 2,7 KT |a-xy)d

puesto que

oo (v )
> — k% _ convergesi «x<A.
k51 Tx-ag D

De (22) y (23) se obtiene :

Si

oo
f(\\‘ v LF) p3 SO ...

Dejamos al lector la demostracion de (21) . =

(viii) Si x# A entonces

Ry
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lim , W fx v i) fix -is) )= f(x). (2+4)

£ G

lim A [ fxyie) - fx-ie) )= f(x). (25)

s a0 41

Demostracion. De (23) se obtiene inmediatamente (24) .

Tenemos que :

o G,
,{, [f(x+ i€)-fix-ig)l=1=-X it 2
4 (x - \/\’)2 4 r2
Pero
s (fk . (k
(x .\'k)" £ (\—.\'k)'
~ 2
'1 - Cy . ’
L >
te= 1 f.\'—.xl)"f(,\~.\k)‘2- 2(
> o ¢ 2
£ 6 5 e = & (W) e D (+ .0),
8 RIS 3
3 Ny

y por lo tanto se tiene (25) . =

5 6. Una funcion derivable en casi toda parte con derivada no integrable .

Sea | ¢, | una sucesion de términos positivos tal que

3 A G S & (1)

Dado un conjunto | D - x, | k= IN | contable y densoen [0,1], sea
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gr(x) (x = x, ) sen S Si X /A .k L, 2::3: o400 (2)
k X - \/\ k

entonces g, es continua para todo x ¢ p. Definamos una funcion 7 por:

f(x)

x>~
nM e
i

(,'k gk(,\') (3)

!
v

C/( (x - xk) sen (4)

X -X k

Tenemos que

o0 55 00
1 C D e S e 1 i Tl e B L. <4 0
2 Cr 8™ | g Cal gyl 5 (2.6, <4

y por el criterio M de Weierstrass se tiene que la serie (3) converge uni -

formemente en [0.1] - ». Por lo tanto la funciéon / es continuaen (0.1 |

= P,
, g 80 ) 1 —— :
Si A= N 4{U N(x, .- C,) 4 (5)
j=1 k=1 N Tk
entonces .
m(A) = 0 , D A
y la serie

L4
k=1 | & - \'U

R oRd

(0)

converge en [0,1] - A. Para x a7 A, v /a. tenemos:

(¢c) - g, (a;
gk’—~fﬁ—- 3 L | (x =x ) sen des 5 (a -x,) sen |
X-4a R k A -.\‘k k n-A\'A’
1 N T
-Xx S€N ———— - (x-Xx,)Sen i (x-x)sen
x—a[(x ‘k‘) e X -Xxy k a-x,; k a-x,

- (a-xy) sw;-—L-- |
- a-xy
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X =X
= k | sen i ~-sen | + sen S -
N -d \—\k a-\k ﬂ_\k
X =X
= K 2uiseny wh Qo oo g BuniBOR o0 g 1
% =d Xo=Xpooa-xy XXy d-xy a-x,
X =X y
=-2 k sen e «CcOs } f—--—I-— et Vo senm o . (7)
x-d 2(\‘—,\-]%)((/—,\-16) .\‘~.\'k a-.\-£ (l-.\‘k
Sea
g, (x) - gy (a) )
b (x) - —k "k Si x ¥ a
k x-a
(8)
bk(ﬂ) = g’'(a) = - Lo scog: Losen
k a-x; a-x, a-xy
Entonces 4, es continua para todo ~+# A. De (7) y (8) :
‘ | X'~ xy e
y/v/\(.\)‘ 2= /\—l '\ -—H! e ———— 4 ! s -~1- i i S 1
| v -a) 2‘_\ - '\'k"”""/\l a-xy a -xp|
Como a+ A . laserie
¥ g + 1
k-1 k ]a\/\l
converge y por el criterio M de Weierstrass se ve que la serie
5 i
et Cp e /)k(.\) (9)
converge uniformemente en [ 0./1 - A. Por lo tanto se tiene que :
lim Y  C, b, (x) 3 C, « b (a)
Nodoy o k "k k-1 k k
x# A

166



0 sea

= (x) - (a)
lim Y ) —gﬁ;———-—fl—«— b:Y Cpel(a).
xoa k=1 k X -da k- B -
Esto es, la funcién 7 es derivableen|0.71] = y, para ~= [0.1] - A
se obtiene :
" FoA Cp |
[ (%) = 9% Cy sen -y - VCOS e (10)
k=1 NeXpoopo NNy ¥FEE

La primera suma en (10) representa una funcion continua en [ 0. 1] -4 mien-
tras que la sequnda suma es discontinua para cualquier ~« [ 0,1] - A (por
demostracién similar a la de (i) y (ii) del ¢ 5) ; por lo tanto /* es disconti-
nua para todo x < [0,1] - A . Asique la funcion / definida por (4) es
derivahle en casi toda parte, y /* no es intearable-Ricmam en ningon

intervalo
Apéndice

Se tiene la siguiente relaciow entre los dos conjuntos A,y 4, ((2) vy

(3) del s1):

/ I
‘\],[\ZUI). (1)

Demostracion - Sea «x = A, 1J D ; entonces existe # tal que

o sea :
¥ g
[x-x,|2 2 para todo k- n . (2)

Sea j< IN tal que
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J > mdximo ! J L 2 T ,_I_ﬂ_'_i_ !
Vel -yl {x=x, 1l
Entonces
Wy
L‘""k'—"‘,"“ para k =1,2, 3 ..., n-1. (3)
De (2) y (3) tenemos que :
«Xk
EEE J% WY e para todo &k & IN
estoes :
\ ka N(‘\‘k.T '”xk)
Luego :
X ¥ AI ;

FPor lo tanto se tiene la inclusion (1) . =
Nota 1 :No siempre se cumple la relacion : A, < A,.
En (2] se da un ejemplo (Ejemplo 16) en el cual

AN D = ¢,

Como N < A, se tiene, para este ejemplo, que A; T 4, .

Nota 2 : Hay casos enlos cuales A, =A,UD.
Para el caso del Corolario 1, Lema 4 del ¢ 3 se tiene que A, =[0.1]

(tomando a=0, b=1), luego:
AI‘AZUI) o, 1.

Nota 3 : Hav casos en los cuales A, # A, UD .
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Ejemplo : Sea » - P e N

un ordenamiento del conjunto 1y
un puntode [0.1]. x<D .

kY
Como D esdensoen |0.1] existeuna su-

cesion de puntos de D que tiende a «, digamos :

1

'\/(/‘)‘ g

Sea {s()|j=IN}V-N-1}1(j) | j= IN{ ; determinamos la sucesién

ta,! como sigue :

1

A I N L Rl b
Como x N(.\'t(],) , ‘y,,(j)) = % g nps
entonces - .
v A, —nnl 3kp” N(x,, a )} .
Por la definicion de la sucesion |« | se tiene que
o= x } 2 4, para todo & .
0 sea que -
x & ka l Nexg . 3 2,0,
luego : 3
tady s 11:@1 N(x, ]i e, ) k.

Referencias

1. Takeuchi,Y. ‘“Una serie relacionada con el conjunto dendgmeros racio -

nales’’, Revista de Mateméaticas Elementales, Vol. 7 Fasc. 2(1965) pp.
46-48 .

169



2. Takeuchi Y. ‘‘Reordenacién de nomeros racionales’’, Boletin de Matema-

ticas, Vol. VI No. 5, pp. 1-20.
3. Apostol T M Mathematical Analysis, Addison Wesley, Reading, 1957
4. Rudin W. Real and Complex Analysis, McGraw Hill, New York, 1966

5. Takeuchi Y., Sucesiones v Series, Tomo I, Universidad Nal. de Colom -
bia, 1971.

6 Takeuchi Y Analisis Matematico, Universidad Nacional de Colombia ,
1974 .

170



