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i. QUE ES UNA AS/NTDT A ?( 0)

P. J. GIBLIN

1. Consideremos la hiperbo!a y'" l f x, (Es conveniente restrinqirnos a la

parte correspondiente a x > 1). Toclos estaremos de acuerdo en afirrnar que el

eje .v es una" osintoto " ,
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de esta curva ; sih embargo, personas distintas probablemente daran expl ic acio-

nes distintas de e ste heche. He aqu! tres que me pare cen buenas

(0) Version'espanola de V. S. Alhis C., a u t o r i za d a por [us e d i t o rex del "Ma,hcnHltical

(;azwe"; 56(1972), 274- 21'4. ~~.delE.
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(U) La cUlua se (lcerca al cje r wando se "aleia hacia cl il/iillil()"

Demosfracion, La distancia de 1/, al eje x t iende a cera cuando ., , c-: ,

(1.2) La ecuacion de la tanqeute de la curva en el punta (.,]' Y I) esta da-

da POl'

y " _ x / v 2 i 2/ x
-v,' I I

Cuando xl ....00, la posicion limite de esta recta tungente es el ejc x

Demostracion, Su pendiente tiende a cera y su intersecc ion con el eje y

tiende a cero.

(1.3) La tercera razon es mas sutil, y trae consigo el comportamiento real

en \lei inf inito ". Para investigar este comportamiento es adecuado extender el

plano 0/ al pi ano prayectivo II,2. el cual contiene todos los puntas de IN2.

asl como tambien un punto adicional "en el infinito" en cada d irec cion (Ve ase,

POI' ejernp!o, r 11 . pag. 275, 0 12 I, capitulo 14) . F ormalmente. los punto s de

1('2 son las ternas hornoqeueas (x, y. z } de nurneros reales, no todos iguales

a cera. Si 2/0. (x. v, z ) (x/::.. y/z, I). La apl icac ion (x.)') > (x, vi l )
)

establece una correspondencia biunivoc a entre los puntos de 11<- y aquellos
)

de 11'- cuya tercer a coordenada es distinta de cera. Los puntos rest antes de

Ip2 (aquello s con z 0) constituyen la recta en cl infinit.o. Usando la ante-
) )

rio r correspondenci a, con si deraremos el plano or inmerso en IP-, de modo

que la curva y = l/x .. x '/ I .. sera el conjunto de los puntos de la forma
2

(I. I/t. 1) = (1 . 1/ I . III) cuando 1',1. Ahora bien, cuando I·"" este

punta de Ip2 se acerca a ia posicion limite (I. O. 0). sobre la recta del infi-

nito, y Ie Ilamarelllos el')'mto de la cllrtJa en el infinito .
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Para estudiar e:1 comport amiento de la curva al acerc arse a supunto ell el in-

f iuito. us aremcsotra inmersion de IU
2 en 1[>2 bajo l a cual el origen de U~2

)
corresponds al punta (1.0.0) de nr. y -la inmers ion cabijatodaslos puntas

de 11,2 cuyas prirne ras coordenadas 5011 distintas de cero De mane ra que

(x.r.zJ ~ (I, VIZ, z r vt , si
) 2

.\ / o . y po demos sumerqir /U- en If> me-
)

diante (Y, Z) , (1. Y, Z i . Estas dos "sistemas ccordenado s" en /1'-, entre

. ambos, cob ij au todos los puntos de /1,2 menos ei (0, 1.0 ), y se superponen

en aquellos puntas cuyas sequndas y terceras coorden adas 5011 arnbas distintas

de cera. Observe se que la recta ordinaria /, 0 ell U~2 se envla par la ultima

inmers ion en la recta en el infinite, excepc ion hecha del punto (0, 1.0), Ell es-

te ultimo sistema de coorclenadas la curva consiste de tados los puntas ()', Z)~
)

es c1ecir, todos los puntas (11-,1/) si I/I~ II , U, 1/ I.

EI punta en el inf ini to sobre ia curva corresponde al c aso limite I/O yes el

oriqen en el nuevo sistema de coordenadas.

y

"n
"
I~
I"I:

I
____ .J, __

iany,C'Tlll'enelinfinitnl %punta de Ja c urva c;'
en el infinito "
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La curva original y su punta en el infinito devi ellen asi la porcion de Ia para-
2

bola Y = Z . 0 .'S Z < I. Ahara bien, esta curva pose e una tangente lateral

(derecha) en el punto (0.0). en el sentido usual de que las cuerdas que unen

(0.0) y un punta l' de la curvase acercan a una posicion limite cuando p,~ (0.0)

a 10 largo de la curva, y esta tangente es el eje z C~ o. Podemos, pues. can

just ici a, llarnar la correspondiente recta en el plano (x. y), a saber el eje x ,

la taltgeltte de la curva en el iltfinito .

La siguiente pregunta es ahora natural: Lson las tres anteriore s razonesen

verdad la misma 7 i. 0 podemos hallar curvas que, diqarnos, se acercan a una rec-

ta perc cuyas tangentes no se acercan a ninguna posicion limite?

Consideremos la curva y ,= x-I sen x (x > 0). C iertamente ellase acerca

- J
al eje ,x. puesto que x s e nx .0 cuando x • "". No obstante Ia tangente

en (x .v . ) intersecta al eie y en e l punto (0,2x-
1

1senx <co s x ). veste
I ' J ,I I'

punto no se acerca a nada cuando "i : '" .. mas 0 menos el oscila entre (0. I)

Y (0. - 1). (En el diagrama las lineas punte adas son las tangentes en x c;' t: ,

2rr, J T7: la tangente en /I T7 pas a par uno de los puntas (Q. L). (0.,. l) para 11

entero arbitrario. Sin embargo, como

1 j

------
-j -
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puede corrproborlo el lector, el doninio de 10osei locion es un poco mas ampl io que

esto). Deducimos que la tangente notiene posicion limite. POl' otra parte, 110 es

dific:il mostr ar que la curva tiene una tangente ell el iufi nito, a saber e l eje .\

Aunque la tangente en (x(.\ ,) no tiene una posicion limite en el e jemp!o

anterior, sf tiene una Jirccciorl lImite: el qradiente es \~ 2 (.\ 1 cos xl - 5('1/.\ ,),

Y este tiende acero. Tarnbien la tangente, aunque oscil a de arriba a abajo, 10

hace j'il1italllcnte en el sentido de que la distancia descJe, di qarnos. el origen

a la tangente, esta acotada, es dec ir, es menor que un A·" 0 adecuado. ( En

este caso A = 3 es una cota bastante segura ).

E - 1/2ste comportamiento contrasta con el de v : x S('/1X (x', I) que talll-

bien se acerca al eje .v perc esta vez con una osci l ac ion infinita de la tan-

gente: la distancia desde el origen oscila ".infinitamente". A pes ar de esto,la

tangente tiene aun una posicion limite (su gradiente tiende a 0 cuando Xl"")

y el eje x es la tangente de la curva en el infinito.

Antes de intentar orden ar un poco todo esto, he aqui algunos ejemplos ver-

daderamente patoqenos, EI primero parece real mente inocuo: )' = S<'lIX h ., 0).

2
la cual no posee una asitota en n inqun sentido razonab!e. 'Sin embargo, en w

la curva es el conjunto de puntos

sen I 1
(I, senl, 1) = (1, ------ . --) - (1.lIo5e1l(1/u). II)

I I

donde II = 1/1. Cuando 11 ... 0, el punto se acerca a (1.0.0), de modo

que la curva tiene de hecho un punto en el infinito. Pasando a otro sistema de

c00rdenadas como en (1,3), la curva tiene como ecuacion y, Z 5('1/ (I / Z)

Z',O, completada anadiendole el punta: en el infinito (0.0), Esta curva no
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posee una tangente en (0,0). Luego la curva Y'" senx no la tiene en el infi-

nito. Observemos que cuando z -> "", Z sen (liZ) -> 1, de manera que la cur-

va en el plano (Y, Z) se acerca a la recta Y =1 para valores grandes de r .
Como la recta Y = I es, en el otro sistema de ccordenadas. la recta y =.\ . esto

y

/.
",

,-
/

"/,-

"

/
/ Z

p un ro del infiniru~

/
/

-,

"

corresponde al heche de que nuestra curva original )' <s eu x se acerca a la r~c-

ta )' '" x cuando .\ ~ 0 por la derecha: )' ,= x es la tangente de lacurva en

elorigen.

-1 2
La curva y'""' x sen (x ) (x> 0) se acerca al eje x pero la tanqente no

tiene una direc cion limite pues el gradiente de la tangente en (xl,)lI) es

2 r o s (xl) - .v-2 sell (\2 t , el cual oscila mas 0 meno s entre 2 y - 2 .
I I I

Finalmente, la curva )' c- Sf'1I log .v (x> 0) (una sinusoide bastante esttrada)

no se acerca a ninguna recta cuando x. "', pero su tangente 51 tiene entonces
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una posicion limite, paralela al ejel. No tiene tangenle en el infinilo .

2. Es conveniente en 10 que s ique adoptar una noc ion bastante general de

"curva". Sea v : J) -~ IR
2

una aplic acion cuyo dominio consiste de todos 105 nu-

meres reales mayores digamos que d. Escribamos yet) - (uir), v(l)) y supon-

gamos que u y v tienen derivadas primeras 1/' y 11' continuas para todo I" d ,

y que u' y IJ' no se anulans imultane amente , AsiIa imagen de y tiene rectas

tangentes, bien definidas en cada punto, y que se mueven de manera continua 50-

bre aquella ; la ecuac irin de la tangente en y (t) es

VlI'(t)-XI,'(1) -c 1/'(1) {i(t)- u t t) {,'(t).

)

Diremos que y. 0 su imagen, es una curva . Suponemos adernas que (u (t) f +
2

(v(t)). 00 cuando t. oo _ es decir, que la curva " va al infinito" .

En 105 ejemplos del § I, a (I) '-- I Y d : 0 a I: la uni c a r azon para tomar

d >l en algunos caso s es que en ellos existe la posibilidad de alquna clase de

comportamiento asintotico cuando x. 0 as! como tarnbien cuando x ,ex, y pa-

rece conveniente concentrar nuestra atenc ion en una asintota cada vez. Para 'in-

vestigar, digamos, la curva y =0 -~ cuando x tiende a cero por la derecha, la. x

parametrizamos medlante y(t)=(1/t,l) ydejamosque t ....ov, Cuando x

tiende a cero por laizquierda, hacemos y (t) =0 (- 1/ t , - t) Y de nuevo dejamos

que t ....00 •

Como en (1.3), supondremos cveces que IR2 esta inmerso en Ip2 median-

te (x,y) .... (x. y, ). La recta tangente ala curva (i.e. a la imagen de )'), en el

punto y (I) , se denotara por y . Damos las siguientes definiciolles :
t

(2. 1) y se dice continua enel infinito si lim y (t)
t • IX>

existe como punta
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Ip2. (En coordenadas po l are s (r , e) en U~2 e sto equi vale a requerir que ()

tiende a un limite cuando t , (0). A este punto limite, cuando exi ste, le lIa-

mamos el p',mto en el in{inito de la C'uva , Y 10 denotamos por yeX').

(2.2) Supongamos que la recta tangente y tiene una direction limite cuan-
t

do t -, O<l. Entonces decimos que y tiene una direcciotl tangencial limite. Es-

to e quivale arequerir que u'lv' 0 v'lu' tiendan a un limite cuando t ...."".

(2.3) Supongamos que la distancia perpendicular desde un punto fijo, digamos

(0,0) dem2 a la tanqente y ,se mantenqa acotada cuando I ....00. Decimos
t '

entonce s que y satisface una condicion de distancia acotada.

(2.4) Supongamos que la distancia perpendicular del punto y (I) a una recta

fija I en 1R2 tiende a cere cuando , ....00. Decimos entotlces que y se acer-

ca a la linea 1 • (Comparese con (1.1) L

(2.5) Supongamos que y es continua en el infinito (2.1) Y que la recta en

uJ2 que une y\ "") COil Y (I) se acerca a una posicion limite I cuando /. oc ,

Entonces lI'amamos a I la tangente a y en el in{inito. Es po sible que sea

re alrnente larecta en e l infinito (e sto sucede con la parabcl a vy (I) '" (I. ,2) r : si
2 .

por otra parte, I es una recta de IR • decimos que y uene una recta tangente

{inita en el infinito. (Comparese con (1.3)),

(2.6) Supongamos que la recta tangente y se acerca a posicion limite finita" t .

cuando , ....O<l. Entonces decimos que y tiene una tangente limite, a'saber ,

t. (Comparese COI]'(L2)),

Lasiguiente tabla muestra como los ejemplosen el ~ 1 corresponden con es-

tas definiciones. Tambien muestra que no son muchas los casas en que una cur-

va que satisface una definicion tenga que satisfacer automaticamente atra, En
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todos 105 ejemplos de la tabla, 11 (I) : f y pcdemos tomar d'-(j.

Continua Drr e c c io n CoflJicion
SC' acer c a a f angV·fllt.: IrlflgCI1I(·

l'(1) tangenc i a] de disc all- fill ira "I fi II it a
ell el oo cia aCOf;l - uu a recr a

ell el"l el

limite cia co rx,

se u t f , J X X X X X/

-
2 J 1// X X X X

seJl log / V II t/ X X X

-
- I ? II IIIsell(l-) X X V X

I
--_ ..-.

- V1 i sell / vi X j XV
-1 V V V t/ 1/1 sen 1 X

-1 v' 1/ V V II v' --'I
/

Invitamos al lector a encontrar un ejemplo de una apl ic ac ion )' que no es ni

siquiera continua en el infinito, y (un ejercicio mas dific i l) una que satisfaga so-

lo las condiciones de ser continua en el 00 y de tener una direccion tangencial li-

mite pero que no tenga una tangente en el 00 (n: siquiera la recta en el infinito
2

como en el caso 'y (t) = u , / )).

'1: EI siguiente es un diagrama complete de las implicaciones entre las def ini-

~s'del § 2.
tan g en t« l im it« I (2,6)

~
Inil gellle jill itrt

ell e ] oc (2, 5)
1\
II

-\I
Sf' a c ercu a

con d ic io u de exi s t e n c i a
a c o ta da (2.3)

!\

li .~ . I I'(.ueCC101I t a n g e u c t a I,

m it e (22) (24)

t on t iu u« ell 1'1 "- 12,')~
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Luego,en todo c aso. los dos criterios (2.S) y (2.4) son equivalentes , un criterio

mas restrictivo es requerir que y tenga una tangente Iimite.

Yo prefiero la definicion de tangente limite, en parte porque creo que las asin-

tot as tienen algo que vel' con las tangentes, y en parte porque es mas facil de us ar

que sus definiciones rivales. La manera mas Iacil de hallar las tangentes limites ,

dada y, es mir ar, en primer luqar, al gradiente v'/II' de la curv a. Si tiende a

un limite, 0 a ± "". entonces al mirar lainterseccion de la tangente con uno de

los ejes podrernos determinar si existe la tangente limite y en caso afirmativo de-

cir que es ,

4. La mayoria de las demostrac iones de las implicaciones en el § 3 son bas-

tante dire etas : POl' ejemplo, e l hecho de que una r'irecc ion tanqenc ial limite im-

plique continuidad en el infinito, es una apl ic ac icn de la regia de L'Hopital (ve an-

se, POI' ejemplo, [31. l1ag. 82,141. paqs. 258-61 0 [51 , ~ 154), Una de las menos

Iaciles es la de que la c ondic icn de distancia acotada implica la ex'istencia de una

dire cc ion tangencial limite, de modo que hare aqui una demostrac ion completa

(4.1) La condicion de distancia acotada implica la cxistencia de una direccion

tangel1cial limite.

La tangente dirigida en el punto y (I) forma un angulo 1; (I) con el eje x ,

donde cos ib » /1'/5' . seu ih > v'/s' y s~=Ju,2t-1,,2 z: )r,2" (ref (r,e

son las coordenadas polares del punto y (I) Y 5 Y ljJ son "coordenadas intrin -

sicas" de la curva- vease por ejemplo [21, c~itulo U) Siguese Q..Ie sen (()-I/J)=-rf//s',

y cos (() -1;) == r ' Is', Suponqanos ahora (~Je y satisface la condicion de distalcia aco-· .

tada donde la distancia de (0,0) a la tangente v es menor que A para todo, , I

I .....I
J
• digamos. Estadistanciaperpendiculares r I sen(e-1;) I = Ir2e'l/s~ ,
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J

calculada en t , Sique se que 1'-(-)"" As' para todo / '/ . heche que usare-
1

mos abajo, y Lambieu que "./) (() - Vi) u ? cx.' •

t c r cc i cn r e

Escojarnos /2 de modo que r (I) > A para todo t » i2 (recordernos que

r :« 00 ) .. entonces ,'(t) nunc a e s nulo para t » i2, pues en un punto de la cur-

va en donde ,'(t) 0= 0 la distancia del origen a la tangente r, seri a igual a

dt) , Como r -> 00 Y r es continua, deducese que ,'(t) :> 0 para t » /2 v ,
pOI' 10 tanto, que cos(e-ljJ»o' parauntal t'.

Luego (O-</J)"O:Y para dernostrar que y tiene una direcc ion tangencial

limite (i.e., que ljJ tiende a un limite) basta probar que y es continua en el in-

finito (I.e.. Que e tiende a un limite). Ahora bien, r l l} es ciertamente estric-

tamente positiva si t > i2, de modo que, se qun un resultado anterior, i e' I <

2 .As 'jr 51 i'· m dx (i
l
. i

2
J, Integrando esta desigualdad encontr amos que.pa-

ra b> a » max (i1. i )

2 fb
le(b)-e(aJ[<A (/ ,s; dt :
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Sin embargo, r'/s' ~,J. de modo que r'/s' '> si t » fJ. diqamos. l.ueqo.pa-

r a b > a ;. max i t . t . t ),
I 2 J

I e (b) - e (a) I < 2ASb .i: dt z , 2A (I / J
(/ 2 ria) r(b)

Como r -> C>.> , estomuestra que e tiende a un limite, completandcse asi la de-

mostracion. (AqlJi usamos el "principia general deconvergencia" que afirma que

e tiende a un limite si podemos hacer la diferencia entre los valores de e en a

y en h tan pequefia c orno queramos al tomar (/ y b 'suficientemente qrande s.

Vease, POI' ejemplo, r4 I , 3.15.1 y 56.9 0 l5], § %) .

Vale 13 pena anotar que la condic ion (e-rjJ) , Iim it« no es suf ic iente POI'

si sola (i.e., en la ausencia de la condic ion de distanc ia acotada) para concluir

que e, v, POl' 10 tanto, (!f. tienda a un limite. Pues considerando la muy lenta

espiral, dada en coordenadas polares, ret) = c , (j(tY ~ log l og t , vefTlOS que

(1:1 - rjJ) ,0. perc obviamente (} no tiende a ninqun limite. La condic ion de dis-

tancia acotada nos dice algo mas que (U ~~ JJ) ·0; nos dice que r s e u t H> r./J )

esta acotado.

5. Vale la pella rnir ar mas de cerca la definicion de una tangente limite. POI'

definicion, )' tiene una tangente limite I si,Y solo si, la t anqente
2

hac ia un a pas ic ion limite I cuondo t _. "" , I una recta en JR .

v tiende. t

Esto nece-

sita de 'dos casas: primel'o, que)' tengoluna direccion limite, a saber, la de I,
f .

~s decir, que)' tengot una direccion tangencial limite, Y, en segundo lugar, que
')

el punto de interseccion de y con alg'~lI1a I recta fija en u(- tienda a una po-
t

sicion limite (finita) P. Empero la anterior "condicion de interseccion" implica

evidentemente que y saUsface la condicion de distancia acotada, pues la dis-

tancia de P a Yt tendera acero, y,por 10 tanto, estaraacotada cuando ! '<Xl.
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COIllO ICl cond icion de d is t ancia acotada implie a l a existeuc!a de un a direc c ir » tan-

gencial limite, tenemcs el s iuuien te res ult ado :

(51) )' IU't/c '/lUI langcnlr If",iLc sl,Y solo SI, cl/Jil'lt(l de il/fcrscccion de y
I

can algl/l'lo recta Jija de 1I?2 se acerCll II urla posici611 linlite (fillila) p e!lando

POl' supue sto la posicion limite p en (5.1) no delennina a la tangente limite,

que puede ser cual quier recta que pase POl' P

POI' ejemplo, si y (t) = (I, I/O t t -, I), podemos escoger cualquier recta que

no sea paralela al eje oX como la linea f ij a. I' es entonces la interse cc ion de

esa recta con el eje x.

6. Las dos definiciones rivales de asintota (tangente limite y acercarse a una

recta, la ultima equivalente ala existenc ia de una tanqente finita en el infinito ),

son, en general, distintas. Sin embargo, hay muchos tipos de funciones para los

cuates son equivalentes. Concluire este trabajo enunciando alquncs de estos ca-

50S, con alqunas indicaciones para probarlos.

(6,1) Sup6ngase que II = va, v = v(3, donde v y V son fUr/eiones raeio-

nales de t (i.e. coeientes de polinol1lios) Y U, (3 son riumeros yeales disLirlLos

de cera, los cuule s podemos suooner positivos. tntone s la e'~rva y tiene tnn-

gente lImite 1 e'wndo t -. <Xl, sl,Y solo si, se aeerea a I. (Notese que en este

caso' d puede tomarsecomo el mayor nuniero real que aparece entre las rakes

de los denominadores de lJ y V)o

In die aeiones para 10 demostraciono Supongamos que y se acerca a I. Rote-

11105, en primer I~gar, los ejes de modo que 1 sea el eje x, observando que es-

to no afecta las hipotesis Ilech<ts'sobre II y 1J 0 Queremos que el intercepto de
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Y
I
en el eje y tienda a cero; este intercepto esta dado POl' 1;'-111"/11'. calcu-

lade en I. de modo que queremos que lIu'/l1' ....o. Escr ibamos enseguida u '"

p/q , V'" r/s. donde Ii, q. r, s son polinomios y grade de p> grado de q .

qrado de r « grado de s (i.. POl' que 7) .

(6.2) Supongase qlle 1I(t) = I, de modo que la 'imagen de J' sea el grafico de

la funciol1 Y'" u ix } . Sup6hgase que I' Y 1J' sean;ambas monolonas conlimile

cera (de modo que e stamos suponiendo que y se ace rca al e je x ), Entonce s e I

eje x es la lal1gel1te limite de y.

Indicaciones para fa demo str oc ion, Esto en verdad tiene mucho de truce, y de-

pende de la ob servac ion de que el intereepto v (I) - Iv'(1) de l atariqente y en
I

el eje y tiende a 0 euando I· ,un resultado bastante delicado obtenible usan-

do juic io samente el teorema del valor medio (ve ase. POl' ejemplo ,[31, paq, 80,[4J,

pag.245 6 [51. § 126 J. Cuan delieado es el resultado puede·juzgarse del heche

de que si omitimos la h ipote sis sobre la monotonfa de o>, l a conclus ion es falsa.

Dado ya que el intercepto tiende acero, y que la eurvase acerca al eje x. es cla-

ro que el eje .\ es una tangentelfmite.

(6.3) Supongase de nllevo que u i t} '" I Y que 1·"(I)exista ysea distinta de i
cera para todos 10:-: t suficientemenle grandes. Entonces y se acerca al eje x

si, y solo si, el eje x es la tangenle limite de y.

Indicaciones para 10 demostraciOn. Esto resulta facilmentede (6.2>' La hipo-

tesis 1'''(1) i 0 paratodos los Isufieientemente grandes implica que II" tie-

ne signa constante para tales I ; este es la "propiedad del valor intermedio de

las derivadas" : si I'" fuere algunas veces positiva y otras negativa, algunas

veces debiera anufarse. (Vease [31 , § 5.12; [4 ] , pag. 247 I Ex.4 ; [5 ],§ 129),
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