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¢ QUE ES UNA ASINTOTA?")

P. J. GIBLIN

1. Consideremos la hipértbola y = 1/x

(Es conveniente restringirnos a la
parte correspondiente a «x

1) . Todos estaremos de acuerdo en afirmar que el
eje v~ esuna ‘‘asintota’’
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de esta curva ; sin embargo, personas distintas probablemente daran explicacio-

nes distintas de este hecho. He aqui tres que me parecen buenas

(*) Version espanola de V. S. Albis G., autorizada por los editores del ““Mathematical

Gazerte™ : 56(1972), 274- 284 . N. del E.
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(1D La curva se acercaal eje  x cuando se “aleja hacia ¢l mfmito”

Demostracion. Ladistanciade / 'v al eje  tiende a cero cuando v . ~.

(1.2) La ecuacion de la tangente de la curva en el punto (x5 ) esta da-

da por

Cuando X la posicion limite de esta recta tangente es el ejc  x

Demostracion . Su pendiente tiende a cero y su interseccion con el eje y
tiende a cero.

(1.3) Latercerarazon es mas sutil, y trae consigo el comportamiento real
en ‘el infinito’’. Para investigar este comportamiento es adecuado extender el
plano IR2 al plano proyectivo IPZ. el cual contiene todos los puntos de ll<2,
asi como también un punto adicional ‘‘en el infinito’’ en cada direccion (Vease,
por ejemplo, [ 1] . pag 275, 6 |2}, capitulo 14) . Formalmente, los puntos de
ll") son las ternds homogéneas (x,y,z) de nimeros reales, no todos iguales
acero. Si z#0, (x.y,2) % (x7/z,y/z,1). La aplicacion (x,y) s (x.y.1)
establece una correspondencia biunivoca entre los puntos de le y aquellos
de II’-) cuya tercera coordenada es distinta de cero. Los puntos restantes de
w? (aquellos con =z 0) constituyen la recta en ¢l infinito. Usando la ante-
rior correspondencia, consideraremos el plano m2 inmerso en IP”), de modo
que lacurva y =1/x.a - 1., serael conjunto de los puntos de la forma
(1, 1/t , 1) = (1, If'tz. 1/1) cuando ¢~ I . Ahorabien, cuando 1 .~ este

punto de 2 se acerca ala posicion limite (1.0, 0). sobre larecta del infi-

nito, y le llamaremos ¢l »unto de la curva en el infinito .
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Para estudiar el comportamiento de la curva al acercarse a su punto en el in-
finito, usaremos otra inmersion de IR") en °. bajo la cual el origen de IR')
corresponde al punto (1.0. 0) de ll’z. y la inmersion cobija todos los puntos
de ll’z cuyas primeras coordenadas son distintas de cero De manera que
(x.,y,2)=(1,v/z, z/x), si x /0, ypodemos sumnergir IR_) en ll’_) me-
diante (Y. 7) . (1. Y,7 ). Estos dos "'sistemas coordenados’’ en II"’, entre
ambos, cobijan todos los puntos de 12 menos el (0, 1.0 ), y se superponen
en aquellos puntos cuyas segundas y terceras coordenadas son ambas distintas
de cero. Obseérvese que la recta ordinaria 7 0 en lR2 se envia por la ultima
inmersion en larecta en el infinito, excepcion hecha del punto (0, 1,0) . En es-
te (ltimo sistema de coordenadas la curva consiste de todos los puntos (Y. 7)
(I,'t'). 1)t 1. esdecir, todos los puntos (u"). w) si 1/t wu. 0 wu I.

El punto en el infinito sobre la curva corresponde al caso limite «» 0 yes el

origen en el nuevo sistema de coordenadas

01IUTJUI [2 UD BIDDI

AT, L3, - bt USRS
punto de la curva 4’ tangente en el infinito ! 4
en el infinito -

173



La curva original y su punto en el infinito devienen asi la porcion de la para -
bola Y - 22, 0 < Z < 1. Ahorabien, esta curva posee una tangente lateral
(derecha) en el pﬁnto (0,0) , en el sentido usual de que las cuerdas que unen
(0,0) y un punto P de la curva se acercan a una posicion limite cuando P (0.0)
a lo largo de la curva, y esta tangente es el eje Z =0 . Podemos, pues, con
justicia, llamar la correspondiente recta en el plano (x.y), asabereleje «x,
la tangente de la curva en el infinito .

La siguiente pregunta es ahora natural ; json las tres anteriores razones en
verdad la misma ? j o podemos hallar curvas que, digamos, se acercan a una rec-
ta pero cuyas tangentes no se acercan a ninguna posicion limite ?

Consideremos la curva y - 2 ! sen x(x - 0). Ciertamente ella se acerca
al eje x, puesto que «Tsens .0 cuando x »~. No obstante la tangente
en (.\-’. yl) intersecta al eje y en el punto (0, 2.\;1 senx -cosx, ). v este
punto no se acerca a nada cuando TR mas o menos él oscila entre (0. 1)
y (0,-1). (En el diagrama las lineas punteadas son las tangentes en x - 7.

27 . 37+ latangente en » » pasa por uno de los puntos (0, 1). (0.- 1) para u

entero arbitrario. Sin embargo, como
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puede comprobarlo el lector, el dominio de la oscilacion es un poco mas amplio que
esto). Deducimos que la tangente no tiene posicion limite. Por otra parte, no es

dificil mostrar que la curva tiene una tangente en el infinito, a saber el eje \ .

Aunque la tangente en (.\I. g ) no tiene una posicion limite en el ejemplo
anterior, si tiene una direccion limite : el gradiente es v 2 v Cos X = seny )
y éste tiende a cero. También la tangente, aunque oscila de arriba a abajo, lo
hace finitamente en el sentido de que la distancia desde, diganos, el origen
a la tangente, esta acotada, es decir, es menor que un A ~ 0 adecuado. ( En

este caso A =3 es unacota bdstante segura ).

Este comportamiento contrasta con el de y -~~~ 2 St (x> 1) que tam-
bién se acerca al eje x . pero estavez con una oscilacion infinita de la tan-
gente : la distancia desde el origen oscila “infinitamente’’. A pesar de esto,la
tangente tiene ain una posicion limite (su gradiente tiende a 0 cuando x, »~)

y el eje x es latangente de la curva en el infinito.

Antes de intentar ordenar un poco todo esto, he aqui algunos ejemplos ver -
daderamente patégenos. El primero parece realmente inocuo @ y = semy (x > 0),
. 2

la cual no posee una asitota en ningiin sentido razonable. Sin embargo, en I

la curva es el conjunto de puntos

sent ,
(1, sent, 1) = (1, s ; 1 )= (1, usen(1/u), u)

! t
donde z= 1/t. Cuando « -0, el punto se acercaa (1.0.0), de modo
que la curva tiene de hecho un punto en el infinito. Pasando a otro sistema de
coordenadas como en (1.3), la curva tiene como ecuacion Y ~ Z sen (1, 7)

7~ 0, completada anadiéndole el punto en el infinito (0.0). Estacurvano
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posee una tangente en (0,0) . Luego la curva y =senx no latiene en el infi
nito. Observemos que cuando 7 >~ ., Z sen(1/7) » 1, de manera que la cur-
va en el plano (Y,Z) se acerca alarecta Y =1 para valores grandes de 7 .

Como larecta Y =1 es, en el otro sistema de coordenadas, la recta y =x. esto

punto del infinitoN_ \
AN
g

corresponde al hecho de que nuestra curva original y=senx se acerca a larec-
ta y=x cuando x >0 porladerecha: y=x es latangente de lacurva ‘en
el origen.
-1 2 2
Lacurva y=x sen(x") (x> 0) se acercaaleje x perolatangente no
tiene una direccion limite pues el gradiente de la tangente en (xl Y, ) es

” _ : ;
2 cos(x?) - x 2 sen (x-f ). el cual oscila mas o menos entre 2 y -2 .

1

Finalmente, la curva y = sen log x (x > 0 ) (una sinusoide bastante estirada)

no se acerca a ninguna recta cuando ~ »~ , pero su tangente si tiene entonces
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una posicion limite, paralela al eje v. No tiene tangente en el infinito .

Z. Es conveniente en lo que sigue adoptar una nocién bastante genera! de
‘.‘curva", Sea y:D » ® una aplicacion cuyo dominio consiste de todos los ni-
meros reales mayores digamos que . Escribamos y (1) -~ (u(1), v (1)) y supon-
gamos que =« y v tienen derivadas primeras «* y ¢* continuas para todo 7~ d,
yque «’ y »’ no se anulan simultaneamente. Asi la imagen de y tiene rectas
tangentes, bien definidas en cada punto, y que se mueven de manera continua so -

bre aquella ; la ecuacion de la tangente en (1) es
yu'(t)=xv'(t) = a’()v(t)- u(t) v'(l).

2
Diremos que y . o suimagen, es una curva . Suponemos ademds que (u (1)) +

(1’(!))2 » oo cuando s o . es decir, que la curva **va al infinito”’ .

En los ejemplosdel §1, w(t) =+ y d-0 o6 1. launicarazon para tomar
d=1 en algunos casos es que en ellos existe la posibilidad de alguna cldse de
comportamiento asintético cuando x » 0 asi como también cuando x >~ y pa-
rece conveniente concentrar nuestra atencion en una asintota cada vez. Para ‘in-
vestigar, digamos, la curva y =—£ cuando x tiende a cero por la derecha, la
parametrizamos mediante y(#) = (1/¢, t) y dejamos que - o~ ., Cuando «x
tiende a cero por la‘izquierda, hacemos y (1) = (- 1/1, -+) y de nuevo dejamos

que £ - oo,

) 2 o 2 "
Como en (1.3), supondremos alveces que R? esta inmerso en 1P° median-
te (x,y) > (x,y, i) . Larecta tangente a la curva (i.e. a la imagen de ), enel

punto y (1) , se denotara por Y, Damos las siguientes definiciones :

(2.1) y se dice continua en el infinito si /im y (1) existe como punto

» 0
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2 ) 4 ;
. (En coordenadas polares (r,6) en IR- esto equivale arequerir que ¢
tiende a un limite cuando ¢ »~). A este punto limite, cuando existe, le lla-

mamos el punto en el infinito de la curva , y lo denotamos por yf{~).

(2.2) Supongamos que la recta tangente ¥, tiene una direccion limite cuan-
do 7. Entonces decimos que y tiene una direccion tangencial limite . Es-

to equivale a requerir que «’/v* 0 v’/u* tiendan a un limite cuando ¢ ~ .

(2.3) Supongamos que la distancia perpendicular desde un punto fijo, digamos
(0.0) de R? a la tangente Y, se mantenga dcotada cuando -~ . Decimos

entonces que y satisface una condicion de distancia acotada.

(2.4) Supongamos que la distancia perpendicular del punto y () auna recta
fija / en IR’ tiende a cero cuando 7 » e . Decimos entonces que y se acer-
ca a la linea 1 . (Comparese con (1.1) ).

(2.5) Supongamos que y es continua en el infinito (2.1) y que larecta en

w?

que une y(~) con y (/) se acerca auna posicion limite / cuando 1 » .,
Entonces Ilamamos a / la tangente a y en el infinito . Es posible que / sea
realmente la recta en el infinito (esto sucede con la parabola y (1) = (1, 12)):si
por otra parte, / es una recta de IR2, decimos que y tiene una recta tangente

finita en el infinito - (Comparese con (1.3) ).
(2.6) Supongamos que la recta tangente Y, se acerca a posicion limite finita

! cuando 7. Entonces decimos que y tiene una tangente limite, a'saber ,

/. (Comparese con(1.2) ).

La siguiente tabla muestra cémo los ejemplos enel &1 corresponden con es-
tas definiciones. También muestra que no son muchos los casos en que una cur-

va que satisface una definicion tenga que satisfacer automaticamente otra En
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todos los ejemplos de la tabla, » (1) = ¢+ y podemos tomar =0 .

Continua

Condicion

Y el T T ,
) Direccion Jouelclon foe acerca u Mngente tangenic
vt tangencial : R e k -
el s ang bl Ga acota-l una recra | inita en el finita cn el
limite da ~ ~
sent t X X X \ \

v
2 / Y, X X X X
SR vy sohidd v 5 3 ;
sent?) v x X % v/ X
£ sent v Vi X Y / v
£ sent v v v % V X
o v v v v /o

Invitamos al lector a encontrar un ejemplo de una aplicacion y que no es ni

siquiera continua en el infinito, y (un ejercicio mas dificil) una que satisfaga so
lo las condiciones de ser continua en el ~ y de tener una direccion tangencial li-
mite pero que no tenga una tangente en el ~ (ni siquiera la recta en el infinito

2
como en el caso y(#) = (¢t.t )).

3. El siguiente es un diagrama completo de las implicaciones entre las defini

ciones del § 2 .

/ tangente limite | (2.6)

condicion de existencia tangente finita

acotada (2.3) en el (2.5)
|A 1l

se acerca a |
(2.4)

direccion tangencial I1-

mite (2.2) k
contivua en el ~ (2.1 )/
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Luego,en todo caso, los dos criterios (2.5) y (2.4) son equivalentes ; un criterio

mas restrictivo es requerir que y tenga unatangente limite

Yo prefiero la definicién de tangente limite, en parte porque creo que las asin-
totas tienen algo que ver con las tangentes, y en parte porque es mas facil de usar
que sus definiciones rivales. La manera mas facil de hallar lds tangentes limites,
dada y ., es mirar, en primer lugar, al gradiente »*/«* de la curva Si tiende a
un limite, o @ + «~ . entonces al mirar 12 interseccién de la tangente con uno de
los ejes podremos determinar si existe la tangente limite y en caso afirmativo de -
cir qué es

4. Lamayoriade las demostraciones de las implicaciones enel ¢ 3 son bas-
tante directas : por ejemplo, el hecho de gue una cireccion tangencial limite im-
plique continuidad en el infinito, es una aplicacién de la regla de L Hopital (vean-
se, por ejemplo, [3|. pag. 82, |41 . pags. 258-61 6 |5], 5 154). Una de las menos
faciles es la de que la condicion de distancia acotada implica la existencia de una

direccion tangencial limite, de modo que haré aqui una demostracion completa
(4.1) La condicion de distancia acotada implica la existencia de una direccion
tangencial himite
La tangente dirigida en el punto y (1) forma un angulo ¢ (1) con el eje x

, 2
donde cosy u'/s' ,senti-v'/s" Yy s'f\/u"w"z \/r’24 (r(f’)z (r.0

son las coordenadas polares del punto y(#) y sy ¢ son “‘coordenadds intrin -

sicas’’ de la curva - véase por ejemplo [2], capitulo I7) Siguese que sen(0-y)=-rf /s.
y cos(@-y)=r'/s". Supongamos ahora we y satisface la condicion de distancia aco--

tada, donde la distancia de (0.0) a la tangente y, €s menor que A para todo

£, digamos . Esta distancia perpendicular es r | sen(6-¢s) | = 1r29';/s' :
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, 0
calculada en 1. Siguese que |,~¢' - As’ paratodo s - hecho que usare

mos abajo, y también que sen(0 -¢/) - 0 cuando 1 . ~ .
‘ ! creciente

(u (1), v(1))

v

Escojamas 1, de modo que r(1) > A paratodo > 7, (recordemos que

r- o ) ;entonces r’(z) nuncaes nulo para 7> 12 , pues en un punto de la cur-

vaen donde r*'() = 0 la distancia del origen a la tangente Y, seria igual a
r(t). Como r >~ y r* escontinua, dedicese que r’(r) -0 para /> by ¥

por lo tanto, que cos(6 -¢) >0 parauntal 7.

Luego (A-vs)»0'y para demostrar que y tiene una direccion tangencial
limite (i.e., que  tiende a un limite) basta probar que y es continuaen el in-
finito (i.e., que @ tiende a un limite). Ahora bien, r(1) es ciertamente estric -

tamente positiva si ¢ > 1y de modo que, segun un resultado anterior, | " |

As*/r2 si 1o mdx (II v £, ) Integrando esta desigualdad encontramos g'e,pa-

ra b>a> ma’x(fl,lz)

b
O(b)-0(a) | A[ S dr.

a r2
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Sin embargo, r*/s’ > 1. de modo que r’/s’ >} Si ¢ ity s digamos. Luego,pa-

ra b>a>mdx (1t ,t .t ),
1 2 3

b

10 (b) - 6(a) ' < ZAJ’ r’dt- ZA(
a 7‘2

1 1

r(a) r(b)

Como r-» o , estomuestraque ¢ tiende aun limite , completandose asi la de-
mostracion. (Agqui usamos el ‘‘principio general de convergencia’® que afirma que
¢ tiende a un limite si podemos hacer la diferencia entre los valores de 4 en «
y en A tan pequena como queramos al tomar a« y b suficientemente grandes.
Véase, por ejemplo, [4].3.15.1 y 569 ¢ [5], £96).

Vale la pena anotar que la condicion (- ) » /limite no es suficiente por
si sola (i.e, en la ausencia de la condicion de distancia acotada) para concluir
que ¢y, por lo tanto, . tienda a un limite. Pues considerando la muy lenta
espiral, dada en coordenadas polares, r(1) = ¢, #(1) = log logt, vemos que
(¢ -¢) >0, peroobviamente ¢ no tiende a ningin limite. La condicion dedis-
tancia acotada nos dice algo mas que (¢ - ) -0 ;nos dice que rsen(H-¢ )
esta acotado.

5. Vale la pena mirar mas de cerca la definicion de una tangente limite. Por
definicion , y tiene una tangente limite / si,y solo si, la tangente % tiende
hacia una posicion limite / cuando ¢ .~ . / unarectaen IRZ. E sto nece -
sita de dos cosas: primero, que Y, tenga una direccion limite, a saber, lade 7/,
es decir, que y fenga} una direccion tangencial limite, y, en segundo lugar, que
el punto de interseccion de y, con alguna / recta fija en IR2 tienda a una po-
sicion limite (finita) P . Empero la anterior “*condicion de interseccion’’ implica
evidentemente que y satisface la condicion de distancia acotada, pues la dis-

tancia de » a y, tendera a cero, y,por lo tanto, estara acotada cuando 1 » ~,
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Como la condicion de distancia acotada implica la existencia de una direccic» tan

gencial limite, tenemos el siguiente resultado :

(5.1)  tiene una tangente limite si,y solo si, el pwito de interseccion de
1
. ) bl R . . - - Gy i
con alguna recta fija de IR< se acerca a una posicion limite (fmita) P cuando

G e

Por supuesto la posicion limite P en(5.1) no determina a la tangente limite

que puede ser cualquier recta que pase por P .

Por ejemplo, si v (t) = (¢, 1/1) (¢t - 1), podemos escoger cualquier recta que
no sea paralela al eje x como la linea fija. 1> es entonces la interseccion de

esa recta con el eje .

6. Las dos definiciones rivales de asintota (tangente limite y acercarse a una
recta, la ultima equivalente a la existencia de una tangente finita en el infinito ),
son, en general, distintas. Sin embargo, hay muchos tipos de funciones para los
cuales son equivalentes. Concluiré este trabajo enunciando algunos de estos ca-
sos, con algunas indicaciones para probarlos.

(6 1) Supongase que u = v’ o= V'B, donde v y v son funciones racio-
nales de ¢ (i.e., cocientes de polinomios)y «, B son nimeros reales distintos
de cero, los cuales podemos sunoner vositivos. Entonces la curva y tiene  tan
gente limite 7 cuando ¢~ , si,y solo si, se acerca a /. (Notese que en este
caso d puede tomarse como el mayor nimero real que aparece entre las raices

de los denominadores de U y V).

<

Indic aciones para la demostracion. Supongamos que y se acercaa /. Rote-
mos, en primer lugar, los ejes de modo que / sea el eje x, observando que es-

to no afecta las hipotesis hechas sobre « y v . Queremos que el intercepto de
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Yy, en el eje y tienda a cero ; este intercepto esta dado por v-ue¢’ u’* . calcu-
ladoen t, de modo que queremos que wv'/v* 5 0. Escribamos ensequida U =
p'q . V=r/s. donde p, ¢, r. s sonpolinomios y gradode p - gradode ¢ .
grado de r < grado de s (; por qué ?) .

(6.2) Supongase que wu(1) - +, de modo que la'imagen de y sea el grafico de
la funcion y=wv(x). Supongase que v Y v’ sean ambas monotonas con limite
cero (de modo que estamos suponiendo que y “se acerca al eje x ). Entonces el

eje v es la tangente limite de .

Indicaciones para la demostracion. Esto en verdad tiene mucho de truco, y de-
pende de la observaciéqde que el intercepto »(#) - rv*(t) de latangente y; en
el eje y tiende a 0 cuando ¢+~ , un resultado bastante delicado obtenible usan-
do juiciosamente el teorema del valor medio (véase, por ejemplo, [3 1, pag. 80,[4],
pag. 245 6 [5]. ¢ 126). Cuan delicado es el resultado puede-juzgarse del hecho
de que si omitimos la hipotesis sobre la monotonia de +*. la conclusién es falsa.
Dado ya que el intercepto tiende a cero, y que la curva'se acerca al eje x ,es cla-
ro que el eje v es una tangente limite.

(6.3) Supongase de nuevo gue (1) =ty que v exista y sea distinta de
cero para todos los + suficientemente grandes. Entonces y se acercaal eje «x
si, y solo si, el eje « es la tangente limite de .

Indicaciones para la demostracion. Esto resulta facilmente de (6.2). La hipd-
tesis o**(1) # 0 paratodos los ¢ ‘suficientemente grandes implica que »** tie-
ne signo constante para tales ¢ ; éste es la “*propiedad del valor intermedio de
las derivadads ** : si »** fuere algunas veces positiva y otras negativa, algunas

veces debiera anufarse. (Véase [3]. ¢5.12; [4 ], pag. 247 , Ex. 4 ; [5 ], §129).
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Si el signo constante de +** es positivo entonces +* es monotona creciente ;S

negativo,entonces ' es monotona decreciente (Otra - gumentacion posible ¢s
la siguiente. Si +* no iuese mondtona entonces, siendo continua, debiera tomar
el mismo vaior dos veces, y por el teorema de Rolle, /' seria cero en alguna par-
te). Si suponemos que y se acerca al eje ~, entonces » »0 cuando 7 >~ , vy

no es dificil deducir que »’ .0 y que ¢ es monotona.

De hecho es posible usar (6.3) para dar otra demastracion de (6.1) y de otros
resuitados mas generales Por ejemplo, si y (1) = (u(1). v(1)) donde « y 1 son

funciones ""algebraicas’’, entonces la curva se acerca a una recta / siy solo si,

[ es la tangente limite. Una funcion algebraica es una que se obtiene mediante
una‘sucesion finita de operaciones en que intervienen la adicion, la multiplicacion,
la sustraccion, la division y la extraccion de raices. Asi una funcion racional es
algebraica pero la funciéon seno no lo es. Las propiedades de las funciones alge -
braicas que se necesitan aqui son las que (exceptuando la funcion idénticamente
nula) poseen sélo un n(nmero finito de ceros y que la derivada de una funcion alge-
braica es algebraica. El lector puede interesarse en investigar las relaciones en-
tre las definiciones (2.1), (2.6) cuando « y « son algebraicas - o, mas facil

cuando son funciones racionales de . Por ejemplo, ; es siempre una tal y con-

tinua en el infinito ?
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