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FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE
COMPLEJA ; V

JAIRO CHARRIS C.

CAPITULO XI

FUNCIONES ANALITICAS Y SER!ES DE TAYLOR
1. Series de Tay’or
Sea ta,! una sucesion de nimeros reales. Se define el limite superior

de «, .y se denota por lim sup a, . como

1 s
ltm sup a, inf (511/; nm)
7 o0 neIN m_>n
Si
hu Sup a,

7)1_' 17
la sucesion | 4, | es decreciente. Por lo tanto

m sup = 1 )
lim sup a, lim b, »
oo M »00

Teorema 1.1. Sea a<R Las proposiciones (a) y (b) siquientes son equi-

valentes :

(a) 1im sup a,=a
n->00

(h) (i) Para todo e> 0 existe ncmN tal que, para todo my>n, a,<a:e

(ii) Para todo €~ 0 ytodo nelN existe m>n» tal que a_ > a-¢.
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Demostracion Demostremos primero que (a) implica (b). Tenemos que de-
mostrar que (i) y (ii) son validas, bajo las hipotesis de que (a) es valida

Demostremos (i). Sea ¢ -0.Si a: - supa, paratodo . necesariamen-

U

te

ayor a 1 Sup
5 o (Supa, ).
nomoonoom

lo cual es absurdo. Debe existir entonces » tal que

)
sup o a,, o
mon

Esto implica que a,,< a1+ para todo w_ . y demuestra (i). Para de-

mostrar (ii), sea = 0 .y supongamos que existe » IN tal que a, ~a-

para todo m - »n. Se tendria

y de esto

también absurdo Por lo tanto, para todo » - I\ debe existir w_n  con

a - a-<. Estodemuestra (ii). Demostremos ahora que (b) implica (a) La

condicion (i) implica jue

sup a, -
NI_*‘ 1"

de lo cual
lim sup a, < d:
N ro0

La condicién (ii) implica, por otra parte, que

sup d a -
u n -~
m.on

para todo », de lo cual
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151
tm sup a, 2 94
n o

Se tiene entonces

i s 30 %
| lim sup a,-a| <
1 >

y como ¢ es arbitrario,

lim sup a.= da,
17 300

Esto demuestra la afirmacién.

Nota Sea -~ < a < +~ . Notese que decir que /lim sup a,=a  es equi-

noreo

valente a decir « es el mayor nimero real tal que existe una subsucesion

ia”k€ . ta,t con

lim a =
X "y

»ou <

Lema 10 Scan S/”” s wia serie de mireros complejos y
a=lim sup la \1' :
ke ke
Entonces :
a) Si a1 . laseric s converne absolutamente

b) Si a 1. s diverge

Demostracion : Demostremos (a) . Sea -0 tal que a+ =<1 Sea m0
1 n - ‘ ‘ 5 c |
tal que v, ~a: < para m-»n. Entonces |a, < (aic) . Lomo la
(=)
. o " . N ., i g
serie > (a++) es evidentemente convergente, tambien X I;a”} lo es.
n=|i 7=

Esto demuestra (a). Para demostrar (b) escojonse a’Za, a* <o y £>0 tales que

»n 2w . ’
la_ | > (a®¢) parainfinitos valores de » y que a-¢> I.

ov

Se deduce

no converge a 0, de locual ¥ a, esdivergente.

ue |a
9 ‘ n=1

n!

Nota : Si -1 nada se puede concluir con respecto al comportamiento de
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s. Ver los ejercicios al final El lema 1.0 se conoce con el nombre de Test

de la Raiz .

Lema 1.1. (Abel) Para cada » N » 1 sca a,c . Sea acc y sea

) I n
b= lim sup la
1 oy "

Entonces : (a) si 0 b . laserie

> ”
))_ a,(z—a) (1.1)

n=o0

converge absolutamente en B_(a) . donde ;- ;

La convergencia es ademas ahsolutamente uniforme sobre todo compac

to KC B,(a). Sl z4 B,(a)

diverge
(b) Si b0, (1 1) converge absolutawnente en ¢ y ahsolula y uniforme-

mente en todo comvacto Kk de ¢

(¢) Si b=y, (1 1)diveroe en todo punto ze ¢ , =z 4 a .

Demostracion. Para demostrar la primera afirmaciéon de (a) es claramente
suficiente demostrar que (1.1) converge absoluta y uniformemente en com-
pactos de B (a) . Ahora, para esto es claramente suficiente demostrar
que la convergencia es uniforme sobre B (a) para todo 0« s<r Escri-

bamos B =B [(a).

m+n k min k min k
sup V3 la(z-a) |t=sup § X |a,| |z-a] 1< 3 lag|s
p | n | ! b | k | e k|

=m =m
Zc,BS Z»HS
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Se deduce que

m+n L min ;

lim || X {ak (a-a) ;}'BS = lim > ‘nk(z—ﬂ) B

RS k=m m,nsec k=m ' =
myn k

lim > Lagls = 0 .

Tmonose k=m

> k :
pues kl 'a, |s esconvergente, ya que (Test de la Raiz),
=Q

) 1k Ik :
/e/,.ﬁ.: sup |d, s s IILN sup lay ! s .- !
Supongamos ahora que = ¢ B (a) . Ental caso, |z-a | . yesclaro

o

k !
que X a, (z-a) diverge, pues
)

C

i 1k i
lim  sup lay z-a | - z-a| « — > 1
ks

Esto demuestra (a). Para demostrar (b) el argumento es similar. Basia de-

mosfrar que para tedo R0

msn
line (Y a,(z-a) ||, ) =0,
mons~ k=m k A dR(ﬂ)
: N k , T
lo cual es evidente porser > |4, | R convergente, debido a que (Test
k o i
de la Raiz) lim sup 11/131 kR0
kv >0 \
Demostremos (c) . Si z 7 a .
3 1/ n 1/n
lim sup a, | z-a |- | z-a| "H"" sup la, | too > 1

" o0

lo cual implica la afirmacion. Esto demuesira el lema.

Corolario Sea !a, | una sucesién de nimeros complejos tal que
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lim  sup  a h <
i
MW orx

! _r .
Sea 51 donde escribimos + << si b 0, Bi(a) ¢ gt p 21 19 En.
tonces, la funcién /: B, (a) . ¢ definida por

"
H(z) Y a (z-a) , z ”r“”‘

es holomorfa en B,(a). Ademgs, para todo & « N
(k) ~ / -k

[ (=) p3 " d (2 -a)

En particular,

3 - I -k I
lim sup a, o Aim sup oa
" (ir=k) " TR "
Demostracion Escribamos
"
/”1:) {Ih(: «) 2 If,(u)
o~
Como /,, converge uniformemente en compactos de B, (a)
Mmoo
o
N
/ - ‘n
N V)

es holomorfa en B ,(a) Como ademas

(k)
/

( ’
converge en compactos a / para todo & 0. todo se reduce a demos -

trar que ()
[ = 0 k= .
"
) -k
(}\) . 1/
[p (z) " a, (z-a) ; k= .
(n=k)!

lo cual es inmediato por induccion sobre . Finalmente, como
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N\
2 (z)
n=o "
converge en todo punto = B, (z) . necesariamente
I -k
lim sup LI b
(n-k) " -

N >

N. Esto demuestra el corolario.

para todo 4
Una serie de funciones de la forma
i "
S(z) d a (z-a) (1 3)
n=0 "
Para abreviar,

se denomina una serie de potencias o una serie de Taylor
En tal caso, si

la denominaremos una T -Scrie

) L n
h lim sup a,
"o~
y si escribimos

/ .

r S 0 h N
h

r 0 Si h R

h 0

Si ;
se

+ se denomini el radio de convergencia de la serie (1.3) Asi mismo,

denomina dominio de convergencia de s al mayor conjunto abierto ¢ tal
Es claro que

que S converge para todo = - (.
Q=B (a) Si 0 r

donde r es el radio de convergencia de s, y donde convenimos que

If' (a) = C :
h y en este caso, () .

)

En el caso -0 convendremos en que B (a)
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El corolario al teorema (1.1) establece que toda serie de Taylor define en
su dominio de convergencia una funcion holomorfa cuyo valoren = Q) es
precisamente la suma de la serie. Las series (1.2) tienen a su vez un do-
minio de convergencia el cual contiene a . No es dificil ver que el do-
minio de convergencia de tales series es precisamente (). Basta demos-

trar que

’ I II-/% / i
" .
lim sup ' a
"

lim sup a.
ol (}/—/\*)/ o 7 reu

n

para todo k- IN. lo cual es un ejercicio simple para el lector

Si z ¢« estal que |z-a r. nada se puede decir, en general,acer -
ca de la convergencia de § en este punto. Algunas veces la serie diver -

ge en todo punto del conjunto

S (a) }zilz-a rod

otras converge en algunos puntos y,aun, otias, converge en todos. No -

tese tambien lo siguiente : si

converge en algin punto z « (. =7 a necesariamente r 0

Cefinicién 1.2 Yna funcién f:Q -« Q abiertoen ¢ . se dice anali-
tica compleja, o,simplemente, C-analitica, si para cada punto a « () exis-

ten una vecindad ¢ de « en Q y una serie de potencias

s n
; 3 —a) cC,
S(,(z) & a”(z a) .4,

la cual converge a f(z) en todo punto = U. Denotaremos por A ()
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al ¢-espacio de las funciones ¢ - analiticas en (.

Sea - 1zl  z 1 y sea :D . ¢ definida por f(z) d
l -2
Entonces ; es (-analiticaen D En efecto, si a- D
ft=) etk B o, da
(1 ~a)-(z-a) I-a o &4
I -a
Pero, para todo 5« ¢, con 1 hI - 1.
Iy 3
1-b "o
como se demuestra inmediatamente. Entonces, para =< D .
o & w0 ny "
[izh = wli. g $EM Y 3 4. Ly Yaea)
I -a n o I-a n-o 1-~-a
Si  z-a I-a: . Notese al respecto que
nil
lim sup | Ly yn faks .,
1 v~ l-a | -a
Asi,si a . elradiode convergenciaes » 1 2. yesimposibie que

la serie converja en todo » El desarrollo en serie de Taylor de una fun-
cion ¢ -analitica es entonces local y no global. Notese que si 7 « A ()

y  es una vecindad de « en la cual

U)

R .
/(=) .2 a,(z-a) ) (
124 O

o

entonces la serie converge uniformemente en compactos de ' (1B (), don-

de » 0 es el radio de convergencia de
£ n
> a, (z-a)
12 O

Métese que . B (a). yque U B, (a) si U es abierta.
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Teorema 1.2 ( (Q) oAU,

Demostracion Enefecto, si « . existen una vecindad abierta v de
a yuna serie de Taylor

~N
N

Sy(z) Y a (z-a)

1
n- o

la cual converge uniformemente a / en compactos de V. Esto implica
que la restriccionde f/ a v estaen (V) Como esto vale para cual -

quier aeQ . [« O(Q). Estodemuestra el teorema

Sean /:Q > ¢, ¢ -analitica, @ 9 . v una vecindad abierta de @ en

Q.y

una serie de Taylor la cual converge a / en compactos de V. Entonces,

(k) g o 1=k
/ (z) pJ LE a (z-a)
n=k (n-k) "

para todo z < V. Se deduce entonces que

(k) ,
/ (a) k a,

0 sead (k)

ay = ljl’* f (a)
Por lo tanto :

" Teorema 13 Si /- Ac(d) Yy acQ existe una vecindad ¢ de a« cn

QO tal ¢ue

~ (1) I
flz) X ,I/l’ (@) (= -a) (14)

" R =
a) ¢s olra

|7

para todo z - v Si v esotravecindad de a v Xa, (-

()

serie de Taylor, la cual converge a j en v, necesartamente
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=_1 /(”)((l).

y nodemos tomar v =v ;o dicho de otra manera, ambas series conver-
genen v U V. La serie (14) es entonces la unica convergente a ; en

la vecindad de a.

Nota. Veremos inmediatamente que si fc A (Q) y « Q .,/ admite un
desarrollo en serie de Taylor, necesariamente dado por (1.4), en B ,(a),pa-

ra todo r>0 talque 0 r<d= d(a, CQ) = l;;/'(l;z—aj .
Ze L\

Teorema 1.4 (Taylor). Si j« (€ (Q), necesariamente f < A (Q) . Fs de-

cir, Ac@) =0 @) . Si j-C @) y a-Q. laserie

~ 1 5
b3 ! /’”)((1) (z-a) (1.5)

n
N0

converge a 4 en toda hola B (a) - Q .y la convergencia ¢s nuniforme
en Botalst B (a) _ 0. Enparticular, si d=d(a, Q). la serie con-

verqe a / en compactos de B la)

Demostracion Todo se reduce a demostrar que (1 5) converge simplemen-
tea / entoda bola B (a) tal que B, (a) Q. Las otras afirmacionesre-
sultan inmediatamente de los propiedades generales de las 1-series. Sea

B (a) y sea

\S’,I(I) -t} i t-a ri.

Cntonces, 8, (a) _ (. y la serie

converge uniformemente en §_(a) . por ser
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sup z=a | .

1 .S'r(,,) I -a

Esto implica que

. :' f(t) »n s . ’
> LY (zeq) dr Y 1 i i)
rr(a) n=o0 (t-a)’’ ! n=o ¢ (a) (t=a)n 1 atliz-9)
. r: / (1) "
(27i) X - Ya) (z-a)
n-o N

Por otra parte,

LT SR (1 N () S (1) < (2a "
-z (t-a)-(z-a) I-a | Z- I~a 3" o t-a
-a
por ser
sup [ 2 =d < 1
1 .SI_((/) - a
Como
Qe fiz) = [ LD 4. 35 ¢ L zma ) 4
(r(u) 1-z w0 ¢ (a)l-a t-a
r
se deduce que
I(z) > ——Il /‘l")(u) (z 4-(/)”
n-o e

lo cual completa la demostracion

El teorema de Taylor marca otra diferencia fundamental entre las fun -

ciones ¢ -derivables y las k-derivables lna funcion /- Q » IR en IR
no necesariamente admite un desarrollo
- 1 (1) n
f(x) = 2 " Na) (z-a) (1.6)
n-o0 n!
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en la vecindad de  a < Q0 , adn cuando las IR -derivodas /(")(x) existan

en todo punto x¢ ) y para fodo » € IN.

. . . "
Nota. Es conveniente advertir de nuevo que si /¢ QO (Q), acQ vy Uc Ha)
U abieria, no necesariamente existe un desarrollo de Taylor de / en po-
tencias de (z-a) el cual sea vélido en todo v. Esto es cierto siy sélo

si UC B,(a). donde r es el radio de convergencia de la serie

S 1/n ' f(M(a) (z-a)"

LLos teoremas siguientes son caracieristicos del comportamiento de las fun-
ciones holomorfas. En todos ellos interviene de manera decisiva 'a ¢-ana -
liticidad de tales funciones, y tales teoremas fueron descubiertos en  un

principio dentro del mirco de las funciones ¢-analiticas.

Definicion 13 Sea () un conjunto abierto de ¢ . Un subconjunto A Q
se dice un conjunto de unicidad de | si, para toda pareja f.g de fun -
ciones en () ., el hecho de que /¢ coincidan en A,implica que /. ¢ coin-

ciden en ().

Lo anterior es claramente equivalente a decir que si /¢ C'(Q) y f(z)-

0 para todo z ¢ A, entonces f(z) = 0 para todo =z ¢,

Teorema 15 (Principio de la Prolongacién analitica) Si Q es conexo,to-
do suhconjrito A de Q . el cual tenga un punto de acumulacion en Q,
es un conjunto de unicidad de Q. En particular, si A< Q es abierto

Yy A7 ¢, entonces A esun subconjunto de unicidad de @ .

Demostracisn Comenzaremos por demostrar la Gltima afirmacién. Sea en-
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tonces A _ (), abiertoy no vacio. Sea /+ ¢ (Q) y supongamos que
f(z) = 0 para todo =z =A. Esto implica evidentemente que /%)(z) = 0

para todo k- IN y todo =z A Sea

Ep=tzeQ ) %@ =0 |

y sea

(k) es continua. Por lo tanto

Es claro que E, es cerrado en (), pues /
I es cerrado. Ademds F 7 & . pues A F Seaahora 5 E. En una

vecindad abierta v de 4, v Q. / tiene un desarrollo de Taylor

f(z) = X I _/(")(/1) (z--/))" , z eV
= !

!

Como b« Ik, necesariamente f(z) = 0 paratodo =z ¢V, y como V es
abierta, /*)(z) - 0 paratodo <V ytodo 4 N Porlotanto vV k.
Se deduce entonces que E es abiertoen ) y,como () es conexo, F=(),
Esto demuestra el teorema en el caso de que A sea abierto. Supongamos
ahora A arbitrario con un punto de acumulacion «« Q, Entonces
f(k')(a) = 0 para todo 4 <IN . Esto es claro si k=0, pues siendo ¢ un

punto de acumulacion de A . debe existir ta | A (a, #a, #a si

7 R n

m#n) tal que a > a. y entonces

f(a) = lim /'((I”) =

n-300

Veamos que f®(a) = 0 para k> 1 Como «- (. existe una vecindad

abierta ¢ de 4. en Q, en la cual

flz) = X
n=ao0

L gy (z-a)"
nld
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para todo z « . Supongamos por induccion que /% a) - 0 para k- m.

Entonces
f(z) = X J; f(”)(ﬂ) (z-(/)”

n;

- . M of L 1 '
Sea ta,}C A, a, +4a, si m#n a,*a paratodo ».y 3(1,(\1_( En-

tonces
» ~ 1 (n) n
flag) = 0=3% - [""Na) (ay-a)

n=m n/

de lo cual |
1 /(m)({l) -y T f(”)((l) (”,@ -(1)”-'”

m' n=m+1 nl

Ahora bien, como la serie

i 1 f(”)((l) (z-(l)”"m

n=mis 1 n!

~

converge en (. define alli una funcién holomorfa ¢~ C ().

S 1"-=-m
g(z) > ! _[(")((l) (z-a) , z e U.

n=mil n!

Es claro que g(a) = 0 y que

k/{m glay) = g(a) = 0.
Por lo tanto,
A(m) . -
/ (a) =-m! lim p(a,) = 0
/ N &La,

ou

Esto demuestra que g(””(a)» 0 para todo » < IN. Pero entonces f(z)-0
para todo =z ¢ U . y,como U es un conjunto de unicidadde Q. f(z) = 0

z

parz todo =z . Esto demuestra el teorema

Corolario. 1 Si O es conexo, ( () esun anillo entero conmutativo

con elemenio unidad para las leyes de composicion
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(/+g) (2) = f(z)+ g(z)

(/eg) (z) Hz) g(=)

st s Q . 3 3
Lemostracion. Que © () es un anillo conmutitivo con elemento unidad

es evidente (el elemento unidad es la funcién
1(z) = ¢

para todo z Q). Veamos que no hay en (¢ (0 divisores de 0. Supon-

gamos que fg -0 Si /70 . ysi

Q' - Q - A es abierto y no vacio. 8hora, para z- ',
f(z) glz) =0 . [(z) % 0.

Por lo tanto g(z) - 0. Como ' es un conjunto de unicidad de . g(z)

0 para todo =z - Q. El corolario esta demostrado.
Nota Si Q no es conexo, ( (Q) tiene obviamente divisores de cero

Corolario 2. Sean .Q* abiertos conexos tales que QO NQ’ - &.  Sea

o

A:C@) . s Cn

(fg) » (f-g) QN Q.

Si sobre O () - (" (Q*) se considera la estructura de « -espacio produc-

to, y si
R:CQUQ ) Cue W)

es la aplicacién

PN
o~
-~
-
o~
~—

R(f) (/
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Ay R son C-lineales, y la sucesion
R. ik . A
0-0@QUQ) - C@x @) »> dan Q)
es exacta.

Demosiracién. Trivial.

Nota. Veremos mds adelante que si AC Q, Q conexo, A es de unici-
dad si y sélo si A tiene un punto de ucumulacién en @ . Es decir, si
A CQ vy ningdn punio de acumulacion de A pertenecea Q. osi A no
tiene puntos de acumulacion, existe f e O(Q), /7 0, tal que f|A =0

Si A es finito, esto es evidente. Bastard tomar
f(z):(vz—al)(z-az). (z—a”). z ().

supuesto que A= 1a,. ... .a,{. Si A no es finito, el problema es un
poco mas delicado, y depende de la teoria de haces o de la teoria de los

productos infinitos. Sobre esto volveremos mas adelante.

Teorema 16 Sea A Q. conexo Supongase que A ho tiene puntos

de acumulacion en Q . Entonces

a) A es un subespacio discreto de . Ademas, A es cerado en Q.

b) A es alo mas enumerable
Demostracion |Inmediata.

Teorema 1.7 Sca [« O(Q). acQ .Q conexo Supongase que f(a)=0,

pero gue /7 o- Entonces, existen w0y ge C(Q) tales que

m
f(z) - (z-a) gl(z), gla) 70

para todo = « 0. Ademds, g esta nnivocamente determinada por /.
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v existe wra vecindad ¢ de a en Q tal gue

¢(z) 70

nara todo z « U

Demosiracion. Sea (' una vecindad de « en O tal que /(z) # 0 para
todo z - U, = # a Tal vecindad existe, pues /~10) no puede tener
puntos de acumulacion en . Ademads, U puede suponerse lo suficiente-

mente pequena para que / admita en (el desarrollo

1) "

L / (ad) (z-a)

nl -

Ahora bien, si /")(s) - 0 paratodo » N ./ seria idénticamente nu -
la en Q. contrario a la hipotesis. Por lo tanto, debe existir p 0  tal

que ) 40 Sea
)

mo= min i _/(/')(u) S04,

Como fla) = 0. m->0. Comoen

f(z)

1
M2
-~
N
H
1Y
\'\
N
b —~—
-
-~
N
=
Ny
=

es claro que
f(z) = (z—(/)m ¢l(z)

donde L .
glz) = X . f(”)(a)(z——ﬂ)
n=m nf
es holomorfa en v. Como /f(z) ¥ 0 para z - U, z #a. es claro que g(2)

70 para z « U, z / a. Como ademds

gla) = L g0mleq)

m.
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necesariamente ¢(«) + ¢ Por lo tanto g(z) # 0 para todo z « v. Defi-
namos ahora

g(z) =
(z—a

para z ¢ U. Entonces es claro que ¢ « O(Q) satisface las condiciones
del enunciado. Finalmente, como - t{a! esun conjunto de unicidad de
Q . esclaro que g es Unica. Esto demuestra la proposicién.

Corolario. Sea ) conexo, /¢ O (Q). Entonces, si- /~L0) - LR |

’\1 AZ An
/(z)*»(z—al) (z-ﬂz) .. (z-a,) h(z)

donde ApeIN Ay -0, b e O(Q), h(z) #0 paratodo z < Q.
Nota Si Q esconexo, a « Q . y f-0(0Q), f#0, fta) = 0, entonces

f(z) (:—(/)/’g(z) . p >0,
con g(z) 70 en una vecindad de «. El menor valor de p que satisface
la anterior condicion se denomina el orden del cero que f tiene en a.

Es costumbre escribir  p < (f.a) . Esclaro que C(f.a) = 0 siy sélo

si fta) 70 Asuvez,si /a0 paratodo & - IN . escribiremos
C(f . a) =4

Teorema 18 (Teorema de la aplicacién abierta). Sea f« O(Q) y no

constante  Si Q es conexo, para todo abierto v de Q ., f(v) es

»
/

abierto en « . Es decir, 7:Q » ¢ es abierta.

Demosiracion Es suficiente demostrar que, paratodo « </, f(U) es

una vecindad de j(a) en ¢ . Sea w = f(a). Como / no es constanie
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y Q es conexo, debe existir + 0 talque B («)_ U y f(z) s u para

todo z¢ B (a), z 7a (sino, « seriaun punto de acumulacién de 4

/") . el cual seria un conjunto de unicidad de Q). Sea
S inf L i(z) ~w - S (a) { z| |z-a Ol
Z ¢ s'g_(a)

C -
Zntonces & - 0 (pues $_(a) es compacto). Podemos suponer que Bgla)

G f(U). Sea entonces b Bs(uw) tal que b ¢ /(t). La funcion

glz) = —ud ),
f(z)-b
y por las estimativas de Cauchy
s L g (o)l sup ig(Z) | sup 1 sup - B
fa)-b| 28 (a) eS8 fa) f(z)-h] = () [(z)=w]=lb-u
! B

= 5-lb-f(a) |

Esto demuestra que
2 b-f(w)| >0

y por lo tanto b -f(a) ¢ Bs ,(w). Hemos demostradc entonces que

Bé(u) noepue) -« H(3 '2(11).

y de ésto
By y(w)  f(U) U CBgluw .

Como 5 s ot
5 2(w) N (.15(11 1%}

Se deduce que



B ‘2(11') c fw),

0
y el teorema estda demostrado.

Nota En particular, f(Q) es abierto en « = El anterior teorema es ob-
viamente falso para las funciones I -derivables de  en IR . Tomese
por ejemplo

f(x) = 1}
0 ; | x| > 1

Entonces, jar) = 0. L1,

e

Teorema 19 (Principio del Méximo). Sea Q un abierto conexo de ¢ .

y sean f - ¢ (Q) , no constante, y

\ sup | f(z)
zic )

Entonces [/(z) -~ m varatodo z - Q.

Demostracién. La afirmacion es obvia si M = + ~ . Supongamos entonces
M~ +~. Sea U = By(0). Esclaro que /(Q)C U= By (0). pero co-

mo /(Q) es abierto, también f(Q) ¢ U = Esto demuestra el teorema.

Corolario 1. Sea () un abierto conexo y acotado de ¢ y sea /e O (Q),
la cual es continua sobre Q, tal que
| fla) | = sup | f(z) |,
z € () ‘

Entonces, si / no es constante, a < F (Q) = Q- Q. Por lo tanto

WA IE Q). (1.6)
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Demostracion. Notese en primer lugar que « existe, pues 0 es compac-

to. Ademis
Lf(2) fla)

para todo z < Q . Por lo tanto, « « 1',(Q). Como
| fla) | = 1|11 /1
I, Q) Q
el corolario estd demostrado.
Corolario 2. Sean Q un abierto conexode ¢ ./« C(Q). Si existe
a ¢ tal que |f(z) | < |f(a)| paratodo z «(Q , entonces / es cons-

tante.

Corolario 3. Sea Q un abierto conexo de ¢ = Entonces, para todo con-

junto compacto K C Q |

para toda /.« O (Q) . Si
| f(a) | | /] K
y a ¢ K . entonces [ es constante.

Nota. La relacién (1.6) del corolario 1 es falsa si Q no es acotado.

Ejemplo 1.1 Sea

Q=1 (ny | (x.y) eR?, yl<Zi,

Es facil ver que 1, (@) - 1(xy) | vy +a 2 1. Sea f(z) = ef

m

tonces



y por lo tanto

Es facil ver, sin embargo, que

lim | f(x) ]| =+ " x € IR,

X o0

y por lo tanto que

3

||fH§ = <k

2. Familias Normales .

El siguiente teorema es un resultado fundamental del andlisis complejo.

Definimos primero :

Definicion 21 Sea H _ «(Q, IR ). Una familia F ¢ H  se dice

m

normal en } si satisface una de las dos condiciones siguientes : (1) De

toda sucesion 1/,} . f se puede extraer una subsucesion i/nk( i/, 8

la cual converge hacia /< H  uniformemente en compactos de Q. (2)

Si 1/, t esuna sucesionen F tal que lim sup |f,(a) | =+~  para
n > oo
un punto @ - Q) . entonces lim sup | f(x)| =+ ~, para todo x € .
Nnro0

Teorema 2.1. (Montel) . Sea § ¢ © (Q) y supongase que para todo com-

pacto K C () existe una constante My~ 0 tal que

sup ||/l < Mg ) ‘ (2.1)
/e

 esnormal en  © (Q). Claramente, bajo las hipotesis

K

Entonces
del teorema, la condicion de normalidad (2) no puede darse. Por otra par-
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te, la condicion (2 1) es equivalente a la signiente : existe My~ 0
tal que |/ | - M, paratoda /- F : esdecir, ¥ es una fami -
lia uniformemente acotada en compactos o,simplemente, acotada para

la topologia Notese tambien ¢ue la condicion de normalidad (1)

T(‘ .
es equivalente a la afirmacion de que +  es relativamente compacta

en C(Q. R, ).

Demostracion del teorema 2.1. En efecto, si ¥ es uniformemente aco-
tada en compactos, demostraremos que f es continua. Para ver ésto ,
sea a ¢ Q. Entonces, para todo z ¢ U, U es una vecindad convexa de

a, ytoda - F
f(z) = f(a) = [ [*(1) dt,
[)

donde p - [a.z1. Se tieneentonces (p= Imp ).

Hz) = fla) | ~ sup | ["(1) [ | di
tep P

o seaq,
| f(z) - fta) | < sup | [*(1) | |z-a]|

1€p
y esto, para toda /e f . Pero, si suponemos que U =B, (a) y nque

B,(a)C Q, tomando s > r tal que Bg(a) C Q.

[ fr() | < —)»-1- | L) | du < M - M;

{u-t| - S -

4

cgla)
donde M > 0 ‘es tal que

sup | f(z) | < M
]z—ﬂlf—s'

para toda /¢ § . Sidamos #> 0 y tomamos
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0.6 < min | *:M's , r

se tiene entonces
;/V(Z) = /(ﬂ) 'S '€

para todo /- f y todo z tal que |z-a| <& . locual prueba la equicon-
tinuidad de ¢ . Por otra parte, es claro que para todo z < existe

M, -0 tal que

sup | f(z)| < M
s *

Las condiciones del teorema de Ascoli-Arzeld estdn entonces dadas. Es-

to demuestra el teorema.
Ejercicios

1. Demuestre que las siguientes series tienen radio de convergencia 1 :

G ov n o0 _n
N W > 2 hS =
n=o n=1 " n=1 ”2

Demuestre que la primera diverge en todo punto de §,(0) = {z||z| - 1|
que la segunda converge en §,;(0) -{ 1} .y que la tercera converge en

S[(())

2. Demuestre que ¥ :” no converge uniformemente en B ;(0) .
n ]

oo
. ‘ s / n+ I :
3. Demuestre que la serie s (=D . converge uniformemente en
q g
n

n=1 (nil1)f 2
B,(0), mientras que la serie derivada 21 Z;I.) no converge unifor -
n-

memente en B I((” y

T noo . , /
4.Si > a,(z-a) tiene radio de convergencia p 0. cudl es el ra -
7”0

dio de convergencia de las series
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i 2n >~ n oa 5 ”

N ¥ 3 Z

2 a,(z-a) . 3 a,(z-a) > a,” (z-a) E
n- o n-o ° n=o0

5. Cual es el desarrollo de Taylor, en la vecindad de « 0. de A=) ¢

Cual es su radio de convergencia ? Cudl el desarrollo de Taylor de

"
f(z) =~ (1 v z) ., w>0_ »necN

alrededor de z =07 Cudl es su radio de convergencia ? Cudl el desa -

rrollo de
fiz) = (La2)  iz| <1 .n<0 met,
en la vecindad de z =0
6. Sea f: IR - IR definida por
— - ,I —
f(x) ¢ 1| x} I x| <1
f(x) 0 , vl

Sea ¢: R . R definida por (/) denota a la IR -derivada de orden »
de f):

gx) = X Ly o)

n=o n'
Qué es g7 Calcule A = tx|glx) = jix) 1. Que se puede decir del

desarrollo de Taylor de una funcion 7:Q + R . Q abiertoen R, lo

cual admita R -derivadas de cualquier orden ?

7. Una funcién f: Q » ¢ , Q abiertoen ¢ 6 IR . se dice IR-analitica
(analitica real), si para todo punto a < 1 existen una vecindad abier -

ta U de a=(a;.a,) en Q yuna serie de potencias
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0o ny n5
(\‘-al) (_\’—(Iz) a_ e C, )12=0 si C IR,

a y
n. =0 "172 7 “n

U7:O
la cual converge a / en todo punto & € U. Demuestre que la serie
Sy (x.y) converge uniforme y absoluiamente en todo compacto & de v
Demuestre que si Q C IR .

k), - % / ! amid ( L 33
/ il = n%k ?71:”;5! “n (x-a) ' f”)(a) =nla,

para todo x ¢ U y que la convergencia es uniforme en compactos de U.
Demuestre ademas que la serie X a, (z-a)" converge a [ en (a-d, a+
d) , donde d= d(a, CQ ), y que la convergencia es absoluta y unifor -
me en compactos de dicho conjunto. Sea A ¢ Q. Demuestre que si A
tiene un punto de acumulacion en @, que si f| A=0, y que si Q es
conexo, / 0 en Q. Suponga que /:Q - IR . Qué se puede decir de
los a, 7 Es / una aplicacion abierta de Q en R cuando / no es
constante ? Vale el principio del maximo ? Qué acerca del teorema de

Montel ? Demuestre que si /:Q - C es IR-analitica, Q abierto en
IR . existen un abierto Q' de ¢ y una funcién C-analitica 7:Q" » C,
tales que

QnNr = Q,

119 = f.
Sea /- (O (Bg(0)), y supéngase que

f(x) ¢ IR
para todo x ¢ (- R, k). Demuestre que los coeficientes de Taylor de /

en a« 0 son todos realesy que

f(z) - f(z) ; chR(O),



10.

1.

13.

Concluya que si = <« Bp(0) y f(z) = 0. también f(z)=0 Si ademds
f(ix) € iIR para todo «xe(-R,R), demuestre que
f(-2) = - f(z)

para todo z € B, (9)

Sean e @ (), a <Q, R>0 tales que

. = n
f(z) = X a,(z-a) , z€Bp(a).

n=0
Demuestre que para todo 0 < r< R,

)
AT N
—= aire =2 |a r
27 o’ | | n=0 ' n!

Sea f < @ (C) y suponga que existen M0, A - 0, tales que

A
[ f(2) ]| < M(L+|z] )

para todo z ¢ C. Demuestre que / es un polinomio de grado » ~[Al=

mayor numero natural < A

.

Sea /¢ ¢ (¢) Demuestre que si |/, - I entonces / es constante.

Sea /¢ (C). Demuesire que si Ref es constante, / es constante.
Que si Imfes constante, f es consiante. Que si Ref— 0, § es

constante. Que si Imf- 0,/ es constante. Si Iwf(z) ~0 para todo
ze €, [ es constante. Si Ref(z) #0 paratodo z+« C , f escons-

tante.

Sea O un abierto conexo de € y sea ac Q. Suponga que existe

€0 con B.(a)C_ ), ytalqueso p=c.(a) entonces
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4.

15.

16.

7.

284

(z)
( '*/*(“~ dz = 0 n o IN .
P (z-a)

Demuestre que f(z) = 0 para todo z« Q.

Sea O un abierto conexode ¢ .Sea f C(Q), f#0, Z=1z|f(z) OL
(i) Demuestre que Z no tiene puntos de acumulacion en Q.
(i) Si K es un subconjunto compactode . k NZ es finito.

(iii) Z es a lo mas enumerable.

Sea f: IR » IR definida por

f(x) = ¢ - , |x| <1,

f(x) - 0 ; fxj> 1.

(n)
/

Demuestre que para todo »+ IN y todo ~ - IR . (x) existe. De-

muestre que / no puede ser IR-analitica.

Sea t/-B,(0).y suponga que f.g ¢ O (U) yque f(z) 70, g(z) 70

para todo z - U. Demuestre que si

, (1/n) - & (1/n)
/ &
para » - 1.2,3...., entonces existe una constante ¢« C tal que

f(z) = cg(z)

para todo z < U

Supéngase que [+ O (U). U~ Bu(0), esta dada por

= n
f(z) = 2 a, z s z e U
”=0



18.

19.

20.

Sea il k

’,(Z) kz() ﬂk z
Sio<r R, ysi| z, < r. demuestre que
. 2 ¢ nil w1
§.4(z.) J». [ 12 (27 ' -2," "7 4,
2771 p Z”; 1 zZ - z()

donde p - ¢, (0) .

Sea /- C(Q). 6¢Q . ysupéngase que Bj(0) C Q.

Demuestre que

(=25 ) - 1 g Ty
- iz | z )=-"- | f(z -2 z,
9 o 271 Z2-2Z
(o] 0
donde y ¢ ,0). Concluya que
27
’) .
L o ] o0,
(I-lz | |f(z,)]< o f(e ) db,

]

Sea /¢ C (), y supéngase que 0€Q . iiRI(O) €, BRZ(O)" .§ 2

Sea p g ,(0). y supdngase que

o0 o0

‘ ” X

f(z) = % a,z", gz) = 2 b,z
n-o n- o0

la primera para = BRI(()), la segunda para =z - B (0). Demuestre
que

ALY gl g—(')t/z S a b

27 i z

g
para |z | < R; R,

Sea f¢ O(Q). Bajo qué condiciones puede /| tener un minimo

localen Q ?.
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21.

22.

23.

24.

7 i

286

Sea ) un abierto conexo y acotado de ¢ . Sea i/, _ C(Q), tal que

f,1 Q@ « Q) paratodo #-1. Supéngase que f,> < C(Q) . unifor-

memente en I (Q) , puntualmente en Q . Oemuestre que /, -/ uni-

formemente en compactos de Q0 y que /< O(Q) .

Supéngase que () es un conjunto abierto, conexo y acotado, que

f« Q). yque

lim sup. | )(;'l) ‘ M.

§ =
n->00

para toda sucesion 7, Q. z,>z2¢F(Q) . Demuestre que

sup | f(z)] < M.

z ¢ )
Sea ) un abierto conexode ¢ . D B (a)_ Q. Supéngase que /
es no constante y que / es constanteen [ (D). De_muestre que
/ se anula en al menos un punto de . Demuestre ademds que exis-

te z ¢ D tal que

n

’,/(zo~ (z~zo) )

14 2

n

es analitica en una vecindad de =

0

Sea /, < O(Q) la cual converge hacia /: Q »~ ¢ en todo punto =« Q.
Demuestre que existe un subconjunto abierto Q*C Q, densoen Q.
tal que f+ ¢ (©*). (Indicacién : use el teorema de Baire para demos-
trar que si ¢ - sup|/,|. para toda bola BC Q. existe B'C B tal

que /| B’ es acotada en B’).

Sea f« Q). Demuestre que /, = Re(/) y f,= Img(/) son IR-ana-



26.

Ifticas.

Sea /:Q » IR arménica. Demuestre que / es IR-analitica.

Sea f:Q . ¢ aménica. Demuestre que / es IR-analitica.

Sea 1a,! una sucesion de nomeros reales. Se define el limite infe -

rior de a, por

lim infa - ;
/ g Tosup inf ay
"o o ne N k>n

Sea -~ < a< o~ . Demuestre que

a = lim infa,
n »o00

si y sélo si existe una subsucesion G de a, tal que

lim a, =a
ko~ k
)

y que ningin b<a cumpla esta condicion. Suponga ahora que - IR.

Demuestre que a=lim infa, siy solo si

n 00
(i) Para todo > 0 existe »e¢ N tal que a, > a-c para todo
m> n

(ii) Para todo € >0 y todo » <IN existe m_n tal que

a < a+f
m
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