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DECIMO PROBLEMA DE HILBERT (*)

XAVIER CAICEDO FERRER

1. Introduce ion.

Ciertos problemas de las maternaticas han sido fruct iferos para su desarrollo,

en el sentido de que los intentos para resolverlos han conducido a nuevas teorias

y a un anali s is mas refin ado y profundo de los conceptos de que e I problema tra-

tao Este criterio se aplica a varios de los problemas que pre sento David Hilbert,

en el Segundo Congreso Internaci onal de Maternaticas que se ce lebro en Par is .en

1900. EI dec imo en la famosa lista era el siguiente : encontrar un algoritmo para

decidir de cualquier ecuac ion diofanti ca en un ruirnero arbitrario de variables si

e sta tiene soluciones enteras 0 no.

Un al gor itmo es un metodo cuya ejecuc ion consiste en la apl icac ion, pas a

paso, de ciertas reglas especificadas a priori. Estas reglas deben determinar el

resultado final completamente: Las operaciones bas icas de la aritmetica : surnar ,

re star, multiplicar, dividir son algoritmos. Los calculos que un piloto de navio

ejecuta para determinar su posicion geografica se pueden considerar como un al-

goritmo. Un programs de computador es un algoritmo. Es claro que el concepto va

mas alla de sus aplicaciones nurner icas. La palabra algoritmo viene del nombre

(*) C:onferencia p re s ent ad a por el a ut.or en el V Eol o qui o Co lo rnb ian o de Mat em a t ic a s ; Medellin, 1975.
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del matematico arabe Al-Kwari zrni (siglo IX) en cuyos escritos aparecen muchos

de los metodos que aiin usamos hoy dia en algebra y aritmetica(l).

Una ecuacion diofantica (2) en las variables x]' ... , xk es una ecuacion que

se puede escribir en la forma

en donde P(x1, ... , xk) es un polinomio con coeficientes enteros. Un ejemplo

muy sencillo seria una ec uac ion de segundo grado, como x2_ 7x + 12 = 0, cuya

solucion se aprende en la escuela secundaria (x = 3 0 x = 4 son soluciones ) .

En cambio la ecuac ion : x2_ y3x + 17 = 0 no s eri a diofant ic a pues tiene un coe-

ficiente que no es entero. En general, una ecuac ion diofant ic a puede tener mas

de una variable, por ejemplo

Una solucion de enteros de esta ecuac ion seria xl = -1 r x2 = 1, x3 = - 2. Sin

embargo, no toda e cuac ion diofantica tiene soluciones enter as. La ecuacion :

x2 -2x -1 = 0 tiene por iinic as soluciones los rnimeros 1 + v12, 1 - -/2, ningu-

no de los cuales es en tero .

Hilbert no pe dia un metoda para encon trar las soluciones de una ecuac ion

diofanti a, sino algo mas simple, un metoda para decidir si estas soluciones

ex isten 0 no. La solucion a este problema, obtenida 70 afios despues, se basa

en resultados combinados de Teoria de Niimeros y Logica Maternatica. En parti-

cular, requir io una definicion precisa del concepto de algoritmo. Los trabajos de

Kurt Gode l, Martin Davis y Julia Robinson (entre otros) prepararon el camino

para que el matematico rus o Yuri V. Matijasevich diera el ultimo paso en la so-

lucian del problema en 1970 (tenia 22 afios). La solucion es muy sencilla: no

hay tal algoritmo, el decimo problema de Hilbert es insoluble [5J . Este resul-

(1) F:l rn isruo o r ig e n tien e In p a l a hr a uguarisfllo" que u s amo s corno sinoni m o de "t ci Ir a'".

(2) De [Ii o l an to de Alejalldl'ia, ma te m a ti co g ri e g o que e s t ud io d ic h a s e c u ac io n e s {s ig l o III).
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tad> tiene implicaciones practicas porque nos dice, por ejernplo, que dentro de

la concepcion actual de los computadores electronicos, es imposible programar

uno de estes para que dada una ecuac ion diofantina (0 la Iista de sus coeficien -

tes) decida si e sta tiene soluciones enteras .. Por otra parte es un ejernplo esplen-

dido de las limitaciones y el poder de las maternaticas : por una parte se dernues-

tra que el problema no se puede resolver por medio de ciertos metodos maternati -

cos; por otra, esta dernostracion se hace usando metodos matematicos ! Tratare-

mos de describir en estas notas como se llego a dicho descubrimiento, y algunas

de sus consecuencias mas interesantes.

2. Algoritmos.

Es posible dar un algoritmo para decidir si una ecuacion diofant ica lineal, es

decir una de la forma:

a x +ax +"'+ax +a =01 1 2 2 n n n+l

en donde a1, ... r a ,-a +1 son enteros , t iene soluciones enteras. El a lgoritrnon n
se bas a en el siguiente teorerna elemental de la Teoria de Niimeros. Usamos

M(a1 •..•• an) para denotar el maximo comtin divisor de los mimeros "t->:'> an'

La nota cion n 1m significa n divide am.

Teorema. La ecuacion diofantic a a 1xl + ... + an xn + an +1 = 0 tiene solu -

cion si y solarnente si M(a1, .•. , an) I an+1 (Vea [3J 0 [9J ).

EI algoritmd de decision consiste en los siguientes pasos que terrninan en un

resultado F al cual podemos dar el valor 1 (hay soluciones enteras) 0 0 (no las

hay).

A. Calcule b = M(a 1"'" an)

B.Si b\an+l.F=J. Si bfan+l.F=O.

EI calculo de M(a1, ... ,an) se puede realizar repitiendo varias veces la opera-

cion de tornar el maximo cormin divisor de dos ruimeros, pues :
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etc.

M(x,y) se calcula, a su vez, por medio de un algoritmo famoso, el Algoritmo

de Euc1ides, que no es mas que la repe tic ion iterada del algoritmo de division [9J.

La ver ificacion de si un ruirnero a divide 0 no a un mirnero b se puede reducir

tambie n al algoritmo de division, pues :

a I b <=,;;. Residua de b -;-a es O.

Si l l arnamos R(x/y) al residuo de dividir x por y e introducimos la funcion lt x)

tal que 1(0) = 1, lex) = a si x -I 0, vemos que el algoritmo para decidir la solu-

bilidad de las ecuaciones diofantinas lineales se reduce a una fun cion de sus coe-

ficientes

El ejemplo anterior ilustra dos hechos muy importantes : algoritmos son fun-

ciones (0 metodos para calcular funciones) aiin en el caso de a lgoritrno de deci-
"'sian; y el calculo de un algoritmo se puede reducir a la apl icac ion repetida de

ciertas funciones bas icas (R(x/y), It x) serian suficientes en el ejemplo anterior)

de acuerdo con ciertas instrucciones. Sin embargo debe hacerse una observac ion

esencial: algoritmos son funciones parciales es decir, no necesariamente defi -

nidas en todas partes. Esto se debe a que los calcu los de un algoritmo pueden ser

interminables. Con sidere por ejemplo, el algoritmo para obtener la raiz cuadrada

de un rnimero pos it ivo, Veremos que en general no es posibledecidir de antemano

si un algoritmo termina 0 no al aplicarlo a cierto dato.

Podria argumentarse que el ejemplo anterior es un algoritmo maternatico, re -

ducible a calculos nurner icos y por tanto no puede ilustrar el concepto mas gene-

ral de algoritmo como un proceso efectivamenterealizable, independiente de todo

ca lculo nurneri co. El hecho es que todo algoritmo es equivalente a uno que actua

sobre mimeros. iCual e s, en general, el dominio de apl icac ion de un algoritmo ?
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Intuiti vamente, los objetos a que se aplica un algoritmo son configuraciones fini-

tas de ciertos objetos bas icos, ya sea perforaciones en una tarj eta como en los

algoritmos calculados por los computadores el ectron.icos , 0 sucesiones de s irnbo-

los como en el algoritmo de Euclides. Las sucesiones de simbolo s sobre las que

este ultimo actiia son las expresiones decimales de los mimeros , es decir, suce -

siones finitas de simbolos tornados del alfabeto

{o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 }

en las cuales 0 no aparece como sirnbolo inicial. Un algoritmo para decidir la

solubilidad de las ecuacione s diofanticas tambien actuari a esencialmente sobre

sucesiones de sirnbolo s, pues aun cuando la ecuac ion

es una configur ac ion bidimensional, podemos introducir sirnbolos t, -.I- y escri -

bir :

I25x~ It 2 - IOx~ 3 i 9xili 3xj.2- 7 = 0,

Los nuevos simbo los indican sin ambiguedad los subindices y los exponentes de

las variables. El alfabeto en este caso seria

{o, 1,2,3,4,5,6,7,8, 9,x,t,l, + }

Lo que se ha dicho sobre el dominio de un algoritmo vale para su codominio,

es decir, los objetos que resultan cuando este t errnina, la expr es ion decimal de

un nurnero en el caso del algoritmo de decision. No es dif'icil ver lque toda confi-

guracion fin ita se puede "linealizar" es decir, codificar como una sucesion de

s imbolos, posiblemente con la ayuda de s imbolcs adicionales. Podemos supon er ,

pues, que todo algoritmo actiia en un espacio constituido por suces iones finitas

de simbolos de un alfabeto finito. Aun si el alfa bet o fuera infinito: {51,52,53"'}

10 podri amos identificar con las sucesiones {51,s II, 5111, ... } reduciendolo

al alfabeto {5, 1 } .
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Dado A = {SO"," Sn} , podemos identificar el simbolo si con el rnirnero

natural i. De esta rn an era, toda suce sion de simbolos si si ... si puede iden-
12k

tificarse con la n-tupla de rnimeros (i1 ,i2, .... ik)" es decir, con un elemento

del conjunto

L _{ } k+L k .en donde IN -IN - 0,1,2,3,... Y IN - IN x N

Por o tra parte, c on s idere la suces ion creciente de los mirnero s primos: p 1 ,P2' P3'

La fun cion g: IN * -, IN definida por

11 t ' I
g in L: ... , nk) = (p I

es una biyeccion. La descornpo sicion de to do natural mayor que I en factores

primos garantiza que sea sobreyecti va .. La unicidad de la descornpo sicion implica

que es inyectiva. Cada k-tupla queda codificada por un ruimero natural, y hay al-

goritmos obvios para ir de una k-tupla a su codigo y vieeversa. Esto signifiea que

sin pe rdida de general idad podriarnos reducirnos a estudiar algoritmos de IN en

lN, Por razones tecn icas es mas con ven iente co ns iderar algoritmos de IN,I;; en N

(k= 1,2,3, .. ,). Estos algoritmos se l lam an [nu c ion es re c urs iua s y se def'inen de

una man era prec is a en la seccion siguiente.

3. Func iones rec urs ivas.

Definicion.
k

Una func ion f: IN ~ IN es reeursiva si consi ste de una de las

funciones basicas :

O(X) = 0

SeX) = x + 1

(n=1,2, ..... 1 ~ i ~ n)

o se puede obten er de otras funciones rec ur si vas ya definidas par una de las re-

glas siguientes :
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recursivas, tarnbien 10 es

II. Recurrencia. Si g(xI, ... , xk) Y h(xI •... ,xk' z , tu ) son-recur s ivas asi 10

es la func ion f definida por

III. Minimi zacion. Si g(x1, .... x k, y) es recursi va y para todo x I' ... ,X k exi s-

te y tal que g(x1 •... , xk ,y) = 0 entonces tarnbien es recursiva

f.l y significa ",el rninimo natural y tal que .. , "

Definicion. Si g(x1 •...• xk:y) es recur siva, la funcion parcial

definida sola mente para aquellos x I' ...• x k tales que existe y con g(x 1" .. ,

xk .y) = 0, es una funcion re c urs iua 'parcial.

Las funciones bas icas son trivialmente calculables y las reglas I, II. III se

pueden cons iderar como instrucciones para calcular nuevas funciones. En parti -

cular , la regIa III pide ca lcular consecutivamente los valores g (t'. O).g(x, 1), ..
~' .

(x denota Ia k-tup la x I' ...• xk·J) hasta obten er la pnme ra n tal que

g(:-.n) = o. y hac e r f(;) = n,. si tal n no existe el ca lc ulo no t errn in a y

la fun c ion queda indefinida en x. En e s te caso f no es recursiva sino par-

cial.
Ejempl05.

i) x +y se define tornando g(x) = p/(x) x , h(x,z,w) = S(Pj(x,z.w) ) S( to )

7



(re gla I) y aplicando Ia regIa II :

x + 0 = g(x) = x

x +S(y) = h(x,y, (x+y)) Sex +y)

Sim il arrnente para Ia mult ipl icacion

x.I) = 0

x, S(y) = x + x ; Y

ii) Cada funcion con stante Cn(x) = n es recursiva pues CJx) = O(x) y CI/x)=

5(5( ... Sex) ... )) 11 veces, para n > O.

x-y
iii) La resta truncada: x":'-y = {

o
si

si x < Y
se define:

h(O) = 0
(A) {

h(S(x)) = x

x.:-. 0 = X

( B) {
x =-S(y) = h(x.:.. y)

iv) La func ion !x-y 1= (x.:.y) +(y"-x) es tal que Ix-y I =o<~ x= y.

v) ltx ) = jJ ):(1 x.y-x I) =() es tal que [(0) =0, lex) = ] si xlo.

vi) Si P(x1, ... , xk) es un polinomio con coeficientes enteros (inc1uyendo ne ga-.

tivos) entonces

en donde PI y P2 solo tienen coeficientes no negativos. Es claro que PlY

P2 determinan funciones recursivas de INk en IN y por 10 tanto

Ip(x1,···.xk !=lp1(.\/.···,xk)-P2(x1.···,xk) I
P(x/ •.... xk)2~·lp(~/,·····\k)llp(xl' ... 'Xk)

son func iories recursi vas.
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Las razones para identificar las funciones calculables de N con las funciones

re curs ivas se basan en el hecho de que todos los intentos para definir la nocion

de algoritmo (Post, Turing, Godel , Church, Markov) han llevado siempre al mismo

conjunto de funcione s, las funciones recursivas totales 0 parciales arriba def'in i-

das. La afirmac ion de que toda funcion calculable es r ecurs iva se conoce con el

nombre de Tes is de Chruch.

Si introducimos el simbolo RC y usamos la notacion f(t; = RCrg(t), h(t7z,w))

para indicar que I se ha definido recursrvamente de g y b, de acuerdo con II, es

claro que toda funcion recursiva estara representada por una suce s ion finita que

contiene los simbolos "0", "S", "RC"!, "pr: "fJ- n", variables y parentes is: la

cual indica como ha sido definidaa partir de las funciones has icas. Por ejernp lo:

1 3
x +y = RC(Pl (x), S(P3 (x, z , w))).

Esto significa que podremos codificar toda la informacion sobre I por medio de

una suces ion fin ita de simbolos, y por 110 tanto por un solo numero, de la manera

explicada en la seccion 2. Esto muestra, en primer Iugar, que solo hay enumera -

bles func iones recursivas. Ademas, para cada k':::' 1 se puede construir una fun-

cion recursiva V k(x) tal que

{

lsi n codifica una funcion de
V ken) =

o en caso con trario.

k variables

En caso que III codifique la funcion 1(";) de las variables:-=(xl,··· ,xk)'

n I contiene informacion suficiente para calcular I(x) paso a paso. Podemos ima-

ginar cada paso como la apl icacion de una funcion bas ica a valores ya obtenidos,

o la comprobacion que un valor ya obtenido es igual a cero. En to do caso, si su-

ponernos que la suces ion de valores calculados hasta el paso m se codifica como

un solo mimero, es posible definir una func ion recursiva Bk(y,w,t") tal que para

cualquier funcion recursive I, de k var iables .mimero m y argumentos x, tenernos

que si 711codifica a I entonces

Bk(71/,m,x) = codigo

(Valores obtenidoshasta el paso m en el calculo de let)) (Ve ase [1]).
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Obviarnente, la funcion / da un resultado para x si y sol amente si el algoritmo

se detiene en cierto paso k, es dec ir, deja de calcular nuevos valores y por tanto

Hay una func ion recursi va C que extrae el ultimo valor de la suces ion codificada
, _2 1 B Epor un numero. Por ejemplo , si n-p 1 P2 ... Pk - 2 tenemos Ctn) = 7. nton-

ces la func ion:

es tal que

A(n /' ~) = /(~) .

A es una funcion recursiva universal tal que dado el codigo n/ de / y algun da-

to X', calcula j(x), 0 queda indefinida si j(t} no esta definido.

4. Conjuntos recursivamente enumerables, Decidibles, Diofantinos.

Definicion. Un conjunto 5 de N es recursivamente enumerable (R.E.) s i

5 = ¢ 0 existe una func ion recursiva [: IN ~ 5 sobreyectiva.

Observe que / debe ser total, es decir, definida en todo IN. Podemos consi -

derar a / como una forma de enumerar 0 gen erar los elementos de 5

/(0). /(1), /(2), ...

No todo subeonjunto de N es R. E. , puesto que hay enumerables funciones re-

cursivas y N tiene una cantidad no enumerable de subconjuntos (teorerna de Can-

tor). Suponga que 5 se puede generar por medio de una funcion de mas de una va-

riable /: N k ~ 5, entonces 5 es R. E .. Para ver esto considere las siguientes

funciones :
s,! N ~ N

t
i = 1,2,3, ... , k .•
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gi (II) = (exponente del prirno Pi en la de sc ompos icion de II) (11 -, 0) . Se puede

demostrar que e st as funciones son recursi vas. Por 10 tanto b: N . IN en donde

h(1I) = tte 1 (II) , ... , gk (II)) es recur si va, y enumera as, puesto que la corres-

pondencia

es sobreyecti va.

Definicion. Un subconjunto S de IN se llama diofantico s i es una pmyec-

cion del conjunto sol ucion de una ecuac iori diofantina, es decir existe un polino-

mio con coeficien tes e nteros Pi v I' ... , Yk ' x) tal que

S II , )' I····· ] Yk (P(Yl"'" )'k' II) 0) ,

Observe que la exi stenc ia de sol uc ione s en teras v 1 ' .... )' k par a un pol in orn io

Q(\, I ' ... , .\'k) es eq uivalente a Ia ex is tencia de soluciones natura les para uno

de los po linornios Q(i . ."), ... , ± Yk) que res ultan de an tepone r signos rie gati

vos a algunas de las variables. Por tanto s i definimos

Q·(vl'····yk)

en donde (s i' ... , S k) recorre todas las posibles s uces iories de ,I, - I, ten-

dre rno s que

Esto significa, en primer lugar, que el problema de Hilbert se puede reducir al de

la ex istenc ia de soluc ione s naturales. Aderna s, todo conjun to diofant ico tom a la

forma

Por 10 tanto, to do c on iunto diofantico es R.E r pues e s generado por la [un c ion
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en donde 0 es algiin elemento fijo de S. Una func ion I(X; es diofant ic a si su

grafico es la proyec cion del conjunto sol ucion de una ecu acion diofanti ca ; por

las mismas razones anteriores tenerno s :

m=I(1I)<=> ]Yi?::O"']Yk> 0(P(Yj' ...• )'k.1I.m) 0)

Por 10 tan to, I es rec urs iva, pues

Defin ie ien. Un subconjunto S de N es de-e+c;frd'ie si existe una func ion recur-

siva I:S ~ IN tal que 1(11) = j si 11 E s. /(11) = ° si 1l r/ S. (Es decir, la

fun cion caracteristica de S es recursiva).

T eorema A. Todo conjunto decidible es R. E.

Demostraciono Si S ~ (/ no hay nada que demostrar. Sea S l' cf y sea

I: S -'IN su fun cion caracteristica. Como I es recursiva podemos definir una

Iuncion recurs-iva g:

g(O) k(/(k) = 1)

r' si / (II 1 1)

g(,11 1) (1)

gin) si / (ti 1 1) 0

Entonces, g(O) c S y si II t S. g(lI) =/1 de modo que g genera todos los ele-

mentos de S; Ademas, suponga, par h ipotes is de induce ion que gt») c: So Si

111 j r S entonces g in I 1) = 11 I 1 ( S .. si 11'1 j ./ S entonces g(1I I J) = g(II)c.50

Esto demuestra que g solo genera elementos de S. Observe que (1) en la defini-

cion de g se puede expresar

g(1I1 I)' (II I I). /(11 I I) I g(II). (I.:.. /(11 I 1))
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E] reciproco de este resultado no es cierto.

Teorema B. Existen conjuntos R.E. que no son decidibles.

Demostracion. Sean V I (x] y B I (x, ui.v ) las funciones recursivas definidas

en la s eccion anterior. Dado un mimero natural n que codifica cierta func ion /

Harne [nJ a t. Defina

S = {nlll codifica una funcion de una variable y [nJ esta definida en n}.

Obviarnente,

S es R. E. pues esta generado por la siguiente func ion recursiva de dos variables

g(n,k)

J 11 si VI(n) = I Y IBI(n,k+I,n) - BI(n,k,n) I = 0

l';si 1.8 I in.]: + lin} - B I (n,k,n) 11 ()

io es el cod igo de cua lquier funcion recurs iva total de' una variable ( 1) Perc S

no es decidible. De 10 contrario, la siguiente funcion seria recursi va

hen)
si n (S

(n) + I si n E S

Pues,
bin} = (A I (ri.n) + 1) . len)

en donde A I( x, y) es la funcion universal definida en 1a seccion anterior y lex)

es la funcion caracteri stoca de S. Entonces b = [liJ para algun r. Como h

e s total por definicion, est ari a definida en todas partes, en particular en P, asi que

f E S Y

(l) g e s e xp l ic it a m en te definible de VI y B por l a formula g(n,k)=n. V I(n),( 1"'[I3(n.k+ l.n)-I3(n.k.n) I)
+ i.( 1 ....( 1 .. 1 B(n.k+-I,n) - l3(n.k,n) I))

o
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[e] (P) h(1) [ r l (p) + 1. Contradiccion.

5. Defi n icicin Aritmetica de Ias F unc iones Recursivas.

Una formula aritmetico es una formada por medic de los conectivos lcgicos ,

., ,v ,A ,"'*', <=>,3, V, a partir de formulas atorn icas de la forma T] = ~ :
en donde T] y T2 son term tnos construidos de los simbolos de operacion "+"~

"." aplicados a las variables y a las constan tes 0, l . Si identificamos e 1 ter-

mino ((1 + 1) + l ) + ... + 1) que con tiene n "unos" con el numeral n, podemos

suponer que e l lenguaje contiene tam bien sirnbolos para todos los naturales. Las

relaciones elementales de las ari trneti ca son expresables por formulas aritme ti -

cas si suponernos que las variables solo denotan rnimeros naturales:

x ~ y <.=> 3 z (x +z = y)

x < y <==>]z(x+z v L = y)

"x es primo" <=>'Vz \;jw(x = Zll!~Z =] '1/ Z = x)

y == x (mod z) <=>3k(y= kz + xV x = kz + y)

Notese que un-a ecuacion polinomial

P( \. . ) - 0. I' ... , .\k - (1)

es expresable en esta forma, aiin si tiene coeficientes negativos, pues es equiva-

lente a una ecuacion :

(2)

en donde p] y P 2 solo ti enen coeficientes no negativos. Usaremos ecuaciones

del tipo (1) como abreviaciones de ecuaciones del tipo (2).

Dado un subconjunto S de IN se dice que es aritme t i ce 0 definible en 10

ori tme ti co si existe una formula aritmet ica q)(d tal que
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s = {11 I cp (11)} cuando las variables de cp varian en N.

k
Por ejernplo , el conjunto de los ruimeros primos. Una funcion f: IN ~ IN se dice

ar itmet ica si su grafica es definible en la ar itrne t ica, es decir,

para alguna formula cp . Todo conjunto y Iuncion diofanticos son obviarne nte arit-

meticcs. Las funciones /( x.v) = x + y, g (x,y) = x. y se definen por las forrnu -

las "x+y = z", "x.y = z" respectivamente. (Podemos decir que la fun cion

/(x,y) = xY es ar itrnetica ? 0 la funcion [i x) = x l ? Esta no es una pregunta

trivial. La definicion intuitiva.

_ k < >m-n = m=l1.n ... l1
~

k veces

no da una formula val ida para todo m,n,!:', sino una formula diferente para cad a

valor de k,esdecir, la familia de formulas "y=x", y=x.x", "y=x.x.x" que

definen las funciones de una variable

Otras funciones, aparenternente mas complicadas tienen una definicion ari trnet ica

muy clara; por ejemplo j(x) = "min irno nurnero primo mayor que x".

m=/(n) < > 't m es prim o" 1\ 11< TIl ,,\Jz("z es primo"A n<z=>m < z)

La funcion /(x,y) = xY es, sin embargo, recur siva y demostraremos que toda fun-

cion recursiva es definible en la aritmetica. La formula que define xY en termi-

nos de "+", "." , y los conecti vos lcgicos se pod ria obtener anali zando 1<1

prueba del siguien e teorema.

T eorema C. Toda funcion recursiva es definible por medio de una formula

ar itrnet ica.
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Demostracion. Induce ion en Ia complejidad de la definicion de la func ion re -

cursiva. La complejidad se mide par el rnim ero de veces que se han aplicado las

reglas de forma cion I, II, III a las funciones basicas. Para las funciones bas icas

tenerno s :

y = () (x) ~> x = x /I y ()

y = S(x) <~ y = x + 1

x·t

RegIa I.

Supongamos que el t e or ern a es cierto para las funciones b(zl"'" zk)' gl (.0 .
. . . . gk (0 Y b es definida por compos ic ion

Entonces ,

{
y=h(zl,···,zk)

1\ zIg J (~)

substituyendo "y = ht z J .. , .. zk) ", "z J = g I (~)" etc., por sus definiciones

ar itmet icas , obtenernos una definicion ar itrnet ica para y = /(X)

Regia III.

Sea /(x) definida de la funcion b (.~y) por

KY; = J-L y (h(t, v! = ()

en donde "z = h(.-;;y)" es aritrne t ica.

~ ..
Entonces y = /1-':) <=" bt x .y) = () AVZ' Y (., h(;,z) = 0)).

Hemos dejado la regia de recurrencia para el final por que esta es la que ofrece
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mayor dificultad.

RegIa II.

Sea j(t, y) defin ida de la funcion g (~) y la i terada h rt, z, w)' por

{
!~,0) = g(x)

f(j;y + 1) = h (t,y !('t,y) )

en deride g(x) y !(j;z,w) son ar itrne ticas. Obviamente tenemos :

a 1 = g(x)

l\a2 = h(t, I,aI)

A "s hex, 2, a2)
(A)

Desgraciadamente, esta no es una formula que pueda definir b , pue s 1a formula

depende del argumento 17, En particular el mimero de cuantificadores depende de

17. (. Sera posible encontrar una formula equi valente a (A) en don de aparezca n

como valor de una variable y no afecte la estructura de la formula? La respuesta

es que si es posible.

Godel descubrio una rnanera de generar todas las sucesiones "o:': an' de

cualquier longitud, por medio de una sola funcion representable de tres variables.

Definicion.

G(a,b,k) = minima solucion no negativa de la congruencia

y ~ a mod (l + k b)

Obviamente, G(a,b,k) es representable:

G(a,b,k) =y <=> [y=a mo d t l A'le b } ] 1\ [0 < a < 1 +kb ]
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EI siguiente lema se basa en el teorema chino del residuo [3] .

Lema D. Dados n urneros no negativos a1, ... , a1/' existen rnirneros (no ne-

gati vos) a,b talesque:

G(a,b,J) = ":

G (a. b, 2 ) = a2

G(a,b.,n) a
17

Demostracion. Dados a1, ,a'7' defiria b=n!(a/+1)(a2+J) ... (an+J).En-

tonces los nurneros 1 + b, 1+ 2 b , 1 -i nh son relati varnente primos por pares _

Pues si es un mirnero primo tal que p I (1 + k b), P I (1 +k' b) con k' < .k ~ n ,

entonces p k(J +kb)- (l + k'b)) = (k-k')b , por 10 tanto pi bop I (k- k'). Pe-

ro k - k' < 17, de manera que el caso p I (k- k') imp1ica pIn! I b. En todo ca-

so p I b, que da una con tradiccion, pues p r (/ + k b) y por 10 tanto tendri amo s

pI (( 1 + k b) - k b) = 1. Por el teorema chino del residuo existe una sclucion a al

sistema de congruencias

x--a1 mod(l-ib)

x = a2 mod (1 + 2 b)

x =' an mod (l + n b)

puesto que los modules son relati vamente primos por pares _ Adernas en la con-

gruenci a

a =' ak mod (L + k b)

es obvio que "» constituye la minima solucion no negativa de la congruencia

a v rI"id(J-ikb) pues,porescogenciacle h. O~ ak < (a,-iI)(t72-ii) .. ·(a,/J)

< b .•
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Ah ora podemos completar la dernostrac ion del teorema. Como con secuencia del

lema, la expres ion (A) es equivalen te a :

::3 a]b
{

G(a,b ,1) = I(x)

Y k 5:- 11 [k ~ 1 ~ G (a, b ,k + 1)

m = G(a,b ,11 + 1)

g(x,k, G(a,b,k)) ]

Como G es represen tab Ie y I, g son represen tab les por h ipotes is, la expre -

s iori arriba indicada es equ ival ente a una formula ar itrne tica : ] a ] b cp (a, b,

t, 11 ,m) y teriemosi :

h(~n) =m <=:-> ]a]b cp (a,b,x.n,m)

para cualquier x,n .m, I

Corolario E. Todo con jun to R.E. es defin ib Ie.

Demostracion. Sea I: IN ~ IN una funcicn que enumera recur s ivamen te a S.

Entonces,

17 E S <=> ::3 x (I(x) = 11)

perc [i x] 11 es equivalente a una forrnu la tjJ (X.l1) , de modo que!

S { 11 13 x tjJ (X,l1) } " .

Esta repre sentacion se puede refinar si hacemo s uso del siguiente resultado :

Teorema F. Toda formula\aritmetica cp(x], •.. , xk) es equivalente a una

de la forma:

(0 )

en donde Q es uno de los cuantificadores :3 0 Y ,y P(YJ .. ··. YS' xJ"" xk)
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es un polinomio.

Demostracion. Hacemos la demo stracion por in duccion en la complejidad de las

formulas, es decir en el nurnero M de conecti vos Iogicos. Supongamos que estos

se reducen a 1\ " , ::J. (Qy denota una lista arbitraria de cuantificadore s.

M=O, formulas atorn icas. Deben ser de la forma x=y, x + Y = z, x. y =z,

en donde x,y,z son variables 0 nume ra les; y se pueden expresar como x-y = 0,

x+y-z = 0 Y xy-z=O respectivamente.

Supon gamo s la h ipo te s is cierta para comp lej idad N < M. Sea qJ (.;Y de com-

plejidad M. Entonc es qJ es de la forma 8 I\p, ,8,o::Jw (J(m,x) en don-

de 8, P tienen cornp lejidad me nor que M. Por hipote s is de induce ion tenemo s

~(~x) ~ (r--.) )u <:w:f;> Qy PlY,X = 0
~ .

p(x) <so:> Qz (R (Z;x) = 0)

2 2 -'" ~ ~
Pero A=O 1\ B=O <:=> A +B = 0 en losenteros, y QyqJ{y) /I. Qz t.jJ(z)

<=> 0; QZ(qJ (Y) 1\ ~I (~)) vale s iernp re que las listas y,z sean disyuntas; en-

tonces

"(-) r ~- . ....... ....~ - - ~.A 2· ~ .... 2o x 1\ PI>.) <~ > QyQz (P(y,x) = 0 A R(z,x) = 0) <-:- > Qy Qz(P(y,x) ... R(z,y) o- ---.... ....:.. * ~"...i'1 8 (x) <=> ., Qy (P(y,x) =0) <a:::> Q y (P(y,x) -r 0)

en donde Q' resulta de intercambiar "3" y "\I". Pero A -I 0 <c%:> A2> ()

<=> '3 z(A2 = z r l ), Entonces ,

F'in alme n te , si 8 (w, 'X') <~> Qy (P(y,w.x) 0),

.. ~ ~ ......:3 w 8 (w,x) <""">]w Qy (P(y,w x) 0) .•

Del teorema anterior obtenemos que si S es recursivame n te enume rabIe, S
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es definible por una forrnu la de la forma (*). Sin embargo, si se analiza la pru eba

de la definibilidad ar itrnetic a de las func ion es recursivas se descu br ira que todo

conjunto R.E. se puede definir por una forrnu la de la forma (*) en donde todos los

cuantificadores universales son ocotodos, es decir, de la forma 'if x ~ y. M. Da-

vis demo s tro que el mime ro de estos cuantificadores se podia reducir a uno solo.

Teoremo G. Todo conjunto R. E. es definible par media de una formula <:p(x)

de la forma

(Vea [8])

De m aner a que a cada conjunto R.E., S, se puede asociar un polinomio P(u'Yl'

••• , Y
S
' x) tal que n E S si y solo si existe un nume ro M tal que el sistema de

M ecuaciones :

P(M,I, Y2' , Ys' n) = 0

P(M,2')'2' , Ys' 11) = 0

P(M,M'Y2' ... , Ys' n} 0

ti ene una so lucien (Y2"'" Ys). Como el mime ro M de ecu ac ione s depende de

11, no podemo s reducir el sistema a una sola ecuacion toma ndo las sumas de los

cuadrados de los polinomios, pues nos d ari a una ecuacion diferente para cada 11 •

iEs posible e l irnin ar el cuantificador universal de la definicion de S? Es de-

cir, es todo conjunto R.E. diofantico? M. Davis y J. Robinson llegaron a demo s -

trar el siguiente resultado.

Teoremo H. Basta que exista una funcion recurs iva de crecimiento expon en -

cial que sea diofantica para que toda funcion recurs iva y por tanto todo conjunto

R.E., se a diofantico t Vea lsl ;
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j(x) crece exponencialmen te si exi sten L, M, L > 1 tales que para toda 11

ez ~ fen) ~ M
11

.

6. Nume ro s de Fibonacci, T eorema de Matijasevich.

Fibonacci, 0 Leonardo de Pisa (s iglo XIII),introdujo 1a sucesion de mime ro s

0, 1, 1, 2, 3. 5, 8, 13, 21 , ...

cada mime ro resulta de suma r los dos anteriores, es decir

P(O) = 0, 1"(1) = 1, 1'(11+ 1) = 10'(11) + F(n-1).

Es posib1e dar una forrnu la analitica para esta suce sion. Considere 1a ecuac ion

(1)

y suponga que xn r n Entonces

que es e qui val ente a r2 co r + 1. Esta es una ecuacion de segundo grado cuyas

soluciones son

a =
1 +y5'

2

Por 10 tanto xn = an, x,7 bn son soluciones de (1). Es claro, debido a 1a 1i-

nea1idad de la ecuacion , que cua1quier comb inacion

1'(11) = a aT! + f3 bll

tamb ien es soluci on. Basta, pues, determi nar

I'( 1) = 1. Esto da

a, f3 de rna n era que F(O) ()

a I- /i n Ctal/ih= 1
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c uya solucion es

a=_l_=_l_
a s-b J5 /3=-a=-_l-

J5
Tenemo s , en to nee s

En particular:

Adernas , la suce sion es creciente y

- 2n- 1 - 2 -1 r: 2 1
F(2n) ~ F(2n-l) = 1 {( ~) __ ( 1 - Y 5_) n } = __1 {(~) ri--;rr 2 2 Vr 2

('.15- 1)2n-11 1 (1 + y5 2n- 1
+ -2- J ~ J1 --2-)

Pero

para n > 4 .

Entonces,

n > 4

y la func ion Htn) = F(2n) es de crecimiento ex p on enc ial. La funcion Ht») =

F(2n) es obv iarne n t e recursiva. EI trab ajo de Matijasevich con si st io en demos-

tr ar que esta funcion es diofant ica' [5]. £1 dernostro que existe un pol inomio

(de 16 variables) tal que para todo n, m .
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el encontrar este polinomio e sun trabajo de teori a de mime r 0 s. Comb in and 0

e s to con e I res ultado de Davis y Robinson, tenemo s

Teorema I. (Matijasevich). Todo conjunto R.E. es diofantino.

Corolario J. EI decirno pro b Ie rna de Hilbert es insoluble.

Demo str ccien. Sea S un conjunto R. E. que no sea decidible. Entonces exis-

te un pol inomio: PCy,x) tal que

S = {n I :3 y( P (y, n} o )

Supongamo s que hay un algoritmo }( para el problema de Hil bert. En ton-

ces podemo s con s tru ir el siguien te algoritmo de 10 s n time r 0 s n a tu rales

en{O,Z}.

A. Dado n como d a to, halle la forma can on ica del polinomio Q(;) =P(y,n)

(esto se reduce a realizar cier1as mu I tip lie aciones).

B. Aplique }( a la ecuacion" Q tv) = () I. Y de como res u ltado el valor de }(.

Obviame n t e,

n t: S <=::>] Y P(y,n) <=i> :3 Y Q(;) <=> }( ("Q(y) =0") = ]

de rn a n e r a que t e ndr iarno s un algoritmo de decision para S. Contradie-

cion.'

En la demo s t ra c ion anterior herno sob te n id 0 algo mas fuerte. No hay

un algoritmo para dec id ir la solubilidad de cad a una de la familia: ~n fin ita

de ecuaciones :

P(yZ'· .. ·)'k .o = ()

opry ] •...• Y k' 1)

Ny 1" .. , Y k,2) ()
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Puesto que el grado y nurn e r 0 de variables de P(y, x) e sta determi n a d o , por

ejemplo se puede dar un conjunto R.E. no decidible y una ecuac ion que 10

defina de grado 50 y con 50 variables; obtenemo s que no e x is te un algorit .

mo para d ecidir si una ecu ac ion diofantina de grado 50 con 50 variables tiene

soluciones enteras.

Otra consecuencia mu y interesante debida a H. Putna m es la siguiente.

Corolario K. Todo conjunto R. E. de mime r 0 s n a tu ra Ie s coincide con los

valores no negativos de cierta fun cion polinomi a I

xI' , .. ,xl naturales.

para

Demost rc c icn. Sea S= {1I!jY1""'Yk(P(Yl""'Yk,l1) OJ}.

Tome como Q(y 1" .. 'Yk' x) el pol inorni 0

2
(x + I) (J - P (y 1 ' .. , -"k ' .\)) _. /

Sea .v > 0

_.'. J.J2( , .)xeS --. .\ t' . . . , Yk' x = 0 paraalgunos YJ""'Yk~O

-'. Q(y l ' ... , Y k ' x) = (x + J) - 1 = x .

Si .\"= Q(Y1""'Yk'z)= (z+I)(l_p2(Yl"'''Yk'z)- / con Yl'·"'Yk,z~iJ

tenerno s P2(y['.,., Yk'z) = 0, de 10 contrario la expres ion seria negativa.Por

tanto, x = (zt I) - / = z y tenemo s Pt y I' .... v».'x) = 0 que imp lie a x I::. S ,

En particular, debe existir un polinomio que genera los mime r 0 s primo s .

Se han construido po li norn i os con esa propiedad de 26 variables [4J 'En con-

traste, en teoria elemental de los nume r os se demuestra que no puede exis-

tir un polinomi 0 de una variable que genere solame n ten time r 0 s primo s.

Finalment e podemos dar una version del famoso teorema de' in c o mpl e-

titud de Godel.

T eorema L. No exi ste un sistema a x io mat ico consistente del cual se pue-
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dan deducir todas las verda des de la aritrne t ica.

Demc s t rcc ion. Supongamos que existe un tal sistema II y usemos la nota-

cion II f- (fl para indicar que la formu la cp de la ar itrne tica se deduce de A. El

concepto de deduccion formal es algoritmi co, en el sentido de que dada una

suces ion de forrnu I as e s po sib Ie decidir si es 0 no es una deduce ion corre cta.

Es posible entonces dar un algoritmo que enumer e t odas las deducciones

corre ctas. Basta enume r art 0 d asIa s s u c esiones y toma r a que lla s que

son deducciones correctas. Ahor a , dada una ecu ac ion diofantina "P(.\') "0" sa-

bemos que se puede poner en la forma P r~) " P?(.\) en don de "I'I(.~) ~
1 -~

P2(x) " pertenece al lenguaje de la ar it me t ic a. Considere la formula

Esta debe ser verdadera 0 falsa. Si (P es verdadera, A f-cp por h ipo te s is Si

(I' es falsa entonces '1 'i) es ver dadera y ;\ 1- 1 \j). Adernas de A no se pue-

de deducir '.(1 y cr pues A es consistente. EI siguiente algoritmo nos

d a ria un algoritmo de decision para el problema de Hilbert. Enumer e todas

las deducciones correct as v exami n e la ultima f orrn u I a; detenga el proceso en

el mornento en que aparezacaap 0 'I' EI proceso tcrrn i na p u e s una de las dos

Ior rnu l as es deducible; debe haber pues una de ducc ion que termi n a en la

primer a 0 en la segunda. Si es 'I' la que apa rec e la ecuac ion 1'(.\') () es

soluble Si es 1 (P, la ecuac ion es insoluble
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