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ALGORITMOS, NUMEROS DE FIBONACCI Y EL
DECIMO PROBLEMA DE HILBERT (")

XAVIER CAICEDO FERRER

1. Introduccion.

Ciertos problemas de las matematicas han sido fructiferos para su desarrollo,
en el sentido de que los intentos para resolverlos han conducido a nuevas teorias
y a un analisis mas refinado y profundo de los conceptos de que el problema tra-
ta. Este criterio se aplica a varios de los problemas que presenté David Hilbert,
en el Segundo Congreso Internacional de Matematicas que se celebré en Paris,en
1900. El décimo en la famosa lista era el siguiente : encontrar un algoritmo para
decidir de cualquier ecuacion diofantica en un numero arbitrario de variables si

ésta tiene soluciones enteras o no.

Un algoritmo es un método cuya ejecucién consiste en la aplicacion, paso a
paso, de ciertas reglas especificadas a priori. Estas reglas deben determinar el
resultado final completamente. Las operaciones basicas de la aritmética : sumar,
restar, multiplicar, dividir son algoritmos. Los célculos que un piloto de navio
ejecuta para determinar su posicién geografica se pueden considerar como un al-
goritmo. Un programa de computador es un algoritmo. Es claro que el conceptova

mds alla de sus aplicaciones numéricas. La palabra algoritmo viene del nombre

———————————————

(*) Conferencia presentada por el autor en el V Coloquio Colombiano de Matematicas; Medellin, 1975,
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del matematico arabe Al-Kwarizmi (siglo IX) en cuyos escritos aparecen muchos

de los métodos que aln usamos hoy dia en algebra y aritmética(l).

Una ecuacién diofntica (2) en las variables Xpe... X, esuna ecuacion que
se puede escribir en la forma
D n _
1(11,...,xk)-()
en donde P(x;,...,x;) es un polinomio con coeficientes enteros. Un ejemplo

muy sencillo seria una ecuacién de segundo grado, como x2-7x+12 =0, cuya
solucion se aprende en la escuela secundaria (x= 3 6 x = 4 son soluciones ) .
En cambio la ecuacion : x 2~\ 3x + 17 = 0 no seria diofantica pues tiene un coe-
ficiente que no es entero. En general, una ecuacidn diofantiCa puede tener mas

de una variable, por ejemplo
5%, +10x, x)2 - x Xy xq + 17 = 0
1 172 17273

Una solucion de enteros de esta ecuacion seria x; = —1, xy = 1, x3=— 2. Sin
embargo, no toda ecuacion diofantica tiene soluciones enteras. La ecuacion

2 . 5i_t3 s o = = .
x“-2x-1 = 0 tiene por unicas soluciones los nuameros I *y/ 2, I-4/2, ningu-

no de los cuales es entero.

Hilbert no pedia un método para encontrar las soluciones de una ecuacion
diofanti a, sino algo mas simple, un método para decidir si estas soluciones
existen o né. La solucién a este problema, obtenida 70 afios después, se basa
en resultados combinados de Teoria de Numeros y Logica Matematica. En parti-
cular, requirié una definicién precisa del concepto de algoritmo. Los trabajos de
Kurt Godel, Martin Davis y Julia Robinson (entre otros) prepararon el camino
para que el matematico ruso Yuri V. Matijasevich diera el altimo paso en la so-
lucién del problema en 1970 (tenia 22 afios). La solucién es muy sencilla: no

hay tal algoritmo, el décimo problema de Hilbert es insoluble [5] . Este resul-

’
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(1) El mismo origen tiene la palabra *“‘guarismo’’ que usamos como sinénimo de *‘cifra’’,

(2) De Diofanto de Alejandria, matematico griego que estudio dichas ecuaciones (siglo 111).



tado tiene implicaciones practicas porque nos dice, por ejemplo, que dentro de
la concepcion actual de los computadores electronicos, es imposible programar
uno de éstos para que dada una ecuacion diofantina (o la lista de sus coeficien -
tes) decida si ésta tiene soluciones enteras.. Por otra parte es un ejemplo esplén-
dido de las limitaciones y el poder de las matematicas : por una parte se demues-
tra que el problema no se puede resolver por medio de ciertos métodos matemati -
cos ; por otra, esta demostracién se hace usando métodos matematicos ! Tratare -
mos de describir en estas notas cémo se llegé a dicho descubrimiento, y algunas

de sus consecuencias mas interesantes.

2. Algoritmos.

Es posible dar'un algoritmo para decidir si una ecuacion diofantica /ineal, es

decir una de la forma :

. " cee + -
aIA +aq x.t +a ta 1_()

1 272 n*n n+

en donde a,,...,a ;1 son enteros, tiene soluciones enteras. El algoritmo

n' “nt
se basa en el siguiente teorema elemental de la Teoria de Nimeros. Usamos
M(”I i .a") para denotar el maximo comun divisor de los nimeros Ao, a,.

La notacién n'm significa » divide a m.
Teorema. La ecuacién diofantica ayx,t-ta,x ta, ;=0 tiene solu -
cioén siy sélamente si M(a;,...,a,) | a,.1 (Vea [3] 6 (9]).

El algoritmo de decisi6n consiste en los siguientes pasos que terminan en un

resultado F al cual podemos dar el valor 1 (hay soluciones enteras) 6 0 (no las
hay).

A. Calcule b = M(ay,...,a,)

B.Si bla,, ;. F=1 Si b{a,; ,F=0

El calculo de M(ay,... .a,) se puede realizar repitiendo varias veces la opera-

cién de tomar el maximo comiin divisor de dos nimeros, pues :

M(aj,a,, az) = MM(ay,ap),a3)



M(a;.ay,a3.ay) = M(M(ay,ay,a3),ay)

etc.

M(x,y) se calcula, a su vez, por medio de un algoritmo famoso, el Algoritmo
de Euclides, que no es mas que la repeticion iterada del algoritmo de division [9].
La verificacion de si un numero « divide o n6 a un niimero b se puede reducir

también al algoritmo de division, pues :
a| b<=> Residuode b +a esO.

Si llamamos R(x/y) al residuo de dividir x por y e introducimos la funcién I(x)
tal que 1(0) = 1, I(x) = 0 si x#0, vemos que el algoritmo para decidir la solu-
bilidad de las ecuaciones diofantinas lineales se reduce a una funcién de sus coe-

ficientes

Flaj,....a,,a,.1)=1R(a,,  /Ma,..., a,))

El ejemplo anterior ilustra dos hechos muy importantes : algoritmos son fun-
ciones (o métodos para calcular funciones) atn en el caso de algoritmo de deci-
sion; y el calctulo de un algoritmo se puede reducir a la aplicacion repetida de
ciertas funciones basicas (R(x/y), I(x) serian suficientes en el ejemplo anterior)
de acuerdo con ciertas instrucciones. Sin embargo debe hacerse una observacion
esencial : algoritmos son funciones parciales es decir, no necesariamente defi -
nidas en todas partes. Esto se debe a que los calculos de un algoritmo pueden ser
interminables. Considere por ejemplo, el algoritmo para obtener la raiz cuadrada
de un nimero positivo. Veremos que en general no es posible decidir de antemano

si un algoritmo termina o né al aplicarlo a cierto dato.

Podria argumentarse que el ejemplo anterior es un algoritmo matematico, re -
ducible a calculos numéricos y por tanto no puede ilustrar el concepto mas gene-
ral de algoritmo como un proceso efectivamente realizable, independiente de todo
calculo numérico. El hecho es que todo algoritmo es equivalente a uno que actua

sobre numeros. ¢Cual es, en general, el dominio de aplicacién de un algoritmo ?
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Intuitivamente, los objetos a que se aplica un algoritmo son configuraciones fini -
tas de ciertos objetos basicos, ya sea perforaciones en una tarjeta como en los
algoritmos calculados por los computadores electrénicos, o sucesiones de simbo-
los como en el algoritmo de Euclides. Las sucesiones de simbolos sobre las que
este ultimo actiia son las expresiones decimales de los numeros, es decir, suce -

siones finitas de simbolos tomados del alfabeto

{0,1,2 3, 4,5 6,7,8 9}

en las cuales 0 no aparece como simbolo inicial. Un algoritmo para decidir la
solubilidad de las ecuaciones diofanticas también actuaria esencialmente sobre

sucesiones de simbolos, pues aun cuando la ecuacién

125 .\'12 - leg() .x'13 x9t7 =0

es una configuracion bidimensional, podemos introducir simbolos T, »L y escri -
bir :
125x4 112 - 105} 3V 9xy113x42-7 = o.

Los nuevos simbolos indican sin ambiguedad los subindices y los exponentes de

las variables. El alfabeto en este caso seria
{0,123 456 7.8, -, +, =)

Lo que se ha dicho sobre el dominio de un algoritmo vale para su codominio,
es decir, los objetos que resultan cuando éste termina, la expresion decimal de
un ndmero en el caso del algoritmo de decision. No es dificil verique toda confi-
guracién finita se puede ‘‘linealizar’’ es decir, codificar como una sucesion de
simbolos, posiblemente con la ayuda de simbolos adicionales. Podemos suponer,
pues, que todo algoritmo actia en un espacio constituido por sucesiones finitas
de simbolos de un alfabeto finito. Aun si el alfabeto fuera infinito : 15, 55.53..
reduciéndolo

lo podriamos identificar con las sucesiones {sl,sll, sIlI, ...

al alfabeto {s, 1 ).



Dado A = {s,...,s, !, podemos identificar el simbolo s, con el nimero

s: ... s. puede iden-
phighr sl 2hpd
tificarse con la n-tupla de ndmeros (ij.iy ..., i), es decir, con un elemento

natural 7. De esta manera, toda sucesiéon de simbolos Ly

del conjunto

o k } k
w*:kql N”, en donde N=N={0,1,2,3,...} y N¥*I= N"x N
Por otra parte, considere la sucesion creciente de los nimeros primos : Py.byP3
La funcion g:N* — IN definida por

nyptl nk+1
glny,..., nk)?([ll T ) -2

es una biyeccion. La descomposicion de todo natural mayor que I en factores
primos garantiza que sea sobreyectiva.. La unicidad de la descomposicion implica
que es inyectiva. Cada k-tupla queda codificada por un numero natural, y hay al-
goritmos obvios para ir de una k-tupla a su cédigo y viceversa. Esto significa que
sin pérdida de generalidad podriamos reducirnos a estudiar algoritmos de IN  en
IN. Por razones técnicas es mas conveniente considerar algoritmos de N en N
(k=1,2,3,...). Estos algoritmos se llaman funciones recursivas y se definen de

una manera precisa en la seccion siguiente.

3. Funciones recursivas.

gt renrei L) k : ; ;
Definicién. Una funcidén f: IN" N es recursiva si consiste de una de las

funciones basicas :

0o(X) =0

S(X) =x+t1

n ™
Pl.(xl,...,x") = x; n=12...; 1<%i<n)

o se puede obtener de otras funciones recursivas ya definidas por una de las re-

glas siguientes :

I. Composicion. Si g1(xp eeeix,) e gplxp.cx,) y blyp....yg) son

n

6



recursivas, también lo es
f(xl,...,xn) = b(gl(xl,...,xn),...,gk(xl,....x"))

Il. Recurrencia. Si g(x,...,x,) y h(x;, ..., x, 2z, w) son recursivas asi lo

es la funcion f definida por

/(xl,...,xk,O) = g(xg, ..., xp)

f(xl,...,xk,y+1 )= By anes By ¥ /(xl,...,xk'y))

Ill. Minimizacion. Si g(xy.....xp y) esrecursivay paratodo xj....,x, exis-

te y tal que g(x;,...,x,,¥) =0 entonces también es recursiva

/'(xl,...,xk) =y (g(xl....,xk,y) =0)

iy significa ‘‘el minimo natural y tal que ... "’

Definicion. Si g(x;,..., x,.y) es recursiva, la funcién parcial

f(xl""'xk) = MRy (g(xl....,xk,y) =0)

definida solamente para aquellos x,....,x, tales que existe y con g(xj... ..

x3,y) = 0, es una funcién recursiva parcial.

Las funciones basicas son trivialmente calculables y las reglas I, II, Il se
pueden considerar como instrucciones para calcular nuevas funciones. En parti -
cular, la regla III pide calcular consecutivamente los valores g(%,0),g(x1),..

(¥ denota la k-tupla x]. -+, Xg +)) hasta obtener la primera » tal que
g(x,n) = 0, y hacer f(X) = n; sital » no existe el céalculo no termina y
la funcion queda indefinida en X . En este caso [ no es recursiva sino par-
cial.

Ejemplos.

i) x+ty se define tomando glx) = P]l(.\-) = %, hix,240) = S(P;(x,z,uv)) W



(regla I) y aplicando la regla II :

x 10 = g(x) =x

x tS8S(y) = b(x,y, (xty)) = 8S(x ty)

Similarmente para la multiplicacion

x.0 =0

x.8(y) = x tx,y
ii) Cada funcion constante C, (x) = n es recursiva pues C,(x) = O(x) y C, (x)=
S(S(...8(x) ...)) n veces, para n > 0.

x-y si x>y

iii) La resta truncada : x=+y = { se define :
0 si x <y
h(0) = 0 x=0=x
A) A (B){
: h(S(x)) = x x=S8(y) = b(x=y)
iv) La funcién |x-y | = (x2y) + (y = x) es tal que | x-y | 0= x = y .

v) I(x) = py(lx.y=x |) =0 estalque I(0) =0, I(x) =1 si x#0.
viy i Plxgi oo, xk) es un polinomio con coeficientes enteros (incluyendo nega-.

tivos) entonces

P(xq, ... ,xk) = Pi(xy,..., ""/e) - l’z(xl &, .,.xk)

en donde P; y P, s6lo tienen coeficientes no negativos. Es claro que Pl y

P, determinan funciones recursivas de IN* en IN y por lo tanto

‘P(xl,...,.\'k l iI’I(.\'l,...,.\‘k)-l’z(xl ...... x /e) i
P(-\'I ...... A k )2 ;P(.\.l" o ,.\'k) ‘ !l)(\l ------ X k) “

son funciones recursivas.



Las razones para identificar las funciones calculables de N con las funciones
recursivas se basan en el hecho de que todos los intentos para definir la nocién
de algoritmo (Post, Turing, GGdel, Church, Markov) han llevado siempre al mismo
conjunto de funciones, las funciones recursivas totales o parciales arriba defini-
das. La afirmacién de que toda funcion calculable es recursiva se conoce con el
nombre de Tesis de Chruch. .

Si introducimos el simbolo RC y usamos la notacién f(X) = RC(g(3), h(3 z,w))
para indicar que [ se ha definido recursivamente de gy b, de acuerdo con II, es
claro que toda funcién recursiva estara representada por una sucesion finita que
contiene los simbolos "O':, "S“,”RC"»"PI-"", “Ln’’, variables y paréntesis;la

cual indica cémo ha sido definida a partir de las funciones basicas. Por ejemplo:
1 3
xty = RC(P, (x),S(P3 (x,z,w)) ).

Esto significa que podremos codificar toda la informacion sobre f por medio de
una sucesién finita de simbolos, y por lo tanto por un solo numero, de la manera
explicada en la seccién 2. Esto muestra, en primer lugar, que solo hay enumera -
bles funciones recursivas. Ademds, para cada k& > I se puede construir una fun-

cioén recursiva Vp(x) tal que

1 si » codifica una funcién de k variables

Vk(") =
0 en caso contrario.

En caso que ny codifique la funcién f(¥) de las variables ¥= (xppeexp),
] contiene informacién suficiente para calcular f(X) paso a paso. Podemos ima-
ginar cada paso como la aplicacién de una funcion basica a valores ya obtenidos,
o la comprobacién que un valor ya obtenido es igual a cero. En todo caso, si su-
ponemos que la sucesidn de valores calculados hasta el paso m se codifica como
un solo nimero, es posible definir una funcién recursiva Bk(y,u',?) tal que para

- -
cualquier funcion recursiva f, de & variables,nimero m y argumentos X, tenemos
que si "y codifica a f entonces

Bk(nf,m,?) = codigo

(Valores obtenidos hasta el paso m en el célculo de f(®) (Véase (1.



Obviamente, la funcion / da un resultado para x siy solamente si el algoritmo

se detiene en cierto paso &, es decir, deja de calcular nuevos valores y por tanto

By(ng, k+1%) = By(ng, k. X).

Hay una funcién recursiva C que extrae el dltimo valor de la sucesién codificada
por un numero. Por ejemplo, si n=p21 pzl pks- 2 tenemos C(n) = 7. Enton -

ces la funcién :

Al %) = Clu k(lB(nf,/e+1,?)-B(nf, B3| =0))

es tal que

Alnp, %) = f(3).

A es una funcion recursiva universal tal que dado el cédigo ng de [ y algin da-

to X, calcula f(¥), o queda indefinida si A(X) no estd definido.

4. Conjuntos recursivamente enumerables, Deciditles, Diofantinos.

Definicion. Un conjunto § de N es recursivamente enumerable (R.E.) si

= ¢ o existe una funcién recursiva f: N =S sobreyectiva.

Observe que [ debe ser total, es decir, definida en todo IN. Podemos consi -

derar a f como una forma de enumerar o generar los elementos de §

f0), (1), f(2), ...

No todo subconjunto de IN es R. E., puesto que hay enumerables funciones re-
cursivas y N tiene una cantidad no enumerable de subconjuntos (teorema de Can-
tor). Suponga que S se puede generar por medio de una funcién de mas de una va-

riable f: Nk« S, entonces § es R. E. . Para ver esto considere las siguientes

funciones :
g;* NN i=123 ...,k 4 g;0) =0
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g;(n) = (exponente del primo p; en la descomposicion de #) (n * 0) . Se puede
demostrar que estas funciones son recursivas. Por lo tanto »: N 'IN en donde

h(n) = flg; (), ..., g (n) ) esrecursiva, y enumera a § . puesto que la corres-

pondencia

n"(gl(u)....,gk(u))

es sobreyectiva.

Definicion. Un subconjunto § de N se llama diofdntico si es una proyec -
cion del conjunto solucion de una ecuacion diofantina, es decir existe un polino -

mio con coeficientes enteros P(y;, ....y, .x) tal que
N ” 1y, ... _5)',% (I’()‘I ..... Y. = 0)

Observe que la existencia de soluciones enteras y;..... Y, Ppara un polinomio
Qv e vy ) es equivalente a la existencia de soluciones naturales para uno
de los polinomios Q(: y,, ..., ¢+ Yy ) que resultan de anteponer signos negati

vos a algunas de las variables. Por tanto si definimos

Qlyyven. vy) I l Qs ypveee Sp Vi)
(sy..sp)
en donde (s, ....s;) recorre todas las posibles sucesiones de I, -1, ten-
dremos que
Voo Qv yp) 0) = Ay vy 0(Q Oy vi) o 0)

Esto significa, en primer lugar, que el problema de Hilbert se puede reducir al de
la existencia de soluciones naturales. Ademas, todo conjunto diofantico toma la

forma

k) w4y, 0 vy > ()(I’()‘l.. SV n) 0
Por lo tanto, todo conjunto diofantico es R.E , pues es generado por la funcion

- 11



[0 = x.(12 [PFN) ) ti (12 (1x PG 1))

en donde 7  es algin elemento fijo de §. Una funcién f(X) es diofantica si su
grafico es la proyeccién del conjunto solucién de una ecuacion diofantica; por

las mismas razones anteriores tenemos

m= fln) ~=> Jy.>0,,. ]y

;2 «""k\j‘ O(P(yp.oveyp o mum) = 0)

Por lo tanto, f es recursiva, pues
fn) = gpiq (us(iP(gy(s), ... gp(s) n.gk*l(s)) =0))

Definicion. Un subconjunto § de N es decidible si existe una funcién recur-
siva f:5 — IN talque f(n) =1 si neS, f(n) =0 si n¢S. (Esdecir, la

funcion caracteristica de § es recursiva).

Teorema A. Todo conjunto decidible es R. E.

Demostracion. Si §  / no hay nada que demostrar. Sea S 7¢ vy sea

f:$ *IN su funcion caracteristica. Como /[ es recursiva podemos definir una

funcion recursiva g -

¢(0) = . k(f(k) = 1)

ntl si f(nil) =1
eln 1) { (1)

g(n) si f(ntl) =0

Entonces, g(0) « § ysi n ¢S, gn) = n de modo que g genera todos los ele-
mentos de §. Ademas, suponga, por hipotesis de induccion que g(n) « S. Si
ntl eS8 entonces gmt1)=ntlecS; si ntlv¢S entonces g(nil)-gln)cS.
Esto demuestra que g soélo genera elementos de S. Observe que (1) en la defini-

cion de g se puede expresar

gn 1) - (i D). fuwr Dt gn). (1= f(ni]))

12



El reciproco de este resultado no es cierto.

Teorema B. Existen conjuntos R.E. que no son decidibles.

Demostracion. Sean Vi(x) y B;(x,w,y) las funciones recursivas definidas
en la seccion anterior. Dado un numero natural » que codifica cierta funcion /

llame [»] a /. Defina

S = {nln codifica una funcién de una variable y [»] esta definidaen »}.

Obviamente,

S=An| Vim) = INTR(|B 0kt 1,0)- B (ko) |=0) ).
$ es R. E. pues esta generado por la siguiente funcion recursiva de dos variables

Jn si Vi(m)=1y 1Bl(rz,k1'1,n)—BI(n,k,n)! =0

gln,k) = ‘
lio si }81(11./6‘3'1.)1) - Bl(n,k,n) | 70 .

i, es el codigo de cualquier funcion recursiva total de una variable (D pero §

no es decidible. De lo contrario, la siguiente funcion seria recursiva

(2] (m) +1 si nes

h(n) = ,
0 si méS

Pues,
h(n) = (Ay(n,m) + 1) . f(n)
en donde A;(x,y) es la funcion universal definida en la seccion anteriory f(x)
es la funcion caracteristoca de S. Entonces b = [{] para algin (. Como »
es total por definicidn, estaria definida en todas partes, en particular en [, asi que

VtSy

——————————

(1) g es explicitamente definible de V] y B por la formula g(n,k) n,\v'l(n).(l—‘\ B(n,k*1,n)-B(n,k,n) )

+ io-( 12(1% | B(n,k+1,n) - B(n,k,n) |))
) 13



(0] @)=nm1)=1[0] () +1. Contradiccién.

5. Definicion Aritmética de las Funciones Recursivas.

Una férmula aritmética es una formada por medio de los conectivos légicos ,
MV LA D>, =>, 4,V , a partir de férmulas atémicas de la forma T5= T
en donde 71y 7, son términos construidos de los simbolos de operacién ‘‘ +*)
€.’ aplicados a las variables y a las constantes 0, 1. Si identificamos el tér-
mino ((1 +1) +1) + =+t 1) que contiene n ‘‘unos’’ con el numeral », podemos
suponer que el lenguaje contiene también simbolos para todos los naturales. Las

relaciones elementales de las aritmética son expresables por férmulas aritméti -

cas si suponemos que las variables solo denotan numeros naturales :

x <y <=> Jz(xtz=y)
x <y <=dz(xtz t 1 =y)

“x esprimo’’ =VzVw(x=zwzz=1V z= x)

y = x (mod z) “==> dk(y= kz t xVx = kz t y)
Notese que una ecuacion polinomial
Plxy,000,3) =0 (1)

es expresable en esta forma, atn si tiene coeficientes negativos, pues es equiva-
lente a una ecuacion :

(2)

en donde P;y P, solo tienen coeficientes no negativos. Usaremos ecuaciones

del tipo (1) como abreviaciones de ecuaciones del tipo (2).

Dado un subconjunto § de IN se dice que es aritmético o definible en la

aritmética si existe una formula aritmética ¢ (x) tal que

14



$={n|9(n)} cuando las variables de ¢ varian en N .

. g - k '
Por ejemplo, el conjunto de los nimeros primos. Una funcién f:IN —~ N se dice

aritmética si su grafica es definible en la aritmética, es decir,
m=flny;,....np) => w(nl,...,nk,m) vale en IN

para alguna férmula ¢ . Todo conjunto y funcion diofanticos son obviamente arit -
méticos. Las funciones f(x,y) = x ty, g(x,y) = x.y se definen por las formu -

’s

las “xty = z'’, “x.y = z'’ respectivamente. ¢ Podemos decir que la funcion
, / . . .
f(x,y) = x” es aritmética ? O la funcién f(x) = x! ? Esta no es una pregunta

trivial. La definicion intuitiva.

m=n" <==> m=npn.n...n
k veces

no da una formula valida para todo m,n,k, sino una formula diferente para cada

e o a0 ‘e

valor de &, es decir, la familia de formulas “‘y = x"", y=x.x"", *y =x.x.x"" que

definen las funciones de una variable
e =a? . iyl =i

Otras funciones, aparentemente mas complicadas tienen una definicién aritmética

muy clara ; por ejemplo f(x) = ‘‘minimo numero primo mayor que x'’.
m=f(n) <=> “‘m es primo’’ A n< m A Vz(“z es primo’’ A n< z=>m < z)

La funcién f(x,y) = x? es, sin embargo, recursiva y demostraremos que toda fun -
cién recursiva es definible en la aritmética. La formula que define x> en térmi-

nosde ‘‘t’’, ““.”" ,y los conectivos l6gicos se podria obtener analizando la

prueba del siguiente teorema.

Teorema C. Toda funcién recursiva es definible por medio de una férmula

aritmética.
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Demostracion. Induccién en la complejidad de la definicién de la funcién re -
cursiva. La complejidad se mide por el numero de veces que se han aplicado las

reglas de formacidon I, 11, III a las funciones basicas. Para las funciones basicas

tenemos :

y=0(x) <> x=x A y=0

y=S8(x) <> y=x+1

y = P72 (x ,...,xn) => x1=x; AN Xy = X, A ) ;
Regla I.

Supongamos que el teorema es cierto para las funciones hlzy ..., 2) g (X)

... g (%) y b es definida por composicion

f(x) = /J(gl(;). gk(.\“))

Entonces,
! )'—'lv(zl....,zk)
):f(,\’)'-—‘-' 4z ﬂzk Azlzfgl(f\’)
f 1 Az .* gk(.{’)
substituyendo “‘y = h(z,,..., zp) ", 2y g;(X)"" etc., por sus definiciones

aritméticas, obtenemos una definicion aritmética para y = f(X)

Regla III.

Sea f(¥) definida de la funcién A (Xy) por

fR) = wy(h(X y) = 0)

en donde “‘z = h(X,y) "' es aritmética.
Entonces y = f(R) “=" h(x,y) = 0 AVz - y (A h(x2) - 0).

Hemos dejado la regla de recurrencia para el final porque esta es la que ofrece
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mayor dificultad.
Regla II.
Sea f(X, y) definida de la funcién g (%) y la iterada b3 z,w) por

f(%,0) = g(®)

[Ey 1) = bRy [(Ry))

en donde g(¥) y f(¥ z,w) son aritméticas. Obviamente tenemos :

r a, = gX)

Ady = h(F 1,a;)

N 4 7 Aaz = bz, 2 ap

flin) =m <=> Ja; da,... Ja, { ‘ (A)
Aan'*l =h(x ”'an)

A = 4y +1

\

Desgraciadamente, esta no es una formula que pueda definir A, pues la formula
depende del argumento ». En particular el namero de cuantificadores depende de
n. ¢ Sera posible encontrar una férmula equivalente a (A) en donde aparezca »
como valor de una variable y no afecte la estructura de la formula ? La respuesta

es que si es posible.

Godel descubrié una manera de generar todas las sucesiones 4, ..., a,. de

cualquier longitud, por medio de una sola funcion representable de tres variables.

Definicion.

G(a,b,k) = minima solucion no negativa de la congruencia

Yy Sa mod (1 +kb)

Obviamente, G(a,b,k) es representable :

Glabk) =y <=> [y=a mod (1tkb) ] A [0< a <1 +kb]
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El siguiente lema se basa en el teorema chino del residuo [3] .

Lema D. Dados numeros no negativos a;....,a,, existen nimeros (no ne-

gativos) a,b tales que :

Gla b 1) = a,
Gla, h2)= a,
Gla,hn) = a,
Demostracién. Dados Ap,eeies a, . defina b=n! (a;tD(ayt1)...(a,*1).En-
tonces los nameros I th, 112h,..., 1t nh son relativamente primos por pares .

Pues si es un numero primo tal que p ' (1+kh), p l (1+k’b) con k'~ k < n,
entonces p (1 tkb)=(1+k'b)= (k-k*)b , porlotanto plb 6 p| (k-%). Pe-
ro k-k'< n, de manera que el caso p | (k- k') implica p l n! l b. En todo ca-
so p | 5, que da una contradiccion, pues p [ (1tkb) y por lo tanto tendriamos

/7,((1 tkb) - kb)= 1. Por el teorema chino del residuo existe una solucion «a al

sistema de congruencias

X~ a; mod (1 1 b)

x “dy mod(1+12h)

x a_  mod(l tnb)

puesto que los médulos son relativamente primos por pares. Ademas en la con-

gruencia
a a, mod (11 kb)

es obvio que a, constituye la minima solucion no negativa de la congruencia
a v mod (1 + kb) pues, por escogencia de b, 0 - ap < (a; Dty (a, 1)

h X
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Ahora podemos completar la demostracion del teorema. Como con secuencia del

lema, la expresion (A) es equivalente a :

G(a,b,1) = f(X)

Ja3b VEe<n (k> 1=2G(ab,kt1) = g(x.k, G(a,b,k) ]

m= G(a,b,n +1)

Como G esrepresentable y fg son representab les por hipdtesis, la expre -
sién arriba indicada es equivalente a una formula aritmética: 4a b ¢ (a.,b,
X, n,m y tenemost :

h(Xn) =m<=> Ja 4b ¢ (a,b,Xn,m)

para cualquier X,7,m. %

Corolario E. Todo conjunto R.E. es defin ible.

Demostracion. Sea f: IN ~ IN una funcién que enumera recursivamente a S.
Entonces,

neS <=> dx (f(x)=n)

pero f(x) = n es equivalente a una formula ' (x,n) , de modo que

s=1n ‘\ 4 x Y (x,n) }

Esta representacion se puede refinar si hacemos uso del siguiente resultado :
?

Teorema F. Toda férmula aritmética ¢ (xq,...,xp) es eddivalehﬂte a una

de la forma :

Qy;Qyy o Qv (Plypeiiys, Xpowony Kpd 20 )

en donde Q es uno de los cuantificadores - 6 V/ ,y Ply,..... Vg Xs 0453 xXp)

19



es un polinomio.
Demostracion. Hacemos la demostracién por induccion en la complejidad de las
formulas, es decir en el nimero M de conectivos 16gicos. Supongamos que estos
se reducen a o , -7 , <. (Qy denota una lista arbitraria de cuantificadores.

M=0, formulas atéomicas. Deben ser de la forma x=y, x *y = z,x.y=2z,
en donde «,y,z son variables o numera les; y se pueden expresar como x-y = 0,
xty-z =0y xy-z=0 respectivamen te.

Supongamos la hipétesis cierta para comp lejidad N < M. Sea © (X) de com-

plejidad M. Entonces ¢ es delaforma > Ao, 710 ,0 Hy oflmx) en don-

de &, o tienen comp lejidad menor que M. Por hipétesis de induccion tenemo s

SR <= 0y (PGLD) = 0)
-
O(X) <=> Qz (R(Z,X) = 0)

Pero A0 A B=0 <=> A2 + 32 = 0 en los enteros, y Qy o) A Qz Y (z)

— > , a . . -_— %
=> Qy Qz( () A /' (z)) vale siempre que las listas y,z sean disyuntas ; en-

tonces
YDA R = G0 (PG -0 ARG - 0) <=> QyTHPEDIHRE? = 0

T5(x) = A Qy (PR -0) <= Q'y (PR £ 0)

en donde Q7 resulta de intercambiar “ 4"’y “\¢/’’. Pero A # 0 <=> AZ> 0

<=> z(A2 = z+1). Entonces,

95 () = 0"y 3z (P§. %) -2-1=0)

Finalmente, si & (w, ¥) “=> Qy (P(J,w,%) = 0),
- - . P~ -~ -~
Jw b (wX) => Juw Qy (PG,wx)=0) &

Del teorema anterior obtenemos que si § es recursivamente enume rable, §
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es definible por una formula de la forma (*). Sin embargo, si se analiza la prueba
de la definibilidad aritmética de las funciones recursivas se descubrira que todo

conjunto R.E. se puede definir por una formula de la forma (*) en donde todos los
cuantificadores universales son acotados, es decir, de la forma \v"x < y. M. Da-

vis demo stré que el numero de estos cuantificadores se podia reducir a uno solo.

Teorema G. Todo conjunto R. E. es definible por me dio de una formula ©(x)

de la forma
T a\Iv < 5 Tv T =5 , , - (8]
ﬂ"V)l,‘ ”'_}'\2“'\3”'*'35(1)(”"\] ..... Yo X) =0 (Vea [8]).

De manera que a cada conjunto R.E., §, se puede asociar un polinomio P(u.y
+vYg.Xx) tal que n e § siy so6lo si existe un namero M tal que el sistema de

M ecuaciones :

PM, 1y, ... yg.m) =0
PM.2y,, ....vg.n) =0
P(M,M.)’z. sls T _\'S.n) =0
tiene una solucion ()'2, cee ) Como el nimero M de ecuaciones depende de

n, no podemos reducir el sistema a una sola ecuacién tomando las sumas de los
cuadrados de los polinomios, pues nos daria una ecuacion diferente para cada » .
<Es posible eliminar el cuantificador universal de la definicion de § 7 Es de-
cir, es todo conjunto R.E. diofantico? M. Davis y J. Robinson llegaron a demos -

trar el siguiente resultado.

Tecrema H. Basta que exista una funcion recursiva de crecimiento exponen -
cial que sea diofantica para que toda funcion recursiva y por tanto todo conjunto

R.E., sea diofantico (Vea '8! ).



f(x) crece exponencialmen te si existen L, M, L > I tales que para toda »

L" < f(n) < M

n

4. Ndmeros de Fibonacci, Teorema de Matijasevich.
Fibonacci, o Leonardo de Pisa (siglo XIII),introdujo la sucesién de nimeros
01123,5813,21,...

cada numero resulta de sumar los dos anteriores, es decir

F(0) = 0, F(1) = 1, F(nt1) = F(n) t F(n-1).
Es posible dar una férmula analitica para esta sucesion. Considere la ecuacion

(1)

x = ¢ ¥
ntl ~ *n ' Yp-l

suponga que x, = r”. Entonces
g n

nt 1 n n-1
r =7 +r

; 2 ..
que es equivalente a r“ = r + 1. Esta es una ecuacion de segundo grado cuyas

soluciones son

” = LJ—.—“ 3 5 h = --——-————1 i \ s
2 2
Por lo tanto «, - ' £l 5" son soluciones de (1). Es claro, debido a la li-

nealidad de la ecuacion, que cualquier comb inacion

I'(n) = a a” 4 B b"

también es solucion. Basta, pues, determinar <, 5 de manera que F(0) = 0

I'(1) = 1. Esto da

1t 3 =0 : aat 3h=1
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cuya solucion es

™
i
1
o
1
!
IN

1
A T — —1_
a-b 5

Tenemos, entonces

4 . oy ,7—‘
Binl = 1’__ { (1 R s)n_(l v S)n )

V3 2 2
En particular :
3 1 1 +\/’_§ 2n _ 1 3+ 5.7 n
F(2n) < 73 (—7—) NE (—#2 ) < 3
Ademas, la sucesion es creciente y
) - r=.2n-1 < . 2n-1 < 2n-1
? o] ' 1 1+t 95 1- 5 _ 1 ¢ 145 n
F(2n) < F(2n-1) = B R i -V 2 Y= { (2
e (V 5_1)271-1\) 5 (_1+\/"5)2n-1
2 ~ o 2
Pero
-] (1*3:5)271-1: 1 2 ( *'&'—)” > 1" s —2)" para n > 4
VN 42 V3 I 2 ¢ - =Y -
Entonces,

-— n
(Vv 2) < F(2n) < 3 n> 4

y la funcién H(n) = F(2n) es de crecimiento expon encial. La funcion H(n) -
F(2n) es obviament e re cursiva. El trabajo de Matijasevich consistié en demos -

trar que esta funcion es diofantica [5]. El demostr6 que existe un polinomio

(de 16 variables) tal que para todo n,m ,
m = H(n) == Jx ... | X4 (l’(.\‘l Ceee Xpge m) 0)
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el encontrar este polinomio es un trabajo de teoria de nimer os. Combinando

e s to con el resultado de Davis y Robinson, tenemo s
Teorema |. (Matijasevich). Todo conjunto R.E. es diofantino.
Corolario J. El décimo problema de Hilbert es insoluble.

Demo stracion. Sea § un conjunto R.E. que no sea decidible. Entonces exis-

te un polinomio.  P(3,x) tal que

s={n| 373G =0}

Supongamos que hay un algoritmo  } para el problema de Hilbert. Enton-
ces podemos con struir el siguiente algoritmo de los numeros naturales

en 10,1} .

A. Dado » como dato, halle la forma candnica del polinomio Q(_V) =P(y,n)

(esto se reduce a realizar ciertas mul t ip lic aciones).
B. Aplique H a la ecuacién” Q(y) = 0 “y de como r esultado el valor de (.

Obviament e,

ne § <=2 1Y P(Fn) <=+ 3y Q) <==> H (*"Q(y) =0"") = 1

de manera que tendriamos un algoritmo de decisién para § . Contradic-
cion. @

En lademost racion anterior hemos obtenido algo mas fuerte. No hay
un algoritmo para decidir la solubilidad de cada una de la familia n finita

de ecuaciones :

,)(yl"..'yk 'O) =)
P(y]'....}’k,l):()
P o

Opeeny, 2 =0
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Puesto que el grado y nimer o de variables de P(y,x) esta determi nado, por
ejempl o se puede dar un conjunto R.E. no decidible y una ecuacién que lo
defina de grado 50 y con 50 variables; obtenemos que no existe un algorit
mo para deddir si una ecuacién diofantina de grado 50 con 50 variables tiene

soluciones enteras.
Otra consecuencia muy interesante debida a H. Putnam esla siguiente.

Corolario K. Todo conjunto R.E. de nimer os naturales coincide con los

valores no negativos de cierta funcion polinomi al Q(.\'l ...... Xy ), para
.\'l, cees Xy naturales.

Demostracion. Sea § = {»n - Ypeooo Ve (PO e, ypn) = 0)
Tome como  Q(y;.....y,.x) el polinomi o

2
(D (1=P (yp..o.yy. x) =1

Sea x> 0

R
X8 =Py L g ¥) = 0 paraalgunos y,..... yp 2 0

PR Vo W= D 2T =
Si x= Q0 vev-iyp 2= (2 l)(I-PZ(yl ..... Vg2 -1 con )’1,...,)‘k,z2_tl
tenemos 1’2()'1 ,,,,, Yg+%) = 0. de lo contrario la expresion seria negativa.Por
tanto, x = (z%1) -1 = z ytenemos Ply,..... ¥g:¥) = 0 que implica x ¢ §.

En particular, debe existir un polinomio que genera los numer os primos.
Se han construido polinomi os con e sa propiedad de 26 variables 4| “En con-
traste, en teoria elemental de los nimer os se demuestra que no puede exis -
tir un polinomi o de una variable que genere solament e numer os primos.
Finalment e podemos dar una version del famoso teorema de incomple-

titud de Godel.

Teorema L. No existe un sistema axiomatico consistente del cual se pue-
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dan deducir todas las verdades de la aritmética.

Demostracion. Supongamos que existe un tal sistema A y usemos la nota-
cion A para indicar que la formula ' de la aritmética se deduce de A. El
concepto de deduccion formal es algoritmi co, en el sentido de que dada una
sucesion de formul as es posible decidir si es 0 no es una deduccion correcta.
Es posible entonces dar un algoritmo que enumer e todas las deducciones
correctas. 3asta enumer ar todas las sucesionesy tomar aquellas que
son deducciones correctas. Ahora, dada una ecuacion diofantina ‘“‘P(x) -~ 0’ sa-
bemos que se puede poner en la forma I’I(.?) &Py (X) en donde “l’l(.\")

l’_,(.\&') ' pertenece al lenguaje de la aritmética. Considere la formula

. .\*(1’1(0 5 l’_)(ﬂ)

Esta debe ser verdadera o falsa. Si | es verdadera, A~ por hipotesis. Si
es falsa entonces - | es verdaderay Al— 5 (. Ademas de A no se pue-
de deducir | vy 1 ) pues A es consistente. El siguiente algoritmo nos

daria un algoritmo de decision para el problema de Hilbert. Enumer e todas
las deducciones correctas v exami ne la ultima formul a; detenga el proceso en
el momento en que aparezacai | o 1 . El proceso termi na pues una de las dos
formul as es deducible ; debe haber pues una deduccion que termina en la

primera o en la segunda. Si es | la que aparece la ecuacion P(x) Oes

soluble. Si es 1 ¢, la ecuacion es insoluble
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