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METODOS ITERATIVOS PARA LA SOLUCION DE UN
SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

por

Julio C. Diaz

Sumario.

En este articulo se presenta una introduccidn a los
Métodos Iterativos para la solucidn de Sistemas de
Ecuaciones Lineales. Se da la descripcidn de los
métodos de Gauss-Seidel, Jacobi y S.0.R. Se prueba
la convergencia de los métodos asumiendo ciertas
propiedades de los sistemas. Se comparan los distin-
tos métodos en su eficiencia y en su utilizacidn de

memoria.

1. Introduccidn.

Dado el sistema de ecuaciones lineales representado



AX (1.1)
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donde A es una matriz nxn y b un vector de n
componentes, el problema de encontrar un vector X
que satisfaga (1.1) lo atacaremos por medio de mé-

todos iterativos.

Cuando A es no singular, los métodos descritos
aqui pueden adaptarse para dar algoritmos para cal-
cular aproximadamente A-l, la inversa de A. Sin
embargo, queremos hacer enfasis en que en la mayor
parte de las aplicaciones el cdlculo de A~ es
innecesario y consume tiempo exageradamente. Si se
desea finicamente la solucidén de (1.1) los métodos
expuestos aqui serdn mds rdpidos, y por lo tanto
mis baratos, que primero calcular A-l y luego

formar A-lb.

El método mas conocido y estudiado para la solucidn
de (1.1) es el método sistemdtico de eliminacidn de
Gauss, ver ﬁJ, @ﬂ. La eliminacidn gaussiana con-
siste en factorizar la matriz A = LU en una ma-
triz L triangular inferior y una matriz U tri-
angular superior. Sin embargo, cuando los sistemas
lineales son de un orden muy grande, las matrices
son en general dispersas (cuando muy pocos de los
elementos no son cero). Por ejemplo, la solucidn
de un problema de Ecuaciones Diferenciales puede

ser aproximada por medio de Ecuaciones de Diferen-
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cias Finitas sobre una red de digamos 5.000 opuntos.
La matriz correspondiente es de orden 5.000%x5,000;

pero sdlamente hay 25.000 de ellos diferentes a ce-
ro., Con este tipo de matriz la eliminacidn de Gauss
tiene una desventaja impresionante pues cambia mu-

chos de los elementos cero en elementos que no son

cero. En el ejemplo de arriba, el usuario de elimi-
nacidn gaussiana tiene que contentarse con reservar
mds de 100.000 elementos. En contraste con la eli-

minacidn gaussiana los métodos iterativos, como ve-
remos, hacen uso solamente de la matriz original,

y entonces se conservan las propiedades de la ma-

triz a través del proceso.

La clase de métodos que nos interesa aqui se obtie-
ne separando o dividiendo la matriz A en dos par-

tes como sigue:

A=M-N (1.2)

donde M y N son matrices de dimensidn nxn.

(m)

Definimos una sucesidn de vectores X , por medio
de las ecuaciones
ux (ML) o (M) 012, (1.3)

donde X(O) debe especificarse inicialmente. Usual-

mente se requiere que M tenga una inversa fédcil-

mente calculable; claro estd, si la sucesidn de



vectores asi definida converge, el limite serd una

solucidn de (1.1).
Los ejemplos mis comunes de separacidn son:

(i) El método de Jacobi o método de desplazamien-

to simultédneos,

(ii) El1 método de Gauss-Seidel o método de despla-

zamientos sucesivos,

(iii) E1 método de sobre relajacidn sucesiva 0 S.0.

R. (Succesive Over Relaxation),
los cuales se pueden describir como sigue:

En el caso del método de Jacobi, D denota la ma-

triz diagonal cuya diagonal es la de A y se toma

M =D, (1.4)

luego, en este caso, cada paso de la iteracidn en
(1.3) solo necesita la solucidn de un sistema dia-
gonal de ecuaciones. Obviamente una condicidn nece-

saria para que esto funcione es que as; £ 0.

En el método de Gauss-Seidel, se escribe
A =D+ E+F donde E y F son matrices trian-
gulares estrictamente inferior y superior respecti-

vamente y D es la diagonal mencionada antes.

y



Entonces se toma

M=D+E, (1.5)

en este caso un sistema de matrices triangulares es

todo lo que hay que resolver en cada iteracidn.

En el tercer método introducimos un pardmetro numé-

rico w , pardmetro de relajacidn como sigue:

M = % (D + wE) , (1.6)

N = = ((1L - w) D - wF) ,
W

ya que M sigue siendo una matriz triangular infe-
rior, el sistema que hay que resolver en cada ite-

racidn es un sistema triangular.

Observamos que para el valor w = 1 se obtiene el

método de Gauss-Seidel.

2. Convergencia.

Antes de proseguir debemos determinar condiciones

X(m), dadas por 1las

bajo las cuales las sucesiones
separaciones de A descritas en 1., convergen. En

general, de (1.3) podemos observar que



L) oyt gy (m) oyl m >0 (2.1)

Definamos

M - x(M x| mxo, (2.2)
donde X es una solucidn de (1.1) y e(m) es el
vector de error asociado con X(m). Dado que

MX

NX + 4d ,

tenemos:

X =M NX + M Yd.

Si definimos

B=M N,
obtenemos
Jm) g (m-1) o p(m) (o)
Luego la sucesidn de vectores x(m) satisface



(
Iim X‘m

:X,
nam
si y sdélo si ,
: (m)
lim e =0 ,
m-+o

donde los limites son

Luego lo que buscamos

tomados en cada componente.

son condiciones que aseguren

que
lim B™ e(o) =0,
m->co

para todos los vectores e(O), lo cual es equiva-

lente a determinar cuando

1im B™ = 0
m->o°

donde 0 es la matriz nula.

Para esto definimos el radio espectral p(A) de una

matriz A como el maximo de los valores absolutos

de los valores propios de A, o sea

p(A) = max{|x] : Ix



Con esta definicidn podemos enunciar el siguiente

teorema.

Teorema 1. Sea A una matriz cuadrada cualquiera,

entonces lim AT =0, si y sélo si, p(A) < 1.
r->o
Demostracién . (==>) : Asumamos que |A| > 1 pa-

ra todo valor propio A de A. Entonces A" £ 0

puesto que si AX = AX entonces ATX = ATx (r =

1,2,...). E1 cual no tiende a cero cuando r3x,

(=) : Si A tiene valores propios distintos en-

tonces existe una matriz no singular P tal que

A = P-l A Pm donde A = diag (Xl,..., An)

Pero AY = P-lArP + 0 cuando »r > «,.

El caso en que A no tiene valores propios distin-

tos, puede encontrarse en Varga Eﬂ.

3. Teoremas de Gersgorin,

Los siguientes dos teoremas de gran simplicidad,
que casi nunca se incluyen en cursos de Algebra Li-
neal, son muy ftiles para estimar el radio espec-

tral de una matriz.

Teorema 2. (Teorema del circulo de Gersgorin).

Sea A = (aij) una matriz compleja de nXn y sea



n

A, = § |a

] j=1 1]
j#i
Entonces, todos los valores propios A de A es-

tan en la unidén de los discos.

D, = {z ||z - aijl < Aj} , 1 i €n

N

Demostracidn. Sea A € 0(A) y sea X un vector

propio de A <correspondiente a A. Normalizamos X

de forma tal que max |X.| = 1. Luego
"y i
1g€ign
n
- . " ex X i <
(A aij) X .Z al:l XJ , 1 ¢ign,
j=1
j#i
en particular si |X_ | = 1, entonces

luego A € Dr. Ya que A era arbitrario, se con-
cluye que todos los valores propios de A estén en

la unidn de los discos.

Antes de presentar el segundo teorema de Gersgorin



debemos definir el concepto de irreducibilidad. De-
cimos que una matriz A es seducible si existe

una matriz de permutacidn P tal que

PAP s

donde B y C son matrices cuadradas. Si tal matriz
P no existe, se dice que la matriz es irreducible.
Una matriz de permutacidn es una matriz que consta
de ceros y unos, con exactamente un elemento no nu-

lo en cada fila o columna.

Teorema 3. (Segundo Teorema de Gersgorin). Supon-
gamos que A = (aij) es una matriz irreducible vy
que un valor propio A de A es un punto de fron-

n
tera de la unidn de los discos \J Di' Entonces,
i=1

Ix - | = A, , 1g&ign

. P
1]

La demostracidn la puede encontrar el lector en

Varga [3].

Una matriz se dice de diagonal estrictamente domi-

nante si

| i = 1,2,55s;0 (3.1)
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Ahora podemos establecer las siguientes consecuen-
cias directas del teorema del circulo de Gersgorin
y de esta definicidn. Primero una proposicidn que
nos ayudard a establecer una propiedad suficiente
para que los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel con-

verjan.

Proposicién. Si A es una matriz compleja de dia-

gonal estrictamente dominante, entonces A es no
singular y los elementos diagonales de A no son

cero.

Demostracidn. Si los elementos de la matriz A

satisfacen (3.1), entonces por el teorema del
' ¢irculo de Gersgorin los valores propios son dis-

tintos de cero.

Y segundo, un teorema que establece una propiedad

suficiente para que el método de Jacobi converja.

Teorema 4. Si A es de diagonal estrictamente do-

minante, el método de Jacobi converge.

Demostracidén. De las ecuaciones (1.3), (1.4) 'y

(2.2) tenemos

(k1) o plp 4 py oU¥)

Sad: €. 844 Dir(E + F) , G = (gij)' Entonces
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Hexg '§1 1) <1 » puesto que A es de diagongl
N £ 1
j#i

estrictamente dominante; luego

entonces p(G) < 1 por el teorema del circulo de
Gersgorin. Finalmente con la ayuda de la proposi-

cidn establecemos el siguiente teorema.

Teorema 5. Si A es de diagonal estrictamente do-

minante, el método de Gauss-Seidel converge.

Demostracidn. De (1.5) vemos que en este caso de-

bemos probar que p(Ll) < 1 donde

L, = - (D + 0)

Observamos que (D + E)-l existe puesto que

a £ 0 para cada i por la Proposicidn. Tomemos

ii
X # 0 un vector propio de Ll correspondiente a
un valor propio A € O(Ll). Esto es L X = AX .

Luego,
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[ +E) + F] x

"
o
°

Asumamos que |A| > 1, entonces

(D + E + A'lr) X

i
o
-

ya que A es de diagonal estrictamente dominante
y |A] » 1 no es dificil mostrar que D + E + A 1F
también es de diagonal estrictamente dominante;
luego, por la proposicidn, D + E + A"1F  es no
singular. Entonces X = 0 1lo cual es una contra-

diccidn. Entonces |A| < 1, A € G(Ll)°

4., Comparacidn de los métodos de Jacobi y de Gauss
Seidel.

Mirando a las ecuaciones (l1.4) observamos que el
método de Jacobi, componente por componente, con-

siste en la iteracidn

n a,. d.
x§k*l) =- 1 A s -1, (4.1)
j=1 %ii ii
j#i
i=1,2,...,0 k 2 0,

Observamos que en el método de Jacobi uno debe

L (1)

usar todas las componentes del vector mien-
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tras calcula las componentes del vector X(k+l)<

Intuitivamente, pareceria mas atractivo usar los
iltimos estimativos de las componentes en todas
los chAlculos sucesivos, esto da origen al siguien-

te método.

w(k#1) _ o i y (k+1)
ii%i s - ad 3
(4.2)
n :
-y a. x4 4., i=1,2,..n, k 30
Jodep o el P

Pero el método descrito en (4.2) no es otro que una
descripcidn componente por componente del método de
Gauss-Seidel dado por (1.5). Luego el método de
Gauss-Seidel tiene la ventaja sobre el método de
Jacobi de que no requiere que simult@neamente se
x(ik)

guarde en memoria las dos aproximaciones y

X§k+l) durante el curso del cdlculo.

Lo anterior nos da un criterio de comparacidn desde
el punto de vista de economia de memoriaj; ahora
queremos comparar la efectividad de los métodos
iterativos con respecto a convergencia y para esto
introducimos el concepto de rata de convergencia
R(H) para un método cuya matriz de iteracidn es H

dado por

R(H) = - log p(H)
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La utilidad de la rata de convergencia proviene de
que se puede demostrar que el niimero de iteracio-
nes necesarias para reducir un error inicial por
un factor prescrito es inversamente proporcional a
la rata de convergenciaj; ver [3]. Claramente a me-
nor radio espectral mayor rata de convergencia.
Luego, si H depende de un parimetro w, éste se

escogerd de tal forma que p(A(w)) se minimice.

En los casos de importancia practica, se puede mos-
trar que el método de Gauss-Seidel converge mas réa-
pidamente que el método de Jacobi. Por ejemplo,
cuando una matriz es de diagonal estrictamente do-
minante. También se puede demostrar que en ciertos
casos esos métodos son ambos convergentes o ambos

divergentes.

50¢ 1850 Rus

El tercero de los métodos descritos en 1 estd re-

lacionado al método de Gauss-Seidel. Si definimos

X(k) promedio de

- i-1 n
iix(ik"l): R TR LAt A ai.ng) +d,,
j=1 33 j=i+1 33
(8¢1)
i = 1,2,...,0 , k »0,

y luego aplicamos un factor de relajacidén w en

15



la siguiente forma:

gURHLl L k) o i gplkallor pikd}
b 1 1 1
(5.2)
= (1 - w)ng) + w§€k+l)
& 1

combinando (5.1) y (5.2) en una sola ecuacidn, ob-
tenemos:

X(}<+l) k)+

(D + wF) {(1 - w)D - wF} x( wd, (5.3)

X >0,

que es el método de sobre relajacidn sucesiva
(S.0.R) el cual requiere guardar en memoria un so-

lo vector de aproximacidn en el curso del Cdlculo.

La ecuacidn (5.3) se puede reescribir como

X(k+l) (17¢ wh)TH {0 Lo WY 0% wU}X(k) +
ARAETERE TS b A T
-1 -1 " .
donde L =D E y U=-D F, La matriz de ite-

racidn del método S.0.R Lw estd dada por

1

L, = (1'- wh) © {(1 - w)I + wU}. (5.4)
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Notemos que w = 1 da el método de Gauss-Seidel,

como era de esperarse a partir de (5.2).

El factor de relajacidn w se debe escoger de tal
forma que acelere la convergencia, luego se ha de
escoger en tal forma que minimice p(Lw) como fun-
cidn de w. El siguiente teorema nos da una idea

de ddnde buscar ese minimo.

Teorema 6. (Kahan). Si Lw est3d definida como

en (5,4), entonces
p |, >, w -
( w) * I ll

con igualdad solamente si todos los valores propios

de Lw tienen mddulo |w - 1].

Demostracidn. Sea ¢(A) = det(AI - Lw)’ el polino-

mio caracteristico de Lw; ya que L es estricta-
: 3 ; -1 .
mente triangular inferior, (I - wlL) existe y

det(I - wL) = 1. Luego

o (A)

det(I - wL) det(AI - Lw)

det[(1 - wL) (I - Lw)]

det[(1 - wL) (I-(I - wL) TR - w1+ wub)]

det[A(I - wL) - (I - w)I - wU]

17



det[A(I - wL) - (I - w) I - wu]

det[(w + A - I) I - w(AL + U)] ,

Pero

¢(A)

TT (-2,

i=1

luego

(w - 1)°

n
6(0) = (-1 T A; = det((w - 1) I - w0)
i=1

de donde
i

3 n
ot 1" = By Il > v -3l

con igualdad solamente si todos los valores propios
de L tienen mddulo |[w - 1|. Luego debemos buscar

el valor éptimo en el intervalo (0,2).

6. Determinacidn de pardmetro Sptimo Yopt

Dada una matriz A de orden n, y un entero m > 2,
decimos que A es tridiagonal de m bloques si se

puede escribir como

18



Fy N
D2° FQ’ (:)
E2 ... ...
.. Dm-l Fm—l
<:> .Em-l Dm N

son matrices cuadradas.

Si las ma-

donde los Di's

trices Di

son diagonales entonces decimos que

es diagonalmente tridiagonal

A

de m bloques. Por G1l-

timo se dice que si existe una matriz de permuta-

P

nal de m bloques,

(A).

cidn tal que

PAPT

entonces

A

es diagonalmente tridiago-

tiene la propiedad

Ahora podemos enunciar un teorema que nos da el va-

lor dptimo de w en un caso particular,.
Teorema 7. Si A tiene propiedad (A), A =D + E
+ F, G=1L+ U la matriz del método de Jacobi y
Lw como antes, entonces
W = : (7.1)
opt 1 + /1 = pLay
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D(Lwopt) L TR U (7.2)

En prdctica, probablemente el factor mds importan-
te del uso de S.0.R. es hallar el dptimo paréametro.
Es mejor sobreestimar que quedar corto como lo

ilustra la figura 1.

P(Lw)

!
wDP'.—i __________ N_ _—
|
|
|
|
|
|
|

Figura 1

7. Comparacidn de los métodos.

Si una matriz cuadrada A satisface la propiedad

(A) entonces

R(Ll) = 2R(G),

20



R 2/R(L.)
R(L pt) 2 R(Ll) 3

wo
. -4
por ejemplo, en el caso de que R(Ll) = 10 5
R(L ) v 0.2, esto es 200 veces mds rdpido. Por
wopt
lo tanto, en el caso de que A satisfaga la pro-
piedad (A), el método de S.0.R. es el mds rdpido

de todos en converger.
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