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CONSTRUCCION DE NUMEROS NO CONVENCIONALES
A PARTIR DE LOS RACIONALES

por

Yu Takeuchi

1. Construccidn de los niimeros no-convencionales

a partir de Q.

%
sea F un filtro maximal en IN.
Consideremos el conjunto & de todas las sucesio-

nes de nfimeros racionales. Dadas (an),(bn) e G ,

si existe una sucesidn (cn) + 0 tal que

%
{n:an < bn+ cn} eF

decimos que
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(an) K3 (bn) s

[1] si (an) < (bn) y (bn) < (dn) entonces

(an) < (dn)°

Demostracidn. Existen (cn) > 0 , (c;) + 0 tales

que
{n:a_ & b + c } {n:p £ d + c'} G'?*
nS "n n 2 *"n S Tn n
luego:
{n:a_ g d + (c_ + ¢c!')} e F*
*“n Y Tn n n

puesto que

{n:an§ dn+(cn+c;)}=9{n:an$ bn+cn}r\{n:bd$ dn+c;}._
[2] si (a) s (b)) y (a') € (b!) entonces
(a_+ a') & (b_+b!).

[3] si (a ), (bn)GG entonces

(a )¢ (b)) &  (b)s (a).
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o - ° *
Demostracidn. Si {n:an K3 bn+ 0} € F entonces

. *
(an) RS (bn). Si {n:an < bn+ 0} ¢ F entonces

%
{n:bn < an} e F , luego
%
{n:b < a+0}e®
n n
esto es:
(bn) < (an) R
Decimos que
(a ) v (b )
si
<
(a )€ (b)) y (b ) € (a) .

DJ (a )~ (bn) si y sdlo si existe una sucesidn

(cn) + 0 tal que
* °
{n:]a -b | $c }eF . (iEvidente!) =
n n n

[ﬂ (an) ~ (bn) si y sdlo si existe
%*
{t(j) : j e N} €F tal que

187



b > . P
lat(j) bt(j)l + 0., (iEvidente!) w

[6] ~ es una relacidn de equivalencia. (iEvidente!)

Decimos que

(an) < (bn)
si
(an) < (bn) y (an) v (bn)'
[7] Si (an) < (bn) = (dn) y (an) ~ (dn)
entonces
(an) N (bn) . (bn) 3 (dn). (iInme-
diato!). =
[8] si (a) < (b)) y (b ) § (d ) entonces
(an) < (dn). (iInmediato!)m
Eﬂ Si (an) < (bn) y (dn) 6'(en) entonces
(an+ dn) < (bn+ en). (iInmediato!)m
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[10] si (an)~(bn) = (a - b )~ (0) entonces

(an) v o0 ) (bn) ~ 0.

*
Demostracidn. Existe S = {n(j) : j eN} € F

tal que
(i) Paciy T 0 -
Sean
{k(i)} = {k(3) € s/]a; (5] € |By(gyl3s
{t(3)} = {t(3) € s/lat(j)l > lbt(j)l}’
entonces

Brein!” € 1oy Pyl o el <laesy Py
si {x(j)} , {t(j)}.son infinitos, como
{x(§)} e s y A{t(i)} s
se tiene que
)" Pr(iy T 0 Y 29y Py T 0

luego:
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() T 0 Y .abeeyyt 0.

si {x(j)} e ?* entonces se tiene que (an) ~n (0).
si {kx(j)} ¢7’* :ntonces s - {k(3)} = {t(j)}e?'*
(puesto que S € F ). Luego:

(b_) ~ (0).

Notese que si {k(j)} es finito entonces

{x(j)} ¢?'* , luego {t(3)} e 7" , asi que

(b )~ (0). m
n
[11] si (a ) > (0) 'y (bn) > (0) entonces
{a )+(b_) = (a_+b_) > (0).
n n Dy B

Demostracidn. Como (an) > (0) , (bn) > (0)

existen (cn) o 1 y (cg) - 0 tales que

% %
:0 & € :0 & + c! .
{n:0 ¢ a_ + cn} F y {n:0 g b cn} er
Primero demostramos que el conjunto

%
A = {n:an < 0} CIN no esti en ¥
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.
Supongamos que A € 7 entonces

*
{t(3):7 eN} = {n:an\< 0}N{n:0 g a + lcnl}e?'
luego:
g = <
0.€ -ay(gy € legeyyl >0
o sea que

|a )|+0 y {t(j) : § enw} G’F* .

t(j
esto es:

(an) n (0) (iabsurdo!).

Por lo tanto se debe tener que:
%

N - A = {n:an >0} € ?, (1)

De la misma manera:
*
{n:p_ > 0} €eF (2)

De (1) y (2):

%
{n:an >0} N {n:bn >0} e F
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luego:
{ > 0} € ?ﬁ
n.an.bn ’d O b
esto es:
. >
(an bn) 7 (0) °
De [10] se tiene que (an° b ) % (0), entonces:
(a_°- b ) >(0) . m
n n :

[12] si (a ) > (0) entonces {n:an >0} e’

(Ver (1) de la propiedad anterior).

o .
Nota. {n:an >0} eF no implica que (an) > (0).
Por ejemplo, (%) ~v o (0) y % >0 para todo

n € IN.

[13] si (an) > (0) existe (bn) 3 (an) tal que

bn >0 para todo n € IN.

s *
Demostracidn. Tenemos que {n:an > 0} € .,
Sea

a si a >0
n n
bn =
1 "
= < 0 .
= si a <

192



Entonces bn > 0 para todo n € IN , ademds:
- >
|bn an 0 (n "m) s

luego

(an) 4" (bn). .-

[1u] Sea (¢) una sucesidn constante con c¢ > 0.

Si (0) < (a ) € (c) entonces existe (b ) ~n (a )
n n n

tal que
0 < bn <ec para todo n € IN.
Demostracidn. Como (c - an) > (0), se tiene que:
] %
{n:c -a_ > 0}(\{n:an >0} e¥ .
Sea
a si c >a >0
n n
bn o c
= en otros casos,
entonces c¢ > bn > 0 para todo n€N , vy
la_ -b | -0 (cuando n +),
n n
o sea:
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(a_) v(b ). m
n n

[15] Sean (a_), (b_) tales que (a - b ) conver-
n n n n

ge a un limite positivo, entonces (an) > (bn)°

Demostracidn. Si lim (a_- b ) = ¢ , sea
n
n-=>o©
b-a +c¢c=c¢ , entonces c =+ 0 y
n n n n
a+c =Db + c¢c >0b para todo n € N , 1luego:
n n n n

E3
{n:bn € a+ cn} =N € F §
esto es,
(bn) < (an).

Evidentemente no existe una subsucesidn de (an- bn)

que tiende a cero, luego:

(a ) ® (b)),

(a ) >(b ). =
n n

[16] si (a_) ~ (bn) y (dn) v (f ) entonces:
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(an+ dn) v (bn+ fn) X (an— dn) v (bn' fn).
(iEvidente!). =

[;Z] Si (an) ~ (0) , (%) % (0) , entonces

(an- bn) v (0).

Demostracidn. Sea A = {n:VIanlolbnl > 1}
%

Supongamos que A € F , entonces
A= {n : I; | <V|an|}
n

Como (an) ~v (0), existe B = {s(j) : j e} e ?*

tal que Ias(j)l + 0 , luego:

Vlag eyl + o

%
Como B Nae P entonces (T%%T) ~v (0), o sea:
n

(_%;) n~(0) (iabsurdo!)

Por lo tanto se tiene que:

%
Aegr
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luego:

=
!
>
n

{n: /]a_|- Ibnl < 1} =

n

%
{n: Ian.bn|$ Vlanl}e?' -

*
Como (N - A)NB € F , se tiene que (Iaﬁbnl) v~ (0)

o sea que:
(a -b )~ (0) .
[18] sean (a ) v (b)) , (d)~ (f) tales que
(;;11-) % (0), [?;1-] % (0),
entonces
(an-dn) " (bn-fn). (%)

Demostracidn.

(andn) - (bnfn) = (andn) - (anfn) + (anfn) - (bnfn)
= (an'(dn'fn)) + ((an'bn)'fn) ~v(0) + (0) v (0)

(*) Supdngase que a_ # 0, f_ # 0 para todo n € IN.
Esta no es una pestricci®n esencial ya que dada
(a_) existe (a') ~ (a_) con a' # 0 para todo
n € IN. Considérese: aﬂ =a 81 a, £ 0, F si
an = 0., =
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puesto que

(a_nl.) ¥ (0), (d_-f )n(0), (-f-%) % (0), (a_-b )n (0).

Sea Gl la familia de todas las sucesiones,

(an)e 6, tales que

( ) % (0) ((*) Nota anterior).
A A
Sea IR%* =G‘1/& entonces R* es un cuerpo.
Si a elﬁ* es la clase (en IR*) que contiene la

sucesidn que tiende a un nfimero real a entonces

la identificamos con el niimero real:
a = la clase [(an)] con (an) > o.
Asi se tiene que:
R € R¥% .

En el prdximo pardgrafo se muestra que IR # R*.

A
Observacidn. Para construir al cuerpo IR* hemos

utilizado la familia ©® de las sucesiones racio-
nales. Comenzando con las suces1ones de niimeros
reales podemos llegar al mlsmo cuerpo lR*, ya que
dada una sucesidn de niimeros reales (xn) existen
dos sucesiones de nfimeros racionales (an) y (aé)

tales que 197



a < x_ga!' , a'-a_=+0 (n + =),
n n
esto es:

(an) ~ (a;) N (xn)° -

° < o o o Q A
2. Existencia de un infinitesimal en TR¥,

A
Decimos que € € R* es un infinitesimal si
—c <e<c (8 |eg] <ec)

para todo c¢ real positivo.

A
Proposicién. Existe en IR*, por lo menos, un infi-

nitesimal.

Demostracidn. Sea {an: n €N} un conjunto de né-

meros racionales denso en [p,i] (*).

Sea # la familia de todos los conjuntos, S, tales

que

(*) Basta considerar una sucesidn (a_) tal que los
l1imites de subsucesiones convergentes forman
una sucesidn que tiende a cero, por ejemplo:

1 1 Lo Xl R olr (¢ ol gk

1
(l: 19 5’ 1, '2‘9 '59 1, '2'a 39 E‘s 19 53 5’ E, g ’
1
l,.E’ e e o @ ) ]
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S = {n:an <c} - {t(3)} con ¢ > 0 real,

donde el conjunto {t(j)} €W es finito, infinito
6 vacio tal que {at(j)} tiene a lo mds un nfimero
finito de puntos limites. Se puede comprobar inme-
diatamente que F es un filtro en IN. Sea F* un

filtro maximal mds fino que # (*), Si € es

la clase en [R* representada por la sucesidn (an):

€ = [(an)] R

entonces € es un infinitesimal positivo (de acuer-
%
do con el filtro # ). En realidad, dado ¢ > 0

real, tenemos que:
e %
{n:an<c}e¢' - {n:0<an}=le7-'
luego:
(0) £ (an) < (c).
Ahora, supongamos que

(an) ~n (0),

(*) En realidad, #Z®*es un ultrafiltro de Fréchet.
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*
entonces existe {s(j)}e ZF tal que
->
%s(3) X
Pero:
: . . *
N - {s(j)}e Fecr
esto es,
. %
{s(j)} ¢ F (iabsurdo!)
Por lo tanto se tiene que:

(a)'ﬁ(O),
n

asi que:

0 <e<gec (para cualquier ¢ real),

esto es, € es un infinitesimal,

3. Algunas prcpiedades de los infinitesimales.

Sea E el conjunto de todos los infinitesimales y

~
el cero en R¥*.

[1] El conjunto E es equipotente a IR.
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Demostracidn. Si € € [ entonces xE cE para to-

do x €R. Si x #y, x,y € R entonces

xe # ye ,

luego £ contiene un subconjunto equipotente a R.
Como el conjunto de todas las sucesiones de niime-
ros racionales es equipotente a JR, se tiene que

E es equipotente a JR. =

[2] Sea € un infinitesimal positivo, entonces

€E<]R es un subconjunto propio de E.

Demostracidn. Evidentemente € IRCE .

Supongamos que E = €R ; entonces existiria un

x €IR tal que

puesto que 32 <« E, ¢ # 0, luego:
€ = x€R (iabsurdo!) w
[3] Sea € un infinitesimal positivo, entonces

€ 2.8 U I(Rices>T g (Priss 2:0 (1)
1/2 1/3 1/n (2)
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Existe un infinitesimal positivo n tal que

0 <n< e (para todo n € IN).

Demostracidn. Las relaciones (1), (2) son evidentes,

1
Sea € =[(ak)J con 0 <a <3z para todo k.

Consideremos:
n = [ﬂbk)] con b, = (a)) ;
Dado n € N, tenemos:
%
{k : a, < %}e&?‘

puesto que (a,) es un infinitesimal; luego:

k
1l/a
k n *
{x (a,) < (a)}le?F
k k
esto es: n<g e”
Evidentemente: 0gn

Supongamos que

n=0, o sea, (bk) ~n (0) ,

%
entonces existe {t(j)}e€ F tal que

bt(j) -+ 0 (] » =),
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o sea,

log b *log a’ > - o,

5630 T t(3)

(o)

1 1 .
( at(j)) log(at(ji) o (f(j) v

esto es:

1
2t (9)

> o ,38,

& ol
t(3)
Por lo tanto se tiene que:

(ak) ~ (0) (absurdo!) =

Dﬂ Sea € un infinitesimal positivo, entonces ee_

no es un infinitesimal.

Nota: Si € = [(an)] (con a > 0) se define que

a
e = [ (an) n ]‘-

Dem ion. = < < 1.
emostracidn Sea ¢ [(an)] con 0 a_

Sabemos‘que:

(an) . 5 (= > 0 para todo n € NN,
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€ ’ g o
Por lo tanto, € no es un infinitesimal. ®w

~
°

. * e £t 1
Decimos que a € R es infinito si

la] > x para todo x real positivo.

" . sty . 1 Sl s
Si € es un infinitesimal, entonces Y es infini-

*
Sea B =R - {infinito} , entonces B es un ani-

llo, y E es un ideal maximal de B, se tiene:

Tenemos:

E c IR f <ot B < ﬁ*

(infinitesimal) (reales) (# infinito) (no-conven-
cional)
-

L4 * A*
4, Relacidn entre R y R .

Sea ,@a> la familia de todas las sucesiones de nfii-

meros reales, entonces definimos & , ‘v como sigue:
(a_) & (b)) i {’ sbleF”
a si n : a
gt N n n~ "n ’

(an) N (bn) si (an) < (b)) y (an) > (bn).

Sabemos que:

o
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*
En R , un nimero real x es la clase que contie-

ne la sucesion constante (x).

- ° 2 l . ° o
Nétese que la sucesidn (;) representa un infinite-

simal positivo en R .

A%
0jo! (%) = (0) en R ), también lo es la suce-
n (an) utilizada en 2, obsérvese que la cla-

e (an) no contiene sucesidn convergente a cero.

En ,R*, sea El el conjunto de todos los infini-
tesimales y el cero. Sea Eo el conjunto de todos
los elementos de R* representados por sucesiones
convergentes a cero, entonces se tiene evidentemen-

te que:

*
La existencia de la clase en R que no contiene

la sucesidn convergente a cero nos indica inmedia-

tamente que:

i E - > >
[l] Si n € Eo’ nekE Eo’ n, 0, n 0

entonces
o

Demostracidn. Sean no =[(an)] con a + 01,

n = [ )].
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Supongamos que no > n entonces

{n : b & an}e 'F*,
Considerar:
b si bn £ a
% si b > a "
entonces

0 (n » ) (absurdo!)m

oo
+

n
(b_ ) ~ (bn) y

*
faeR: I ¢E}

*
B. =R - {infinito} "

%
B = {a€R : % ﬁ'Eo} : entonces tenemos:

mlcno s Bl#mo.,

%
ﬁi-—Bo es el conjunto de todos los infinitos repre-
+

sentados por sucesiones divergentes hacia = x, Te-
nemos:
k. c E € ®R € B_€B; ©R
° 3 ° - o ° ° - ° + b -
‘é&ﬁéiége (;gizgzze (real) (# inf.)(#+% )(no 902
sucesidn-0) A il
nales)
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Hay los siguientes isomorfismos:
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