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APLICACION DE LOS PROCESOS DE DIFUSION A

LA PLANIFICACION DEL DESARROLLO ECONOMICO.

por

Guillermo L.Gdmez M. y Gerhard Tintner

Resiimen.

Bajo la hipdtesis de que el desarrollo econdmico
es un proceso de difusidn, hemos investigado empi
ricamente la capacidad de prediccidn del presente
modelo. Para resolver la ecuacidn diferencial es
toc8stica, a través de la cual se controla el sis
tema, empleamos un método indirecto con la ayuda
del principio de médxima verosimilitud. Primero
hemos supuesto que el vector velocidad del proce-
so de difusidn s8lo depende del tiempo. Luego,

hacemos la hipdtesis mds realista de que el vec-
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tor velocidad depende también de los cambios rela-
tivos en los gastos del gobierno y en la inversidn
privada. Asi este modelo podrd ser usado en la e-
conomia politica, con ayuda de la teoria matemdti-

ca del control dptimo.

§ 0. Los problemas de la planificacidn econdmica
han adquirido gran importancia en las tres dltimas
décadas. La reconstruccidn econdmica despu€s de
la Gltima guerra mundial, el enfrentamiento y la
creciente dependencia econdmico-politica, financie
ra y comercial entre el mundo industrializado y el
llamado tercer mundo, la politica mundial de las
materias primas y la complejidad creciente del sis
tema socio-econdmico-politico y administrativo de
los paises industrializados han sido los m@s domi-
nantes .estimulos de este inter@&s. E1l surgimiento
y resurgimiento de algunas teorias matematicas du-
rante la filtima guerra mundial ha ofrecido un te-
rreno fructifero a algunos problemas metodoldgicos

de la planificacidn.

El presente trabajo, el cual pertenece a una serie
de estudios sobre la planificacidn del desarrollo
econdémico, constituye una contribucidn preliminar

a esta problemdtica y quiere motivar a matemdticos,
estadisticos, economistas, ingenieros, etc., de

los paises en via de desarrollo a poner sus conoci

mientos académicos y técnicos al servicio de la 1lu
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cha contra el subdesarrollo, el hambre, el desem-
pleo, las deficiencias en la salud piiblica, la ig
norancia, miseria y dem3s males que plagan hoy en

dia a dos terceras partes del mundo.

§ 1.1 La variable x(t) de dimensidn k x 1 repre

senta el estado del sistema:
g fied ]

_ x2(t)
x(t) = (1.1.1)

°
.
°

xk(t)
_ |

La siguiente ecuacidn diferencial representa el

movimiento del sistema:
x(t) = f(x(t) , t) + nu(t), (1.1.2)

donde 1i(t) representa todas las perturbaciones ex
ternas del sistema de cardcter deterministico o es

tocdstico.
—u(t) —» (:) — i(t)——’[zzgij———b x(t) —
A

perturbaciones

p(t)
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Suponemos que nuestro sistema es observable. Esto
significa que disponemos de un sistema de medicio
nes (Fig. 1.1.2) que nos permite reconstruir el
estado del sistema a partir de mediciones que no

estdn libre de error:

l

v(t) - perturbaciones

!

— x(t) —> | h (s , t) | ——— z(t) —>

donde v(t) representa las perturbaciones del sis-
tema de mediciones, que pueden ser de caracter de

terministico o estocastico.

La siguiente ecuacidn representa el sistema de ob

servaciones

z(t) = h(x(t),t) + v(t), (1'1°39)

donde v(t) es un murmullo blanco (white noise),
que representa el cardcter deterministico o esto-
cdstico de las perturbaciones de las mediciones.
h(x(t),t) es una transformacidén vectorial 1 x 1

del estado x(t) en observaciones de estado z(t).

Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
(1.1.2) y (1.1.3) significa determinar la trayec-
toria de la variable x(t) para cada tiempo t 'y

para cada sistema de condiciones iniciales. En el
caso deterministico, el conocimiento de x(%) pare
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algin t fija univocamente la trayectoria para ca
da sistema de condiciones iniciales. Para el caso
estoclistico es ademds necesario determinar la dis-
tribucidén de la probabilidad de la trayectoria. La
?eoria estoclstica de la estimacidn aunque ha alcan
?ado un gran nivel de desarrollo en el caso lineal,
?610 ofrece soluciones satisfactorias para algunos
éasos no lineales [3,6,11,17]. Se dedica atencfén
espeéialmente a aquellos problemas en donde la dis
tribucién de probabilidad se puede determinar cono
cido un nfimero finito de estadisticas suficientes,
por ejemplo, la media y la varianza [1,5,6, 17‘].
Una alternativa de interés creciente es la solucid
de casos no lineales aproximidndolos por casos 1li-

neales [16, 18].

§ 1.2. La solucidn x(t) = (xl(t), x2(t),...

o xk(t) ) de la ecuacidn del movimiento de un
sistema econdmico genera, bajo ciertas condicione
un proceso estocdstico cuya trayectoria represen-
ta el crecimiento o desarrollo econdmico. Las tra
yectorias xl(t), x2(t),..., xk(t) y los parame-
tros estructurales pueden ser afectados por deci-

siciones humanas (ver §5 ).

El comportamiento humano juega, por esta razdn,
un papel decisivo en la modelacidn del camino del
progeso. En el §5 mostramos cdmo variaciones
en los pardmetros estructurales indﬁcen en la tra

yectoria del progreso aceleracidn, retraso o es-
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tancamiento, o conducen a un .nivel mayor,; menor o

igual en el valor de las variables en un tiempo da

do.

La consideracidn de incertidumbre en variables como
u(t), v(t) en (1.1.2) y (1.1.3) se justifica te-
niendo en cuenta el caracter estructural y de a-

proximacidn a la realidad del modelo, las practi-
cas usuales en el levantamiento de los datos esta-

disticos y su significado econdmico.
Las siguientes son tres razones muy tipicas:

(1) La imperfeccidn del modelo, puesto que algu-
nas variables han sido excluidas por razdn de sim-
plicidad. Un modelo fiel a la reaiidad seria muy
complicado de describir; mds aGn los cdlculos esta
disticos serian demasiadoc complicados dado que

existieran datos disponibles para cada variable.

(2) Errores de medicidén debido a la cuantifica-
cién de caracteristicas cualitativas y a errores

en las observaciones.

(3) sSimplificacidn en las relaciones entre las va

riables para propdsitcs empiricos.

Puesto que estamos interesados especialmente en mo
delos de crecimiento y desarrollec econdmico es con

veniente hacer las siguientes hipdtesis:

(i) x(t) es un procesc estoclstico evolutivo;

(ii) las condiciones iniciales de las ecuaciones
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(1.1.2) vy (1.1.3) son estocdsticas.

En esta forma queda gstablecido el caricter esto-

céstico de las ecuaciones (1.1.2) y (1.1.3).

Por otrea parte, la introduccidn de elementps pro-
babilisticos en modelos de desarrollo econdmico,
es indispensable para justificar el desarrollo de-
sigual de sistemas con similar estructura econdmi

ca y similares condiciones iniciales. [u4,8,17].

§ 1.3 . Con la intencidn de hacer el presente arti
culo accequible al mayor nimero posible de lecto-
res, reproducimos a continuaci&nvalgunos conceptos
sobre procesos estocdsticos. Tambié&n hemos repro-
ducido en.los apéndices I, II algunos conceptos in
tuitivos de la teoria de sistemas y de la estima-
cién estadistica, que esperamos sean {tiles al lec

tor no experto.

Para @ tratamiento de ecuaciones del tipo (1.1.2)

y (1.1;3) ha sido desarrollado un nuevo mé&todo de

cflculo [?,7,9,16].

Un proceso'de Wiener w(t) es un proceso estocisti
co de Gauss con trayectorias continuas y en nihga
na parte diferenciables con valor medio Ew(t) = 0

y covarianza Ew(t)w(s) = min (s,t).

Un proceso de Gauss estacionario £(t) con valor

medio cero y funcidn de densidad espectral cons-
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tante es llamado un murmullo blanco.

si E(t) y w(t) son pbocesos generalizados, re-

sulta .
w(t) = fo E(s) ds. (1,3,1)

De este modo (1.1.2) adquiere la siguiente forma

diferencial:
dx(t) = £(x(t),t)dt + G(x(t),t)dw(t), (1.3.2)

donde N(t) = G(x(t),t) w(t);x(ty) = c .
A'sf obtenemos la ecuacifn integral de Ito:

t i t
x(t) = ¢ + J_ f(x(s),s)ds+ J_ G(x(s),s)dw(s).
to to

(1.3.3)
La solucidn (1.3.3) de la ecuacidn diferencial es
tocdstica (1.3.2) es un proceso de Markov con tra
yectorias contfinuas y mds afin un proceso de difu-
8idn.
Todo proceso de difusién (suave) es a su vez solu
cién de una ecuacidn diferencial estoclstica de

la forma (1.3.2), donde f es el vector de velo-

cidad y G2 es el coeficiente de difusidn del prp

ceso.

Existen dos métodos probabilisticos bﬁsicos para

abordar la clase de los procesos de difusi&nﬁ

a) método tebrico Indirecto. Este se realiza a
través de condiciones sobre la probabilidad de’

transicibn P(s,x,t,B).
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b) método directo. Este analiza la variable alea-

toria x(t) y sus variaciones.

Ambos procedimientos conducen esencialmente a la
misma clase de procesos (Arnold [2] )4 Dentro de
estas dos clases de métodos existe una variedad

de alternativas. El lector interesado puede diri
girse a Bharucha-Reid [3] para una vista general y

mids literatura.

Un proceso de Markov x(t), t,<t<« T, con valores
en Rk y con trayectorias continuas casi con segu
ridad (almost sure), se llama un proceso de difu-

sién, si su probabilidad de transicidn P(s,x,t,B),

k
para todo s&:[to,T] , X R Zy € > 0, cumple

R

las siguientes propiedades:

a) 1im e P(s,x,t,dy) = 0 3

t-s
t+¥s |y-x|>e

b) existe una funcidén f(x,s) tal que

1im A -[.(y—x) P(s,x,t,dy) = f(x,s) ;
t-s
t¥s l

y-xlSe

¢) existe una funcidn matricial B(x,s) de dimen-
sién k x k tal que:

1im ?%; f (y-x) (y-x)' P(s,x,t,dy) = B(x,s).

tts v iy—X|-S.€

Las funciones f y B se llaman coeficientes del

proceso de difusidén. B(x,s) es simétrica y no-ne-
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gativa definida. La condicidén a) hace improbable
cambios grandes en x(t) en intervalos de tiempo

pequefios:
P(|x(t) - x(s) | € € | x(s) = x| = 1-0(t-s)

f(x(s),s) es el vector de velocidad promedio del
movimiento probabilistico descrito por x(t) bajo
la condicidén x(s) = x. B(x(s),s) es una medida
para la intensidad local de las fluctuaclones de
x(t) - x(s) alrededor del promedio. Es decisivo,
en los procesos de difusidn, que la probabilidad
de transicidén P(s,x,t,B) se determine univocamen
te, bajo ciertas condiciones de regularidad, dados
el vector de impulsc f y la matriz de difusidn B.
Esto es sorprendente ya que f y B se derivan, se
glin definicidn, de los dos primeros momentos de
P(s,x,t,B), los que no determinan en general una

distribucidn.

§ 1.4 Se intenta investigar la tendencia del desa
rrollo econdmico (a largo plazec) la cual se descri
be por medio de ecuaciones diferenciales estocdsti
cas cuya solucidn es un proceso multivariable log-

normal de difusién.

Sobre los coeficientes de difusidn de este proceso
multivariable log-normal de difusidn hacemos las
siguientes hipétesis para efectos de simplicidad

(ver Bartlett [u4], Pawula [12]):
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£, (x(t),s) = £, %5

B(i,j) (x(t),s) = b(i,i)xi xj .
b(i,j)>0 3 b(i,5), f.eR 5 1,7 = 1(1)k.

(1.4.1)

Esto significa que las variaciones esperadas en
x(t) v en la matriz de varianzas-covarianzas son
supuestas proporcionales a los valores reales de
x(t). Si B(x(t),s) es positiva semidefinida, en
tonces la variable x(t) asume variaciones en el
intervalo de tiempo At, aunque estas variaciones

son pequefias para pequefios At.

Estas especificaciones del proceso estocdstico
{x(t), t > 0} resultan muy razonables, si se tiene
en cuenta la naturaleza mudable de la economia, el
caracter continuo del desarrollo econdmico (cuyo
estado varia estocidsticamente), el complejo mundo
interdependiente de las actividades econdmicas y

su difusidn.

La densidad de la probabilidad de transicidn p(s,x,
t,y) de nuestro proceso de difusidn satisface, ba-
jo ciertas condiciones la ecuacidn de Fokker-Planck
(forward) y de Kolmogorov (backward) siguientes
(ver Gihman, Skorohod [7] ) :

op 3 9 x (
%y 2 (fyp) 4+ 2 I b(i,§) .
9t gaq ey Hd 2 4,4=1
__ra? ( )
. y.y.p) =0
I¥go¥y "TLT]
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i "i 9

) k 3p 1 X
9P 4 3 f, x, =—~2+%¥ I  b(i,i) .
=1 Xi i,3=1

32
o X X 0 (1.4.2)

i 7 axiaxj

Transformando las ecuaciones diferenciales parcia-
les parabélicas (1.4.2) en ecuaciones diferenciales
parciales lineales de primer orden por medio de una
transformacidn de Fourier, se puede resolver enton-
ces la ecuacidn de primer orden considerando su sis
tema de Lagrange asociado (ver Pawula [12] ). Asi
resulta la funcidn caracteristica condicional aso-
ciada a p(s,x,t,y). La solucidn para p(s,x,t,y)

tiene la forma:

%
p(s,x,t,y) = (2n(t-sW ¥/ 28|72 (7 vy .
i=1
exp(-> (t-s)~1q) (1.4.3)
donde
Q = (log yi(t)-log xi(s) - Bi(t—s)).
.37 (1log y,(t)-log x (t) - B,(t-5)
B = (b(i,j)),B= f-%(b(i,i)),t>s,i,j=1(1)k
(1.4.4)

con las funciones medias y varianzas y covarianzas

de x(t) siguientes:
E(x;(t)) = x,(s) exp(f,(t-s) ) ;
varianzas - covarianzas:
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VK(x;(t)) = x,(s) exp«fi+fj)(t-s) )

(exp(b(i,j)(t-s))-1) ;

correlaciones:
R(xi(t),xj(t) ) =

exp(b(i,j)(t-s))-1

[exp(b(i,i)(t-5)-1)] "2 [exp(b(§,§)(t-s)-1)] /%’

para i,j = 1(1)k

En el apéndice II presentamos un método de estima
cidn para los coeficientes de difusidén f y B, quie
nes determinan segiin las ecuaciones anteriores 1la

trayectoria esperada de x(t).

Para cada variable xi(t) resulta una tendencia

funcional exponencial. Si las condiciones inicia
les y los coeficientes de difusidn son conocidos,
entonces es posible estimar la trayectoria del de
sarrollo econdémico por medio de las ecuaciones si

guientes:

E(x; (t)) = x;(1) exp(f,(t-1) ),

VK(xi(t),xj(t)) = xi(l) xj(i) exp((fi+fj)(t-1))

(exp((b(i,j)(t-1))-1) ,

para i,j = 1(1)k ; t = 1(1)n.

Con la ayuda de estas ecuaciones y con datos esta

disticos anuales de Colombia para el periodo 1950-
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1972, estimamos las siguientes tendencias funciona
les. Nbétese que la tendencia, seglin nuestra hipd-
tesis (1.4.1), depende sdlo del tiempo (ver Tabla
1.4.2):

ﬁ(xl(t))= 13790.4 exp(0.0555(t-1)); t=1,2,...
és(xz(t))= 10604.7 exp(0.0530(t-1)); t=1,2,..5

E(xs(t))= 1952.1 exp(0.0697(t-1)); t=1,2,...

\E(xu(t))= 760.0 exp (0.0738(t-1)); t=1,2,...

(1.4.5)

Con estas funciones, estimadas de las tendencias nos
resulta posible establecer los prondsticos que a-
parecen la Tabla 1.4.1, para el periodo de tiempo

1973-1982.

§ 1.5 Si se quiere investigar los efectos de me-
didas econdmico-politicas sobre la tendencia (a
largo plazo) del desarrollo econdmico es necesa-
rio introducir en las ecuaciones diferenciales
(1.1.2), o su eqguivalente (i.4.2), variables ins-
trumentos (controles) tales como los gastos del
gobierno, inversiones privadas; impuestos, tasas
de descuento, etc.,... Las variables instrumento,
también llamadas controies, son elementos, que por
su naturaleza se dejan manipular con objetivos eco
némico-politicos. Con este propdsito queremos ex-
tender nuestras hipdtesis sobre los coeficientes
de difusidén en la forma siguiente:
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fi(x(t),t) = fg(t) xi(t) -

B(4,3) (x(£),£)=b(4,3)x; ()%, (£) 5 1,5=1(Dk ,

(1.5.1)

donde:

£i(e) = £, + £.,[8 6()] + £, [a1 ()] ,

PL1,9) >0, £, . F.. £, €R,

Esto significa que 1la tendencia del desarrollo de-
pende ahora no s8lo del tiempo sino también de los
cambios relativos en los gastos del gobierno AG(t)
y en las inversiones privadas AI(t). Esta depen-
dencia actfia directamente a través del vector de

impulsoe f <como (1.5.1) indica.

Asi se obtiene para cada variable xi(t) la si-

guiente funcional exponencial de la tendencia:

E(x () = x;(1) exp(fif (t-1) ), (1 .5.2)

donde:
& n n ‘
fi(t-i) = fio(t-1)+fil T Axs(a)+fi2 T Axu(a)
a=1 a=1
xh(a+1) - xh(d)

Axh((!) = , h = 3,4 )
2

y correspondientemente la siguiente matriz funcio

nal de la varianza - covarianza:

VK( xs (£ xj(t) ) =

= xi(t)xj(t)exp((fi+fj)(t-1)Xexp(b(i,j)(t—l)—i)
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para 1,3 = 1(1)k i 3 .t ™l s2q eee

Con ayuda del principio de mdxima verosimilitud,
de (1.5.1), (1.4.3), (1.4.4) es posible estimar
las componentesdel vector de impulso f del pro-

ceso de difusidén (ver Tabla 1.5.1).

De este modo es posible estimar el vector funcio-
nal de impulso (1.5.3) del proceso de difusidn.

Es claro que el vector impulso (1.5.3) depende del
tiempo y de los cambios relativos en los gastos
del gobierno y en las inversiones privadas ( ver
también la tabla 1.5.2 y compdrese con la tabla

1.4.2).

E(x,(t))= 13790.4 exp[0.043(t-1) +

+ 0.076
a

" Mt

t
Ax,(@)+0.063 I Ax,(a) ],
1 a=1

E(x,(t))= 10604.7 exp[0.037(t-1) +

+ 0.139

t
. Ax3(a)+0.037 I Ax,(a) Ts

1 a=1

Hn ™Mt

E(x,(t)) 1952.1 exp[-0.00065 (t-1) +

+ 0.008
a

i Met

t
Axz(a)+0.926 L Ax,(a) ],
1 a=1

760.0 exp[-0.00055(t-1) +

E(xu(t))

t £
+ 0.9366 L Axy(a)+0.005 I Ax, (a) T
a=1 a=1

(1.5.3)

Bajo la hipdtesis de que las inversiones privadas
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xs(t) y los gastos del gobierno xu(t) crecen con
una tasa que es la tasa promedio de su crecimiento
en el periodo 1950-1972, nos es posible establecer
los siguientes prondsticos (Tabla 1.5.3) para los

afios 1973-1982.

Igualmente establecemos los siguientes pronésti-
cos (Tabla 1.5.4) para el periodo 1973-1982, asu-
miendo que las tasas de crecimiento de los gastos
del gobierno y de las inversiones privadas permane
cen constantes durante el periodo 1973-1982 y tie-

nen valores como en el afio 1972.

También hemos calculado las respectivas méximas
tasas decrecimiento en el periodo 1950-1972 supo-
niendo que los gastos del gobierno y las inversio-
nes privadas crecen con estas tasas durante el pe-
riodo 1973-1982. Los respectivos prondsticos se

indican en la Tabla 1.5.5.

La funcién delatendencia (1.5.3) nos permite esti-
mar la trayectoria del desarrollo econdmico bajo
diferentes hipbdtesis sobre los cambios en las va-
riables instrumentos. Nuestro prdoximo objetivo es
determinar una combinacidn dptima de cambios en
las variables instrumentos. Una combinacidn &p-
tima significa que las variaciones induzcan mayo-
res tasas de crecimiento en las variables depen-
dientes y permanezcan en un dominio realizable. Es
decir, que el sistema econdmico sea capaz de rea

lizar.
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§ 1.6 ¢« (En investigacidn). Para determinar una
combinacidén éptima de variaciones, debemos esco-
ger una funcidén objetivo o un criterio apropiado
que nos indique cuando el sistema alcanza un pun-
to éptimo o cuando una politica econdmica es més

favorable para el desarrollo econdmico.

Para esta tarea, asi como para el desarrollo de
los algoritmos apropiados y para la caracteriza-
cidén de un sistema dindmico complejo por medio de
un modelo matemdtico, ofrece la teoria matematica

del control los mds apropiados instrumentos.

Cuando un sistema en actividad estd sometido a
perturbaciones no predecibles, se hace imprescin-
dible el uso de la teoria matemdtica del control,
cuyo objetivo fundamental consiste entonces en
mantener algunas variables del sistema dentro de
un rango limitado. Asi surge el tratamiento de
estabilidad de sistemas bajo el efecto de pertur
baciones estocédsticas. Esto conduce a otro pro-
blema: la biisqueda de la mejor posible y mds acep

table estrategia. de control.

Nosotros consideramos un sistema descrito por la

siguiente ecuacidén diferencial estocdstica:
dx(t)=f(x(t)t,u(x(t)t))dt+G(x(t)t,u(x(t)t)dw(t),

x{t, ) 1= gy 4> M, (1.6.1)

La nueva variable adicional u(x(t),t) es una
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funcidon de control, que puede ser seleccionada de

un conjunto de funciones de control admisibles.

Con la eleccidén de la funcidn de control u(x(t),t)
hasta el tiempo T > o« partiendo del estado

x(s) = x en el tiempo s, estd asociada la siguien
te funcidn de costos:

Vu(x(t),s) = Es

( £t k(x(r),r,u(x(r),r))dr +

+ M(x(T),T). (1.6.2)

Nosotros buscamos la funcidén de control éptima. Es-
to significa una funcidn de control admisible que
minimize (1.6.2)

Perturbaciones
w

‘

Espacio (1.6.1)

u(t) x(t)

]
l Control &éptimo u I

optimizador para (1.6.2)

Diagrama para un ajustamiento dptimo.

APENDICE I

Un proceso es un cambio cualitativo o cuantitativo

dependiente del tiempo, que ocurre en un objeto
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que llamamos un sistema.

El concepto de cambio debe ser entendido en una
forma bien amplia. Por ejemplo: Cambios en las
coordenadas de una pequefia particula, o en la tem
peratura de un cuerpo, o en el crecimiento de una
planta, o en el crecimiento econdmico de un pais,
o en el comportamiento de una persona. Desde un
punto de vista dialéctico, se describen tales cam
‘bios como un movimiento y nosotros nos interesa-
mos especialmente en su ecuacidn.Un sistemaesta com
puesto de elementos activos. Un elemento activo
es un objeto, cuya ecuacidn de movimiento contri-

buye al andlisis del sistema en cuestidn.

De un elemento activo nos interesa sélo conocer
los insumos, productos y sus relaciones cualitati

vas y cuantitativas.

x () —>] L > y(t)

Dentro de los activos subsistemas de un sistema

tienen lugar relaciones reciprocas alternantes las
cuales, segiin la naturaleza del sistema y la selec
cidn de objetivo, varian en importancia. Llamare
mos al conjunto de las relaciones caracteristicas
invariables (!) entre los elementos del sistema y

entre los sistemas mismos, estructura del sistema.

Entre dos sistemas que son similares en una cier-
ta forma, llamamos el mds simple el modelo del mas

complicado. Un modelo puede ser conceptual, in-
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tuitivo, artificial y natural (ver diagrama I).

Es necesario extender intuitivamente la idea de
sistema para cubrir tareas de planeacidn. Asi 1lla
maremos un sistema en una forma afin general, una
entidad dindmica organizada que puede ser influen-
ciada desde su exterior y cuyo comportamiento pue-
de ser manipulado de una cierta manera. Cuando en
la salida del sistema disponemos de un mecanismo
que nos informe en cada unidad de tiempo sobre la
calidad y cantidad del producto, decimos que pode-

mos observar el estado del sistema.

Otra extensidn muy natural de nuestra concepcidn
intuitiva, es la elaboracién de un mecanismo (feed
back), que informe continuamente a la unidad de in
sumos del estado actual del sistema. Asi conocida
la estructura del sistema, este mecanismo gradua-
ria los insumos de tal modo que el estado del sis-

tema alcance un nivel deseado.

'/iModelo -

T
A ~a

! = | Modelo intuitivo,

Modelo conceptualJ
p.ej.sistema de ?;g?ig ] p.e j. una maqueta
| ecuaciones dif.
- | | —{_|
\\
B - <@
Un modelo artifi- | Modelo natural,
cial, p.ej- un i p.ej..un animal
computadox anéloESJ expurimental.

Diagrama I
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APENDICE II

Estimaciones de mdxima verosimilitud.

Nosotros derivamos las estimaciones de los coefi-
cientes de difusidén f y B empleando el principio

de médxima verosimilitud.

Sean RosXgseoosXy los vectores de observaciones
de x(t) en las unidades de tiempo tostysooest
respectivamente. Sea ademés P[x(ti) = x1] 2.1 .,
la probabilidad conjunta de las observaciones; es

to es, la funcidn de mdxima verosimilitud es:

L(xo,...,xn? = p(xi)p(tl,xl;tz,x2)°°°

eV p(tn-l’xn-i;tn’xn )

_ -nk/2y.-1;-n/2 B -k/2
= (2m) |37 TT (ta+1-ta) o
a=1
k -1 . 1 -1
':IE (xla) exp[— 5 (ta- ta) Qa]a
1=
donde:
I
qsrd [log R L4 logxa-B(ta+1)]B l_logxa+1

Srugk = B(ta+1 - ta) ].

Nosotros formamos el sistema de ecuaciones siguien

te:
9logh _ o ., 3logh _ 4 . 5 5 - 1(1)k
38 9b(i,]j)
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Solucionado este sistema de ecuacidn resultan es-

timaciones para

f y B.

APENDICE III

Aqui resumimos las mds importantes estimaciones de

maxima verosimilitud y sus varianzas.

Respecto al §1.4:
0.7108 0.6933 0.4997 0.4183
) - 0.8872 0.5804 0.6712
3 = 10 5.7010 3.0980
4,6040
0.0551 0.0555
5. | 0-0525 2 .| o.0530
0.0668 0.0697
0.0715 0.0738
L 0.309
~ 10 0.386 )
V(Bi) ~ " 2.u7g t = 1,2,...
| 2-002
[ 0.4393 0.4835 1.1870 1.4990)
A -7 0.6845 2.3460 1.9720
Yibyglot 10 28,260 15.560
i 18,430
-
i 0.309 0.2196
A 10 0.386 -7 | 0.3422
V() = : 2479 Y10 14,1310
2.002 39,2160
1.00 0.87 0.24 0.28
1.00 0.25 0.33
R(xi(t),xj(t)) - 1.00 0.60
1.00
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B

™2

Hh >

1

R(xi(t),xj(t))=

Respecto al pardgrafo §1.5
0.637 0.6028 -0.0017 -0.0187
o8 0.7553 0.0140 -0.0088
0.0136 0.0033
0.0069
[ 0.0u282] (0.07588 ] [0.06315
0.03746| & _ |0.13947/ & _ 10.03703
-0.00066 1~ |0.00890 2~ |0.92630
-0.06056 0.9366 J 0.0050855
-t - -
F - ~ ~ r
0.04314 0.07620 0.06347
0.03784| 2 _ [0.13985| 2 _ [0.03741
-0.00065 1 0.00890 2 0.92631
-0.00055 0.93666 0.00508
d s J _
_y |0.2768 _y [0.16u3
ye 10 0.3284 v(B.y= 10 0.1950
o " 0.0059 1 t 0.0035
0.0030) 0.0017
54 [0.17uu
10 0.2069
2= . 0.0037 t 5 1,2,9,4
0.0018
L (0.2768 [0.176262 |
y= 10 0.3284| -7 0.2u8069‘
o . 0.0059 0.000812
0.0030] o.oooo23J
iy 0.1643 [0.0176262
y= 10 -0.1950| -7 0.248069
1 2 0.0035 0.000812
o.oo17j 0.00023
1.0000 0.8691 -0.0018 -0.2822
1.0000 0.0113 -0.1230
1.0000 0.0712
1.0000
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 0.176262

Ly | 0.17uu
Jal 10 0.2069 -7 0.248069
V(f = .
( 2) t 0.0037 50 0.000812
0.0018 0.000023
Xhk
Tabla 1.4.1
Afio E(xl(t)) E(x2{t)) E(x3(t) E(xu(t))
1973 49415.3 35855,.8 9691.8 4iy7,.5
1974 52234.9 37805.6 10391.0 uy65.1
1975 55215.4 39861.9 11140.8 4807.0
1976 58366.0 42030.1 11844 .6 5175.1
1977 61696.3 Ly316.2 12806, 4 5571.3
1978 65216.7 46726.7 13730.5 5997.9
1979 68937.9 49268.3 14721.1 6us57,2
1980 72871.5 51948.1 15783.3 6951.6
1981 77029.5 54773.7 16922.,1 7483.9
1982 g81u24.,7 57753.0 18143.1 8058.9
Donde:
xl(t):= producto nacional real; x2(t): consumo
privado real, xa(t):= inversiones privadas rea-
les; x,(t):= gastos reales del gobierno.
Exi(t):= correspondiente xi(f) esperado, F1 i

dice de precios con respecto a 1958,
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(Tabla 1.5.2. )
R2 = 0.894 R2 = 0.998 R2 = 0.999
F-valor 169.56 F-valor 4465.15 F-valor 407945.6
R? = 30.999
F-valor 265672.1
Nota: La estimacidn de la correlacidn R2 y del
respectivo F-valor muestra el porcentaje de la va
rianza x(2), x(3), x(u4).
Tabla y N A |

& fio i1 fi2

1 0.0431y 0.07620 0.06347

2 0.03784 0.13985 0.03741

3 -0.00065 0.00890 0.92631

y -0.00055 0.93666 0.00508

Tabla 1.5.3

Afio E(xl(t)) E(x2(t)) E(x3(t)) E(xq(t))
1973 47263.0 34470, 2 9084 .7 3936.3
1974 49863.1 36282.9 9712.8 4228.1
1975 52606.3 38190.9 10384 .4 4541.5
1976 55500.5 40199.3 11102.4 4878.2
1977 58553.8 42313.3 11870.0 5239.8
1978 61775.1 44538.5 12690.7 5628.2
1979 65173.7 46880.7 13568.1 6045.4
1980 68759.2 49346.0 14506.3 6493.5
1981 72541.9 51941.1 15509.2 6974.9
1982 76532.8 54672.5 16581.6 7491.9

236



Tabla 1.5.4
Afio  E(xy (1)) E(x,(t))  E(xg(t)) E(x,(t))
1973 48656 .8 35167.9 8256.8 3579.9
1974 50616 .2 36363.8 8028.5 3499.0
1975 52654, 4 37600.5 7806.5 3419.9
1976 54774 .6 38879.2 7530.6 3342.6
1977 56980.3 40201.4 7330.8 3267.1
1978 59274 .7 41568.,6 7176.7 3193.2
1979 61661 .6 42982.3 ©6978.2 3i12i.1
1980 bLI4L . B Lynhy,0 6735.3 3050.5
igsi 66727 .5 45955.5 6537.7 2981.6
1982 69414 .5 47518.3 Bui5.3 291i4.2
Tabla 45
Afio E(x,(t)) E(x,(t)) E(x,(t)) E(x,(t))
1973 50456.5 36743,3 108:.1.0 4y72.6
1974 54429.6 339694.9 13764 .1 5461.6
1975 5871i5.6 42883.6 175237 6669 .4
1976 63339.0 46328.5 22310.4 81uy .3
1977 68326.6 50050.1 28404 k4 9945.3
1978 73706.8 54070.6 36163.1 i2144.6
1979 79510.7 58414, 1 46041,.0 14830.2
1980 85771.7 63106.5 58617.1 18109.8
1981 92525.6 68175.9 74628, 4 22114.5
1982 99811.4 73652.5 95013.1 27004,9
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Notas:

a)

b)

c)

(1)

(2)

(4)

(5)

(6)

P: Indice nacional de precios del consumidor ;
AG: cambios relativos en los gastos del gobier-

no AI: cambios relativos en la inversién priva
da.

Hemos usado variables reales mis que nominales,
las cuales hemos calculado con ayuda del finico
indice de precios a nuestra disposicidn. Las

variables nominales empleadas aparecen en esta

tabla (ver pdg.238).

Fuente de los datos$: Cuentas nacionaleg del Ban

co de la Repiiblica, 1974,

* %k %k
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