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Los griegos conocieron la demostracidn desde los
tiempos de Pitdgoras y después de tres siglos de
ifvestigaciones lograron, gracias a ella, una de
las obras maestras de la matemdtica, los Elemen-

tos de la Geometria.

La concepcidn de una teoria axiomdtica evoluciond
durante m3s de 20 siglos mediante el estudio de
dicha obra. Vamos a distinguir panordmicamente
tres grandes corrientes en dicha evolucidn y ver
que de ellas se desprende a su vez tres grandes

tendencias en la diddctica de la geometria. Luego

(#) Conferencia presentada por el autor en el V Co

loquio Colombiano de Matemdticas; Medellin 1975,

N.del E.
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enumeraremos las razones para escoger una de estas

tendencias con preferencia a las otras dos.

1. Seglin Brunschvicg "Euclides, para las numero-
sas generaciones que se han nutrido de su substan
cia, ha sido menos quizd un profesor de geometria
que un profesor de 1dégica"™ (las etapas de la filo
sofia matemidtica. 49. Lautaro. Buenos Aires, 19u45).
El hecho de ser estudiado desde un doble puntn de
vista, geométrico y 16gico, conduijo a un examen
rormenorizado de cada uno de ios detalles de la o
bra de Euclides. La piedra de toque fué aqui 1la
independencia del postuladoe de 1las paralelas. Mu-
chos gedmetras estudiaron la cuestidn, algunos
hasta creyeron haber encontrado una respetuosa ne
gativa. Finalmente fué Gauss el primero (1816) en
llegar a la conclusidn de que el postulado de las
paralelas era independiente, de los otros cuatro
postulados enunciados explicitamente para dicha
investigacién. Y fueron luego Bolyai y Lobachovs
ki, trabajando independientemente, los primeros en
desarrollar de manera sistem&tica, geometrias no

euclidianas.

Fuera de esta cuestidn capital, la exposicidn de
Euclides era, como la filosofia que la acompafd
durante muchos afios en los programas de estudio,
perenne. El estado acabado que Kant atribuia a
la 16gica desde Aristdteles, lo atribuia también
implicitamente a la geometria de Euclides, pues

cuando el fildsofo necesitd, en sus indagaciones,
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de la geometria pura, no tuvo en cuenta desarro-
llos mds cercanos a su época, hubiera podidec in-
clusive compartir las preocupaciones de su corres
ponsal Lambert, sino que did por supuesto que geo
metria era la geometria de Euclides. Una pregunta
que se convirtid luego en fundamental, la relacién
entre la experiencia y el modelo matemdtico sumi-
nistrado por la geometria, noc podia tener sino una
sola respuesta, puesto que nc habia sinc una sola
geometria. Es dificil saber si cuandoc en 1la escue
la de Alejandria se escogian los postulados se qui-
so simplemente poner por escrito ciertos hechos de
bulto de la experiencia o si se pretendia hacer u-
na axiomatizacidn estricta, sin llamados a la in-
tuicidn; lo cierto es que Kant después de analizar
detenidamente los teoremas de la geometria llegd

a laconclusidn de que sin la intuicidn no podia ha
ber geometria no tautodbgica, es decir, verdades
necesarias a las cuales se adaptara perfectamente
el mundo de los fendmenos. Poincaré dird mis tar
de (R. Blanche, L'axiomatique, P,U.F., Paris 1959)
que en la vasta construccidn de Euclides donde 1los
antiguos no encontraban ningiln defecto 16gico, to-
das las piezas se debian a la intuicidn. Esta y
otras lagunas descubiertas por la critica del si-
glo XIX posterior al hallazgo de gecmetrias no eu
clideanas condujeron a que los matemdticos se pre
guntaran qué era en realidad un axioma o una cons-
truccidn axiomdtica y a que abandonaran la doctri

na de los antiguos a este respecto. Las investi-

3 269



gaciones culminaron en otra obra maestra de mate-
midtica, los Fundamentos de la Geometria, 1899, de
David Hilbert, "Carta magna de la axiomdtica mo-
derna" (Bourbaki). Asi, la geometria suministrd
hace mds de 22 siglos un primer modelo de axioma
tizacidn y cuando éste envejecid, suministrd tam
bién el reemplazo. Es pues un hecho que la idea
de axiomatizacién se desarrolld como una parasi-
ta sobre la historia de la geometria. Ni foldso-
fos, ni 16gicos, ni matemdticos lograron o necesi
taron comprender a fondo una teoria axiomdtica an
tes de disponer de las geometrias no euclidianas

al lado de 1la de Euclides.

Muchos afios antes de las geometrias no euclidea-
nas propiamente dichas habia ﬂacido, prematura-
mente es cierto, otra geometria. Su creador,
Desargues, era contempcrdnec de Descartes. Pero
si la geometria analitica se desarrolld rdpida-
mente, la primera existencia de la geometria pro
yectiva no pasd a la historia sino al olvido. Es
ta geometria, més general que la de Euclides, fu#
redescubierta pcr Poncelet a principios del siglo
pasado y esta vez llamd poderosamente la atencidn
de los investigadores, quienes, luego de enrique-
cerla con muchos teoremas, quisieron imponerla so
bre la de Descartes y las aplicaciones de &sta a
la exposicidén de la geometria clasica: fu@ la que
rella de los gebmetras analiticos y asintdticos.
No se tuvo una idea clara de cudl era la relacidn

entre las dos geometrias (se llegd inclusive a
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pensar que la geometria proyectiva y, una tercera,
la afin, eran ramas mds pobres de la geometria eu-
clidiana por carecer aquellas de la nocidn de dis
tancia) sino hasta cuando Cayley logrd subordinar
(1859) las propiedades métricas a las propiedades
proyectivas, un hecho que, entusiasmado, &1 con-

signd en el aforismo: "la geometria proyectiva es

toda la geometria',

Aparecid luego F, Klein para hacer la sintesis de
casi todo cuanto hasta 1872 se llamaba geometria,
lo cual hizo &l en el nunca bien celebrado (puesto
que su centenario se pasd en silencio) programa de
Erlangon. Recordemos algunas ideas fundamentales

de este discurso.

Ante todo una observacidn (tercer pardgrafo) que
es fundamental para comprender toda la geometria
(la elemental y la superior) posterior a dicho prc
grama. Kelin la enuncia asi: "La geometria proyec
tiva no tomd forma sino cuando se tuvo la costum-
bre de considerar como enteramente idéntica la fi
gura primitiva y a todas aquellas que pueden dedu

cirse de ella proyectivamente".

En seguida una primera idea fundamental. Klein hea
ce notar que la geometria cl&sica estd compuesta
por propiedades invariantes respecto a un determi-
nado grupo. De donde &1 infiere el principio de
generalizacidn de la geometria: "Dada una multi-

plicidad y un grupo de transformaciones de esta
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multiplicidad, estudiar en ella los cbjetos desde
el punto de vista de las propiedades que no son al
teradas por las transformaciones del grupo". Este
principio generalizador caracteriza lo que es una
geometria respecto a un grupo (mds general, un
pseudogrupo) de transformaciones; gracias a los
trabajos de E. Cartan dicho principio permite lle-
gar hasta los espacios fibrados y las categorias,
Asi es posible, por ejemplo, considerar la topolo-
gia como una geometrfa y substituir el principioc
de Cayley citado mds arriba por el siguiente: "La

topologia es la mis general de todas las geometrias".

Una segunda idea fundamental. Segin lo que antece
de, para construir una geometria se necesitan ante
tode un espacio y un grupo de transformaciones,
Ahora bien, dado un grupo y un subgrupoc de @ste,
las invariantes respecto al grupo son también in-
variantes respecto al subgrupo y por lo tanto la
geometria respecto al grupo es mds general que la
geometria respecto al subgrupo. De aqui nace el

principio de subordinacién de las geometrias.

Una tercera idea fundamental aparece comc una apli
cacidn de las anteriores. Para poner a prueba los
principios enunciados, Klein muestra que ciertas
teorias antes dispersas se vuelven equivalentes, co
mo realizaciones diferentes de una misma geometria.

Es el principio que podemos llamar de isomorfismc.

Hemos destacado tres grandes hitos en la historia
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de la geometria elemental: Euclides, Hilbert,
Klein. En la obra de Hilbert culmina la axiomati
zacidén comenzada por los griegos. Tanto la obra
de Euclides como la de Hilbert tienen una doble
importancia, desde el punto de vista de la geome-
tria y del de la axiom&tica. Podemos hablar, con
un sentido evidente, de axiomatizacidn a la manera
de Euclides y axiomatizacidn a la manera de Hil-
bert. Sin que esto signifique una variacidén de
sentido en 1la nocidén de demostracidn "porque 1lo
que era una demostracidn para Euclides 1lo es toda
via para nosotros" (Bourbaki, Eléments de Mathé-

matiques, livre 1, Introduction. Hermann, Paris).

Hilbert dedicd gran parte de su vida matem&tica a
la tarea de hacer posible la axiomatizacidn de to-
da la matemdtica de manera andloga a como habia
logrado la axiomatizacidn de la geometria de Eucli
des. Por otra parte, Klein en la geometria elemen
tal y Lie en la geometria diferencial, introduie-
ron la nocién de grupo, entonces recientey utiliza
da solamente en dlgebra. Estas dos tendencias
precursoras estdn entre las que confluyeron para
formar la matemdtica moderna. Bourbaki realiza
una buena parte del programa de Hilbert y a su vez
refina la axiomatizacidén a la manera de Hilbert al
proponerse exponer axiomdticamente toda la matemd-

tica mediante estructuras.
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2. Podemos enunciar ahora tres grandes tendencias
en la ensefianza de la geometria, inspiradas en las

tres tendencias anteriores, a saber:

1) Euclides y sus deformaciones,
2) Hilbert y sus adaptaciones,

3) Klein y sus generalizaciones.

En principio, era de esperarse un movimiento de re
novacidén en la ensefianza de la geometria a partir
de la obra de cada uno de los tres grandes geomé-
tras: Euclides, Hilbert y Kelin. En realidad la
influencia del primero continud casi hasta nues-
tros dias y, sobretodo a partir del siglo XIX, di-
cha influencia no se ha ejercido por el texto ori
ginal sino mediante extractos que en general defor
man la intencidn de Euclides. La influencia de
Hilbert se hizo sentir casi inmediatamente pero so
lo en contados paises. La obra de K 1 e i n
influyd profundamente en la investigacidn pero ca-
si nada en la ensefianza elemental, si se exceptia
Alemania. Desde luego la influencia de Hilbert y
de Klein se acrecientan {iltimamente, mientras que
la de Euclides disminuye. En efecto, hacia los a
fios cincuenta aparecid entre los profesores uni-
versitarios de los paises desarrollados un movi-
miento de inconformidad respecto a la poca rela-
cidén que guardaban los conocimientos que equipaban
a los bachilleres al llegar a la universidad con
los conocimientos de que se los iba a ser partici

pes ahi. Dicho movimiento culmind (1959) en Royau
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mont (cerca de Paris) en un coloquio al que concu
rrieron profesores de los niveles universitario y
secundario asi como responsables estafales de lae
ducacidn, de Europa y América. La recomendacidn

final fué@ la de rehacer por completo el pénsum de

estudios secundarios y primarios.

Este coloquio tuvo una influencia decisiva. En
algunos paises, la renovacidn es hoy un hecho, lue
go de tremendas vicisitudes es cierto. Pero en
muchos otros, la situacidn es afin muy confusa por
falta de personal preparado, de coordinacidn de
esfuerzos y de metas claras que puedan ser perse-

guidas sin vacilacidn.

Esto es particularmente cierto en geometria. Se
pueden encontrar representantes de cada una de las

tres tendencias resefiadas mas arriba.

Decididamente convencido de que la geometria ele-
mental debe presentarse algebraicamente, voy a re-
sumir a continuacidn las razones (ampliamente ex-
puestas por grandes maestros en congresos sobre 1la

materia) que justifican tal actitud.

La tendencia que preconiza la ensefianza de la geo

metrfa a.la manera de Euclides tiene los siguien-

tes inconvenientes:

En primer lugar, la obra de Euclides es una sinte-
Q

sis admirable de los conocimientos matemdticos de

su época, ya no de la actual obviamente.
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En segundo lugar hay temas a los cuales presta Eu
clides una importancia que no pueden tener hoy
frente a nociones que nos conciernen mucho mds que

los tridngulos, por ejemplo.

En tercer lugar, debido a la evolucidn misma de la
matemdtica hay situaciones en las que las té&cnicas al
gebrdicas son mucho mds ventajosas y en veces has-
ta seria una excentricidad did&cticamente inperdo-
nable proceder como tenia que hacerlo Euclides por

no disponer de otros medios.

En cuarto lugar, aunque Euclides no se pueda consi
derar como un modelo de la axiomdtica moderna, da
do: sus méritos podria hacerse una excepcidn en la
literatura cientifica y declararle un libre de tex
to para todos los tiempos. Pero no es esto lo que
se hace. Por una parte, motivos de extensidn im-
piden seguirle paso a paso a lo largo de toda la
obra. Por otra parte, debido a la actitud titu-
beante de los programas no esta bien claro, ~ual
es la finalidad de la ensefianza. Si, comose dice,
la geometria figura en €l pénsum para aprender a
razonar, entonces basta llegar a comprender el pri
mero de los trece libros. Si m3s bien se persi-
guen finalidades que tienen que ver con la préacti
ca, entonces sobra el estudio de Euclides. Para
tratar de correr tras de los dos objetivos se ha-
cen unos compendios hibridos que, salvo raras ve-
ces, deforman lamentablemente la obra del maestro

y que no tienen ademds en cuenta las investigacio-
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nes posteriores a ella: 1lo cual equivale a saltar
alegremente por sobre 22 8iglosde historia de la ma-

temitica.

La tendencia que procura la enseflanza de la geome
tria a la manera de Hilbert tiene los siguientes

.inconvénientes :

En primer lugar, Hilbert, en ediciones sucesivas,
llevd su obra a la perfeccidn; por esto mismo no
es una obra pensada elementalmente; es la de un
especialista, desarrollada en un seminario (GStin
gon) para especialistas en fundamentacidn de la
geometria elemental y estos fundamentos no tienen
por qué preocupar en manera alguna durante las e-

tapas de informacidn general.

En segundo lugar, para explicitar lo anterior, es
dificil 11egaf a dominar 20 axiomas de manera que
se obtenga otro resultado que no sea el persegui-
do por Hilbert: construccibn estrictamente axio-
m&tica de 1la geometr!a(de Euclides. Para llegar
a las aplicaciones, como parece ser el propésiﬁo‘
de los programas, se necesitarfan desarrollos cu-
ya extensidn no cabe dentfo de un plan de inicia-

cidn.

Surge ehtopces la idea de aligerar las condicio-
nes del trabajo de Hilbert para adaptarla a la en
sefianza elemental. Y efectivamente, a d&ferenéié
de las deformaciones de la obra de FEuclides, 1la

obra de Hilbert tuvo casi desde su aparicibn,
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adaptaciones muy afortunadas, hechas por excelen-
tes maestros. En general ellos prefieren esta pre
sentacidén a la puramente algebrd@ica por considerar
que los axiomas geométricos son m&s féciles de cap
tar que los del dlgebra. Algunos, comoc Choquet,
‘propungan que una vez que se ha adquirido un buen
manejo de los axiomas se puede conducir a los alum
nos hacia las nociones del &lgebra lineal, las cua
les una vez asimiladas permiten olvidar los axio-
mas geométricos iniciales. Irdnicamente, Dieudo-
nné ha apodado esta manera de proceder "el método
del andamio previo". Por el contrario, la geome-
tria se puede entroncar después del dlgebra: hay
asi economia de axiomas y &sta refuerza el senti
miento de unidad de la matemdtica. No se estable
ce la geometria, luego el algebra, para despues
reducir la geometria al &dlgebra con la consiguien

te duplicacidn de axiomas,

Cudles son ahora las razones para propender hacia

la tendencia originada er Klein en la diddctica de

la geometria ?

En primer lugar, la presentacidn de la geometria

mediante estructuras algebraicas encaja perfecta-
mente dentro de la visidn estructural de la mate-
mdtica a la manera de Bourbaki. Al hablar aqui

de las generalizaciones de la tendencia originada
en Klein se hace alusidn por una parte a las con-
tribuciones de E. Cartan y por otra al hecho de

que la exposicidén de la geometria tal como apare-
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ce en algunos paragrafos de Bourbaki y la que alli
no aparece perc se desprende del sentido general
de la obra, concuerda con la idea de Kelin en el
empleo sistemdtico de la nocidn de grupo por ejem-
plo. La generalizacidn estd8 en el hecho de que

también aparecen otras estructuras algebrdicas,

En segundo lugar, este enfoque de la geometria es
mads dinamico que el de Euclides o el de Hilbert.
Esta fué por cierta razdn aducida en Royaumont por
profesores alemanes, como Botsch, para haber adap-
tado ellos ya desde antes la gecmetria de los movi

mientos,

En tercer lugar, muchos docentes creen que deben
enseflar geometria por ser €sta un modelo deductivo
insustituible y que si no recorren esas largas ca-
denas de razones de que hablaba Descartes, sus oyen
tes estardn condenados para siempre a no saber ra-
zonar., Este raciocinio tiene sus siglos y si fue
ra probatorio no se 1lo habria hecho respecto a otras
discipliinas. Ahora bien, es cierto que la historia
del arte de razonar estd@ intimamente ligado a la
historia de la geometria; pero es bueno recordar
que, segilin la psicologia evolutiva de Piaget, a la
edad en que suele enseflarse la geometria elemental

no se ha logrado plenamente la etapa hipotético-de
ductiva del desarrollo intelectual. Espero no e-
quivocarme, si sugiero que esta es la explicacidn
de que el estudio de la geometria axiomdtizada en

la ensefianza media sea tan forzada, memoristica y
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desafecto para los alumnos. Pero si no es la re-
citacidén de teoremas entonces parece que la geome
tria en estos grados de la ensefianza pierde su ra
z6n de ser. Es verosimil que asi la hayan enten-
dido los programadores puesto que con la manera .
tradicional de ver la geometria, desaparece tam-
hién esta de sus obras. Por el contrario, segin
la visidn algebraica de la geometria, es posible
considerar ‘intuitivamente situaciones geométri-
cas muy variadas de las cuales se pueden extraer
gradualmente sus estructuras sin que esto conlle-
ve un tratamiento axiomdtico. Seria mads indicado
dedicar los dos iltimos afios de ensefianza secunda
ria (el desarrollo mental se habrid completado ya)
a una preparacidn especifica para el bachillerato
considerado como requisito para la ensefianza su-
perior, comenzada con una revisidn de todo el ma-
terial intuitivo acumulado hasta entonces d&ndole

ahora si una presentacidén axiomatizada.

FFn cuarto lugar, al hacer la presentacidn algebrai
ca de la geometria se conoceén otras realizaciones
de las estructuras algebraicas y se tiene una ex-
periencia mis de la generalidad y posibilidades de
aplicacidn de estos poderosos instrumentos. Una
cosa es calcular 8reas y volumenes de paralelipf-
pedos y cuerpos redondos; otras, partir de los he
chos mds elementales de la simetrfa,por ejemplo,y
de ahi poco a poco llegar hasta la nocidn de grupo.

Lo promero enriquece al aprendiz con ciertos h&bi
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tns de c8lculo que por mis que <e diga no se em-
plean sinc en contadas profesiones para las cuales
hay por cierto una formacidn m&s adecuada; la se-
gunda es tratar de captar lo que puedan tener en
comiin ciertas situaciones asi como el entrelaza-
miento de los componentes de cada una de ellas: e
jercicio de abstraccidn de andlisis vy de sintesis
posiblemente tantc mis enriquecedorcuanto que no de
be consistir en recitar un texto sino en construir

activamente una experiencia.

Finalmente, al emplear instrumentos algebrdicos,
aparecen los verdaderos problemas de la geometria
y aparece la gecomeiria en su lugar propio dentro
de la matemdtica. La geometria cede de buena gana
un primer lugar que ocupd durante mucho tiempo, an
tes de aue los matemdticos supieran servirse eficaz

mente de las ideas algebrdicas.

Esta exposicidn un tanto esquemdtica, serd detalla

da en otra publicacidn.
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