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REPRESENTACION DE NUMEROS NO-CONVENCIONA
LES MEDIANTE COMPORTAMIENTOS ASINTOTICOS

DE FUNCIONES REALES.

por

Yu Takeuchi

§ 0 Introduccidn.

En 1975 el Dr. Carlos Vasco dictd en el Depto. de
Matemdticas de la U. Nal. una conferencia sobre''nd
meros no-convencionales' como parte del seminario
de 18gica matemdtica, la cual despertd cierto inte
rés entre algunos profesores del Departamento. En
la conferencia, mostrd la construccidn 18gica del
cuerpo de los nfimeros no-convencionales, por medio
de los conjuntos de partes comenzando con R. Poste
riormente,’ el Dr. Alonso Takahashi dictd una confe
rencia sobre el mismo tema, mostrando que se logra
obtener 21 cuerpo de los nfimeros no-convencionales
por medio de sucesiones reales, similar a la cons-
truccién de R por sucesidn de Cauchy, utilizando
el ultrafiltro de Frechet. Posteriormente expuse
que los niimeros no-convencionales pueden ser repre
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sentados mediante operadores hermiticos interpre-
tidndolos como cantidades fisicas observables (Rev.

Col. Matemdticas, Vol. X pp 125-140},

En la presente conferencia se trata de mostrar que
los nmeros no-convencionales pueden ser interpre-
tados mediante los comportamientos asintdéticos de

funciones reales, La funcidn constante del valor

"a'" pepresenta el niimerc real "a", una funcidn que
diverge hacia m&s infinito vrepresenta una cantidad
infinita, y una funcidn que tiende a cero represen

ta una cantidad infinitesimal.

EXTRACTO

Sea & la coleccién de todas las funciones de valor
real definidas en R, entonces & es un anillo de
acuerdo con las operaciones comunes y corrientes.
Se introduce en § un orden parcial en forma natu-

ral, es decir,; decimos que f2g si
f(x)2g(x) para casi todo x€R (1)

o a~ c » o
Si > es la coleccidn de todos los conjuntos cuyos

complementos son de medida nula, entonces
f>g si, y sdlo si {x|f(x)2g(x)}e¥% (2)

La coleccidén & de conjuntos es un filtro, entonces
existe un ultra-filtro ¥ % m&s fino que %. Median

te el ultrafiltro %#* se introduce en & un orden

total, asi:
f>g si, y sélo si {x|f(x)>g(x)}€ Fx (3)
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; © .
Mediante el orden > se introduce en « la relacidn

de equivalenciac:
frg si, vy sdlo si f>»g, vy, g>f. (u)

E1l conjunto g]z {f €S |f ~ 0} es un ideal primo
maximal del anillo £, luego el cociente ¢/ es
un cuerpo, esto es el cuerpo de los nlmeros no-con
vencionales donde cada elemento caracteriza el com
portamiento asintético de funciones en S, Segin
el ultrafiltro‘g*empleado para introducir el orden
total en S se presenta uno de los cuatrc casos: el
comportamiento asint8tico cuando x =+ + «, cuando
x + - o, cuando X -+ b+ s ¥ cuando x =+ b~ (para

algin b € R).

§ 1 Orden total en la coleccibdn de funciones

reales.

Sea % la coleccién de todos los conjuntos numéri-

cos, S, tales que
m(R-8)=0, (1)

entonces % es un filtro de R. Sea %% un uitra fil-
tro més fino que F. Sea $ 1a coleccidn de todas
las funciones de valor real, definidas en R, enton
ces & es un anillo de acuerdo con las operaciones
comunes y corrientes. Sea f€&. decimos que £f»0

°

S1
{x € R| f(x) > 0} € T%,

Naturalmente, si f(t)>0 para casi todo t {iieg

tonces se tiene que f>0. Definimos que
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f2g si, y solo si, f-g>0. (2)

Dadas f,g € & tenemos que:

{x ER|£(x)2g(x)}U{x €R|g(x)2>f(x)} =R € F*
luego:
{xcR|f(x)2g(x)}c%*, b6, {x<R|g(x)2£(x)}e%*

esto es,
f>g, 5, g >-£. (3)

Definimos:
f~g si, y solo si, f2g, y, g>f. (4)

Evidentemente tenemos que:
f~g si, y solo si, {x€R|f(x)=g(x)}ei* (5)

Las siguientes propiedades son evidentes:

1. f~g si, y sdlo si, f -g~20 (6)
II. " ~ " es una relacidn de equivalencia
Decimos que f>g si

f2g , Vs f4L£Lg.

I11. f>g si, y sdlo si, {xeR|f(x)>g(x)}ed* (7)
Iv. f>g 8l v 8830  8dust EZRFed PG o BT (8)
V. Si f<gg<h entonces f<h.

V'. si g20 , vy, h~g entonces h>0 .

Vi. Si f<ggh entonces f<h .

VIZ2S 28, POV L0 h~g entonces h>0

VIiI. Si f<g entonces f+ h< g + h.
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VIII. Si f<g, ys h>»0 entonces f-hgg-°h

IX. Si f»0, vy, g>0 entonces Min(f,g)>0

X. Si f<g, y, h<&<0 entonces f-h>g-h .

X1, Si g~0 entonces f°g~0 para todo f€ &9y
XITI. Si fg~0 entonces f~0, &, g~0. (10)
XIII. Si f<g, vy, h>0 entonces f-h<g-h

XIV. Si £40 existe f,edtal que f~f , =€ &
1 1 fl =

Demostracidn: {x€R|f(x) = 0} ¢ 5% , 1luego
{x¢R|F(x) # 0} €%* | definimos

f(x) si f(x) # 0
£f,(x) =
i si f(x) =0
entonces fi(x} # 0 para todo x€R, ¥y f1 ~ F. %

X¥. Sea U = {fe &|f-0}entonces es un ideal pri

IJ'

o ¢ ®
mo y maximal del anillo e .

Demostracién: Por XI, se ve que ¢ es un ideal.

Por XI1IXI, 7/ es un ideal primo.

Ahora, supongamos que existe un ideal * tal que
A ? "], Existe f € U* tal que f#0. Por XIV exis
te fiCS tal que fi(x) # 0 para todo x€R, vy

f“‘f1° Como f, = (f1 - f) + f entonces f1 c J*

1
y —%— €& , asi que ' * = .7 . @
1

De la propiedad XV. la clase cociente R* =J5/J es
un cuerpo, que es un cuerpo de nfimeros no-convencioc

nales puesto que § = RR (una potencia del cuerpo

21



real RS%) La clase representada por la funcidon f

se denota por [f] . Dado a € R, la clase repre
sentada por la funcidn constante a la denotamos
nuevamente por a, en esta forma R es un sub-

cuerpo de R* (o sea, R* es una extensidon de R ).

Definimos en R* el valor absolutc |[[f]]| como si-

gue:
[f] si £20

| [£]] = (11)
[-f] si f<o0

Nétese gque I[f]l es una clase de funciones no-nega
tivas (ver la propiedad V' ).
Decimos que [f] es un infinitesimal si

|[f]] < a para todo &>0 real. (12)
Decimos que [f] es un infinito si

|[£]] > a para todo a>0 real. (13)

§ 2 Existencia de infinitesimal e infinito.

Dado a real, comoc (-w,a] k)[a,w) = Re G= se
tiene que

(-, a] € 5% , &, [a,») ¢ F*, (14)
Para mayor sencillez supongamos que

[a, ©») € F* ,

{xeR|[x,2) € F*%} no es

entonces el conjunto B
vacio, sea
b = Sup B = Sup {xeR|[x,») € F#}.
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Se presentan las tres siguientes posibilidades:

(i) Primer caso, b = 4 o

Existe una sucesidn creciente de nfimerocs reales,

{xn} , tales que

{Xn,‘"’) € g'.* 3 > S (15)

entonces [e*] es un infinito, y [e™*] es un in-

finitesimal.

Demostracion: Dade a>0 (real) existe X tal que

e > a para todo x > L
esto es

7 X

{xcRje” > a }Q[XU, @)
por lo tantos

{x€R[e® > a } ¢ T

x

o sea que [e J > [a] = a .
. -X 1 g 5. :
Evidentemente, {e ] = E es un infinitesi-
mal. B [F ]
Comportamiento asintStico de la funcién.
Sean f,g € § supongamos que existe el limite:

1ia {g(x) - f(x)} = ¢

X+

entonces:

i) [f]-[g] es un infinitesimal si, y solo si, c¢=0.
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2) [f]<[g], y [g]—[f]no es un infinitesimal si,
y sdlo si, «¢>0. '

Demostracidn: Supongamos que lim{g(x)-f(x)}= c>0,
X+

entonces existe X (ver (15) ) tal que

g(x)-f(x) > % c para todo x > x_ ,

esto es:

cl D [xn,w) ;

N =

{x€R|g(x)-f(x) >

luego:

™~

cl € 5% .

N

{x€R|g(x)-f(x) >

por lo tantc se tiene que [g] > [f] + % c .

[se]

Ahora, supongamos que 1lim{g(x)-f(x)}= ¢ =
X+

entonces dado € > 0 (real) cualquiera existe Xy

9

tal que
lg(x)-f(x)| < e para todo X > x_

luego:
|[g-f]|=l[g]-[f]| < € para todo £ > 0 real,

esto es, [g]-[f] es un infinitesimal.

Nota: Todo intervalo [a,») pertenece a %% puesto

que existe

x > a, [xn,w) € =%

(ii) Segundo caso, b # +o y [b,w) € 5% .

Para todo t > b se tiene que [t,w) ¢ F%, asi que
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(-»o,t) € %% para todo t>b. (16)

Por lo tanto, obtenemos que

[b,t) = [b,“)r\(~“,t) € F=* para todo t>b

—

Se puede demostrar facilmente que (Apéndice 1)

{x-b] es un infinitesimal y [xib} es un infinito.

no estad definida en

N6tese que la funcidn 3

x = b, pero 1la clase [ k

x—
puestoe que un sdlo punto (m&s generalmente, un con

b] estd8 bien definida

junto de medida nula) no tiene importancia alguna

para la clase de funciones en R¥*,.

Este caso (ii) puede reducirse al caso (i) hacien

do un cambio elemental:

x' = _1_
x-b
(iii) Tercer caso: b # +», y [b,m) ¢ T,

Tenemos que (-©,b) ¢ 7%, Existe una sucesidn cre

ciente {x_} que tiende a b tal que
[xn, o) ¢ T* para todo n, (17)
luego
[xn,b) = [xn.w)ﬂ(-w,b)e?-* para todo n .
Se puede demostrar inmediatamente que (Apé&ndice 2)
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[b - x] es un infinitesimal y [B%; es un infi

nito.

i E El
_'En §—¢ EEtlv)

Fig.2

Es evidente que se puede reducir al caso (i) ha-

ciendo un cambio del tipo:

x' = e ™
b-x
Nota: En (ii) y (iii), una funcidén f, continua en

P

b, representa en R¥* el nimero real "f(b)", & el

niimerc no-convencional "f(b) + un infinitesimal®.

Nota: E1l orden en R¥* depende nicamente del com
portamiento de las funciones en una vecindad de
un s6lo punto (en (i) en la vecindad de +« , en

(ii) o en (iii) en la vecindad del punto b).

Dada f €&, si f no es un infinito entonces exis

ten Ml’ Mé € R tales que
M, < [£] < m .

Sean

b= Inf {x € R| [£f] € x }

a = sup {x € R|x ¢ [£f] }
Si a #b existiria un c€R, a<ec<b , esto es
imposible puesto que [f]sc, 0, c<[f] . Asi que
a = b, por lo tanto tenemos que a-[f] es el

cero, 8 es un infinitesimal. Esto es:
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Todo nimero infinito en R%* es igual a " un reall

o " un real + un infinitesimal'.

§ 3 Nimeros no-convencionales por sucesiones.

Para mayor sencillez, en el presente paragrafo con
sideremos siempre el caso (i) del pardgrafo ante-

rior:
Sup{x€R|[x,»2) € $#*} = + o, (18)

Sea &, la coleccidn de todas las funciones escalo-

nadas de la forma:

[+

% a_ or e {19)
=i % Lmn,n+l)

donde ¢r .
®Ln9n#1)

e R . o i D . )
tervalo [n,n*1;9 entonces, el orden en o induce un

es la funcidn caracterfstica del in

icas, como sigue:

>}

orden entre sucesiones numé

Dadas dos sucesiones numéricas(an) y (b ) decimos

ue (a_ ) > (b ) si, y sélo si,
n n ¥

<}

hX a_ ¢

oo
' > %
n=i P Ln,n+l) -

n=1

bn¢[n,n+1)° (20)

Camn 1T » ) . c 2 .
Sea 2n la coleccidn de partes de N de la forma:

{neNlan > 0 para algfin (an) 2 0} (21)

entonces se puede demostrar que (Apéndice 3) Sr es
un ultrafiltro de Frechet de N. De esta manera, te=-

nemos que:

27



(a_)20 si, y sélo si, {n€N|a_20}e ¥ (22)
n n r

4 o . -
Y <0/~ es evidentemente isomorfo al cuerpo de nu
meros no-convencionales construido por sucesiones

(1)

numéricas.

Dado € real, 0 < g < % , uno de los siguientes

conjuntos:

B = CD (n-€,n] , D = CD (n,n+e]
n=1

n=1

no pertenece a Za puesto que B(\D = ¢. Suponga-

mos que
oo
B=|J (n-e,n] ¢ 5%,

n=1

an
an-1 E
I
|
¥
y

n-¢ n
Fig. 3

entonces suavizando la funcidn escalonada

oo

z
n=1

an¢[n,n+1) en los intervalos (n-€,n],

n 1,2,3,.... se obtiene una funcidn continua f

(mds generalmente, se puede obtener una funcidn
oo
de la clase (C )) tal que
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f ~ 22121 an¢[n’n+1) (f € C) (23)

donde C es la clase de todas las funciones con-

tinuas. Tenemos entonces:

Spu i Bpi -5 S (24)

oo

Para todo 2’1 an¢[n,n+1)

Ecﬁ se tiene que el con-

. X _ e ) : :
sunto {x€R|e” = izian¢[n’n+1)} es de medida nula

(contable!), luego:

esto es,
@~?= éi,/,, (25)

Esto es, el cuerpo de niimeros no convenciocnales
construido por sucesiones numéricas es un sub-cuer

po propio de R* obtenido en § 1.

A partir de un ultrafiltro 5% de R se ha inducido
un ultrafiltro de Frechet ?; de N, Reciprocamente
dado un ultrafiltro de Frechet de N, ?r’ existe un
ultrafiltro de R,gk s, el cual induce a 3; (Apéndi

ce u4),

§ 4 La coleccidn de funciones medibles segfin

Lebesgue°
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v

Sea 30 la coleccidn de todos los conjuntos, S, ta-

les que
m (R - S) es finito,

entonces evidentemente EL es un filtro de R mds fi
no que . (utilizado en §1 ). Sea F* un ultrafil-

tro mds fino que 50, entonces se demuestra que (A-
péndice 5) sdlo se presenta la posibilidad del ca-

so (i) del pardgrafo 2.

Lema: Sea f una funcidon medible segin Lebesque, en
tonces f es equivalente a una funcidon medible-L y
acotada en cualquier intervalo acotado.

Demostracion: Para mayor sencillez, supongamos que

[f])O, sea

0 ‘si x<1, 8 f(x)<o0
fl(x) =
f(x) si f(x)20, x>1 ,
entonces f ~ f1 puesto que

[1,w) € T s LY, {xeR|£(x)20} € Fx,

Dado n&€ N , sean

e{™ = {xen,n+1) [£,(x)>k}  (k=1,2,3,... )

k
entonces
(n)D> _(n)5 _(n)> A () |
e1 ..e2 ...e3 . J:l ek =0 ,
n)

Por lo tanto se tiene que m( ei ) * 0 cuando

k + ®, 1luego existe k(n) tal que
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(n) 1 .n
m( e =
k(n)) <( 2 ) 9
oo -
Sea B = | ) ei?) , entonces m(B) < I ( % "= 1
n¥1 n) n=1
luego B ¢ %%, Definimos f, como sigue:
fi(x) si X€ER-B
f2(x) =
0 si x€B.
entonces se tiene que f2 ~ f1 ~ f puesto que
R-B € %%, FEvidentemente f2 es medible-L, y aco

tada en (-»,n) para todo né€EN

Sea f una funcidn medible-L, para mayor sencillez
podemos suponer que f es acotada en (-®, n) para
todo n. Sea

alx) = £ £(t) dt (26)
i

entonces se tiene que G es continua y que
f(x) = G'(x) para casi todo x€R, (27)

O sea

G(x+ %)—G(x)
f(x) = 1lim 1 (casi toda parte) (28)
n->o =

Por el teorema de Egoroff, la convergencia en (28)
es uniforme salvo en un conjunto de medida muy pe-
quefia. Como G es continua, f también lo es sal-
vo en un conjunto de medida exterior finita, diga-
mos, f es continua en R-T con m(T) = finita .
Existe un abierto

[+ ]
A = kL=J1 (ak, bk)QT H



tal que

ax k
Fig. 4

Modificando 1la funcidn f dentro del conjunto A

en la forma continua (Fig.4) se obtienen una fun-

cidén f*%* | continua en R , y f ~ £f%# (ya que
A o o
A g 3% ), Asi, se tiene que
£/~ = G/L.
donde X es la coleccidn de todas las funciones me-

dibles segiin Lebesgue.

En conclusidén, obtenemos:

RE = /e 24/~ = 0= 2 NN ? R .

APENDICE 1

Dado € > 0 real cualquiera, [b,b+£) € ?* s lue-

go
{x | 0« x-b < e} %=
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puesto que {x|0 € x-b < ¢ }D[b,b+e), esto es:
0< [x-b] < [e] =¢ .

Como [x—b] es un infinitesimal positivo, entonces

1 R ol iy
[x b] es un infinito positivo. B

APENDICE 2

Dado € > 0 real, existe X tal que b-g <xn 5

luego:

{x | 0 < b-x < g} € "% puesto que
{x | 0 < b-x«< r:}QI:xn,b)°

Esto es, [b-xJ es un infinitesimali positivo, luego

[—l— es un infinito.
b-x
APENDICE 3

(i) si s € ?; existe (an) > 0 tal que
s = {n € Nla >0}
Si T2S, TCN, definimos (bn) como sigue:
a_ si ng T
b,
ia J si n €T
n
entonces T = {n € Nlbn >0}, vy
> >
L bn¢[n,n+1) > L an¢[n,n+1) A

o sea que (bn) > 0, esto es, T € ?;
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(ii) si S,T € 5;, entonces existen (a ) > 0 ,

(b, ) >0 tales que
S = {nENian >0}, T = {nENIbn > 0}.

Sea Cn¢[n9n+1) la minima de I an¢[n,n+1) y

L >
bn¢[n,n+1) entonces I cn¢[n,n+i) > 0 (esto
es, (cn) > 0). Evidentemente,
¢, = minimo (an’bn) para cada n ,
luego

{xenlcn 0} = {xeNIan > o}tl{nculbn >0},

(iii) ¢ ¢ ?Pe Si ¢ € 9; existiria (an) > 0 tal
que {nQN!an >0}=¢ , o sea que a_ < 0 para to-

do n, 1luego

el n§1 an¢[n,n+1)(X) < 0} = [1,2) ¢ ¥,

<
. an¢[n,n+1) 0, absurdo ya que

esto es, z
n:

(an) > 0.
(iv) Por (i), (ii) y (iii) sabemos que ?r es un
filtro de N.

ar

Sea SCN , entonces S € ?; , O N-S € K J

Demostracién: Supongamos que S £ ﬁ; , sea
S

1 si n €
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entonces tenemos:

an¢[n,n+1) o

luego:

n=1 (—an)¢[n,n+1) V %

esto es, (-a_) 2> 0 , asi que

{neNln ¢ 5)

u
=
[
2
m
Lo

L]

{néni—an > 0}
{(v) Sr es un filtro maximal.
Si ?r no fuera maximal existiria un filtro de N,

T tal que
= T -
? 2 "’i‘ ) :C # < 'Ia

Sea SCN tal que S €% , s ¢ % . Por (iv) se

r
tendria que N-S ¢ 5r’ luego N-S € 5, esto es im

posible ya que S € f'o

(vi)f’Fr es un filtro de Frechet, ya quepara todo Ng

el conjunto {n|n > N,} evidentemente pertenece a
f,‘c\
“r

APENDICE L

Dado un filtro de Frechet de N, ?r, Sea % la co
leccidn de todos los conjuntos casi iguales a los
conjuntos del tipo:

U [n,n+1) s S € ?r i

neg S
T

~
G‘\

o

S es un ultrafiltroméds fino que , entonces
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evidentemente %* es mds fino que I" utilizado en
el pardgrafo 1. Vamos a demostrar que ?; es igual

a la coleccidon de todos los conjuntos de la forma:

{néNIan>0 para alguna Zan¢[n,n+1)>0}

s 2 ° ™ °
Demostracion: Si S € 2. entonces evidentemente

se tiene que:

R B >0
nes ¢[n,n+1)

Reciprocamente, supongamos que

o0
T:{n€N|anzO donde I an'¢[n,n+1)>0} ¢ 5;

n=1
Si T ¢ ﬁr entonces N - T ¢ 3}. Pero:
©o
N-T = {neN|a <0 donde z an¢[n’n+1)>o}.
n=1
Pero:
oo
{x€R|n§1 an¢[n’n+1)(x)<o} = n}ﬁ{T[n’n+1)€$*
oo
o sea que n§1 an¢[n,n+1)<o (absurdo!)

APENDICE 5

En el caso (ii), [b,t)€ ﬁ*, imposible ya que
m([b,t)) = t-b # ®

En el caso (iii) , [xn,b)e;?* , imposible por 1la

misma razdn anterior.

* %k %
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