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DF LAS CIUDADES COLOMBIANAS

por

Gabriel Poveda

1. En 1923, en un estudio sobre la poblacién de

las ciudades de Austria,; su pais natal, el socid-
Iloge y gedbgrafc Friedrich Auverbacn hizo notar una
clerta regularidad en la torma como varian de una
ciudad a otra el tamafio de su poblacidn. Esa re-
gularidad consiste en que si se disponen las ciu-
dades del territorio considerado, en orden descen
dente de acuerdo ccn el nimero de sus habitantes,
de manera que la primera de la lista sea la mas

populosa, se observa que las cifras de sus pobla-
ciones van disminuyendo de acuerdo con cierta ley

de recurrencia de una a otra.

En particular: si en una cuadricula doble-logarit
mica ponemos en abscisas el niimero ordinal que co
rresponde a cada ciudad en el listado de poblacic
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nes descendentes, y ponemos en ordenadas el nimero
de sus habitantes, se obtiene una coleccidén de pun
tos (uno para cada ciudad), que se disponen muy a

proximadamente cercanos a una recta en el diagrama.
Ademds Auerbach anotd que la pendiente de esa rec-

ta es muy cercana a -1 (menos uno).

Esta relacidn fué corroborada empiricamente no so-
lo por Auerbach para las ciudades de Austria, sino
también por Gibrat, Lotka, Singer y otros con rela
cidn a otros sistemas de poblaciones, en trabajos
aparecidos entre 1913 y 1936. E1 dembégrafo G.K.
Sipf estudid la validez de esta correlacidn (que
€1 1lamd de "rango-tamafio" ) para las ciudades de
Estados Unidos desde 1790, cada 10 afios, hasta
1930 encontrando un ajuste bastante aceptable. Pa
ra 1950 fué satisfactoriamente verificada en ese

pais por Rutledge Vining.

A la observacidn descrita se le conoce hoy en Geo-
grafia con el nombre de Ley de Auerbach y se le
menciona en trabajos sobre esa materia, sobre Eco
nomia Urbana y sobre Planeacidén Regional. Sin em-
bargo, hasta ahora sigue siendo una mera observa-
cidén empirica sin que se le haya dado una funda-
mentacidn tedrica. Algunos tedricos le hacen ob-
servaciones conceptuales de fondo pero sigue sien
do un instrumento bastante utilizado por demogra-

fistas y gedgrafos.

En este trabajo se pretenden dos fines: a) com-

76



probar si esta ley se cumple para Colombia segflin
los Gltimos censos, y b) intentar una justificacién
tedrica de la misma, desde el punto de vista de los

Procesos Estocésticos.

2. En otras palabras, 1lo que expresa la ley de Auer
bach es que; para un territorio determinado, ¥y

en un momento dado de su historia, al ordenar las
ciudades en orden descendente de tamafio poblacio-
nal, la ciudad Cn que occupa el n-ésimo lugar de
la lista tiene una poblacidn p(n) que puede ex-

presarse en la forma

p{n) = A n + €, con n=1,2,3,...,N (%)

A y c: Parametros numéricos propios de la distri-

bucidon de tamafios en un momento dado.

€: Variable aleatoria cuyos valores numéricos
tienen un orden de magnitud pequefic respec

to a p(nj.

N: Nimero de las ciudades mayores del territo

rio que se han censado en su poblacidn.

Ademds, observandc el caso de Colombia, puede sefia
larse que los dos parametros A, ¢, varian con el
transcurso del tiempo, especialmente el primero.
En realidad, las variaciones del segundo son mas

bien leves e irregulares en el tiempo.

3. Para comprobar si en Colombia se cumple esta re
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lacidén, se han recogido los datos del nimero de ha
bitantes urbanos de las 100 mayores ciudades y po-
blaciones del pais, tal como los informan los cen-
sos de 1938, 1951, 1964 y 1973. En cada una de e-
sas fechas, los datos correspondientes se han dis-
puesto ordenadamente de mayor a menor y en esa for

ma se incluyen en el Anexo N% 1.

A simple titulo ilustrativo citamos el caso de las
5 mayores poblaciones en cada fecha, y de la centé
sima (la menor de la muestra), en las cuatro fe-

chas censales referidas.

Poblaciodn

Nimero ordinal n Nombre de la ciudad urbana p(n)
(Habitantes)

1938

1 Bogota 325.685

2 Barranquilla 150.395

3 Medellin 143.952

L Cali 88.366

5 Cartagena 72.767

100 Sahagiin 4,308
1951

1 Bogota 638.562

2 Medellin 328.294

3 Barranquilla 276.199

4 Cali 241.357

5 Cartagena 111,297

100 Villanueva 5.830

78



Nimero ordinal n Nombre de la ciudad Poblacidn
urbana p(n)
(Habitantes)

1964

1 Bogota 1.661.935

2 Medellin 771.865

3 Cali 618.215

y Barranquilla 493,034

5 Cartagena 217.910

100 San Jacinto 10,210
1973

al Bogota 2.696.270

2 Medellin 1.070.924

3 Cali 898.253

i Barranquilla 661.009

5 Cartagena 292,512

100 Quimbavya 13.996

Los 400 datos han sido trasladados al grafico a-
nexo. Alll se aprecia, a primera vista, que efec
tivamente, con cierta aproximacidn, en cada censo
los puntos se colocan en las proximidades de una
linea recta. De un censo al posterior el nivel de
la recta se vid elevando y ademds su pendiente (ne-
gativa) se va acentuando. Eso quiere decir que no
solo v8 aumentvando, en general, el tamafio de 1las
poblaciones, sino que las mids grandes lo hacen mé&s
rapidamente. Ademds, se aprecia que las 4 ciuda-
des mayores son las mismas en los cuatro censos,

salvo uno u otro cambio en su orden relativo: Bogo
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ta, Medellin, Cali y Barranquilla.

LA LEY DE AUERBACH Y LA DISTRIBUCION DE PARETO.

4. Lo primero que conviene establecer es que la

ley de Auerbach supone una distribucidn de Pareto.

Mas exactamente, que una muestra muy numercsa de

ciudades puede considerarse como una muestra com-

pleta y bien representativa de un "universo hipo-

tético" o "universoc subyacente” de ciudades, cu-

yas poblaciones estdn distribufdas segfin una dis-

tribucidn de Pareto truncada.
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"n" en escala logaritmica
En efecto.Sean:

n : Nimero ordinal de la ciudad Cn en el or-

den de tamafio decreciente, dentro de la

muestra.

%x(n) : Poblacidn de Cn, ajustada o estimada por
la ley de Auerbach, es decir sobre la rec-
ta en el diagrama adjunto.

N : Nimero de ciudades en la muestra, o sea,
la extensidn de la muestra. En nuestreo ca-
so estamos tomando N = 100, 1lo cual, pa-
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ra efectos estadisticos puede considerarse

como una "muestra grande".

Variable aleatoria continua de la "pobla-

cidn" en el "universo virtual" o "universo

hipotético", subyacente o implicito, repre-

sentado por la muestra U,

Fix)

o0

Funcidén de distribucidn acumulativa de X, o
sea, la probabilidad de que eligiendo una

"ciudad" al azar en el universo U, se encuen
X siendo

tra que su poblacién es <

x € [a,A] z

X

El minime valor posible para X en el "univer

so" U

El méximo valor posible para X en U.

La ley de Auerbach establece que

=C

n = nul/k

= A

(k i/¢)

X A =

Adem8s, por la ley de los grandes niimeros, con pro
babilidad muy cercana a la unidad, podemos afirmar
El niimeroc de ciudades en una muestra
F(x).

lo siguiente:

grande con X < x es N. Por lo tanto:

a. Nimero de ciudades en la muestra con

X > x

N1

b. NGmero de ciudades en

X 2 x N,[l

Pero, por definicidn, el

- F(x)] .
la muestra con

- F(x)] +1

niimero de ciudades en la
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muestra tales que X > x, es precisamente n.

Por lo tanto:
x = A{[1-F(x)] N+ 1} 1k
de donde
F(x) = 1 + 1/N - (A/x)%/N (0.1)

En la expresidn anterior se comprueba de inmediato

que
F(A) = 1 .

Por otra parte, se debe tener, evidentemente

F(a) = 0

]
o

145 2L /aT W

de donde

A = a 5N+1 (0.2)

En rigor, la variable X, por su definicidn, solo
puede asumir valores enteros. Pero debido a que
éstcz son nimeros del orden de 10“ a 106 en el te-
ma que nos ocupa, es aceptable tratar a X como una
variable continua en U. Ahora bien, al recorrer x
el intervalo [a, A], 1la funcién (0.1) es conti-
nua y derivable, de modo que admite una funcidn de
densidad para X en U, funcidn que calculamos deri-

vando F(x).

f(x) = k Ak x-k—i/N e M (N+1) x—k-1 2

(0.3)
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que reconocemos de inmediato como la funcidn de
densidad de wma distribucidn de Pareto truncada.
La funcidn (0.3) es una funcidn de densidad por-

que su integral definida en todo su dominio es i

gual a 1 :

A x k. -k k_-k

Lo KA L Kl g oo KA [x ]a - Aa -1 (N+1)-1
a N N Lx 1, ~ N N -

teniendo en cuenta la identidad (0.2).

5.Reciprocamente, debemos observar que si se tiene
un universo U en el cual hay una variable X que o-
bedece a una distribucidon de Pareto de cola larga;
y si extraemos una muestra numerosa, en forma sim-
ple y aleatoria, la muestra presenta con probabili

dad cercana a uno la ley de Auerbach.

Funcidn de densidad de
una distribucidn de Pa
reto truncada.

'
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En efecto sea
[C ot et W x € [a, a]

f(x) = \ . | x¢[a, Al

con k > 0, 1la funcidn de densidad de la distribu

(0.4)

cidén de Pareto, truncada en A por la derecha, y a-

cotada en & por la izquierda, siendo, ademas,
A 83
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A >> a. La constante C  debe satisfacer la con-
dicidn
A

S f(x) dx = 1
a A

de la cual se deduce

La funcidén de distribucidn acumulada es

X X
F(x) = J f(u).du = —T}?k_-k I x-k-i.dx =
a a -A a
a-k _ -k
= —:?———ijf (0.5)
a - A

Siendo A >> a, podemos escoger una muestra numero
sa, de extensién N grande tal que, salvo error

relativo despreciable, sea

N =(A/a )k -1 (0.6)
es decir, que

A = aVN +1

salvo error numéricamente no significativo.

Multiplicando numerador y denominador de (0.5) por

Ak, y sustituyendo su valor segiin (0.6), se obtie-

e & 5F Pk N+ 1 (A/x)¥
Fiz) * S O st -
| Vi T W S W N N
TV
F(x) = 1+ 3 - =% (0.7)
N
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que, segin se vid en (0.1), es la funcidn de dis-
tribucidn acumulativa para una muestra grande que

exhibe la ley de Auerbach, como 'se aseverd antes.

Estimadores maximo-verosimiles para la Ley de

Auerbach - Pareto.

6. Para estimar los parfmetros de la funciédn de

densidad
f(x) = —:%—__:f x-k_i, x € [a,A]
a - A

a partir de una muestra numerosa de N elementos
(que en nuestro caso son ciudades), pueden usarse
varios métodos, en pfincipio : minimos cuadrados,
mini-max, momentos equivalentes, mdxima verosimili

tud, etc.

Consideraremos en primer 1ugar, el método de méxi-
" ma veroéimilitud, para determinar:estimadores de
2179, 8; pariqgﬁrosv>a9 k,y A a partir de la mues-
7?£r£";fii,xé;;yf;&ﬁ) de N valoféé, ordenados des
de el mayor (x1 = M) - hasta el menor (xN = m). Al
efecto, hay que recordar que, segin la ecuacidn
(0.2), los paré@metros a, A, k, no son indepen-

dientes, sino que estdn ligados por la ecuacidn

: Ak &g ak (N + 1).

La funcidén de verosimilitud es

N
L = [ £( X4 )
i=1
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y su logaritmo es

U(a,k) = Nokologea+Na1ogé(N+1)+N°logegk -
- (k+1) I log, x; - N.log N

Con respecto al parametro a:

max U< max . log a & max a = X,
a a . N

puesto que a ¥ Xy e

Por otra parte:

max U@%% = 0 < Nologea + -g- - Zlogexi = 0

de donde se deduce, substituyendo a por Xy o ¥

despejando k:

N

Zloge X, - N loge Xy

Este es el estimador madximo-verosimil para k, ¥
en el caso de los censos colombianos, que estamos

tratando, tenemos N = 100 > S
’ ) N xloo.

Haciendo el cémputo numérico correspondiente en-

contramos los siguientes valores:
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Afio Poblacidn més pequefia (xloo) k

1938 4,308 1.26427119
1951 5.830 1.530278791
1964 10.220 0.9624322113
1973 13.996 0.868048622

7. Tambi&n se puede estimar los parédmetros de la
distribucidn empirica de tamafios de las ciudades,
recurriendo al métodoc de minimos cuadrados. Con
este fin, podemos escribir la ecuacidn (*) del nu

meral 2 en la forma
log p = log A - ¢ log n + log €
y tratamos de hacer minima respecto a A, c, la

sumaciodn

2
S = (log p - log A + ¢ log n)

i

LU e -1

i

Derivando parcialmente a log A y respecto a c¢,

se forman las ecuaciones

L log p = N.log A - c¢c X logn
‘ 2
Z log p. logn = log AL logn -c¢c I log n

De aqui se deduce

LI log p - Z logn

2
log A = L log p. log n - I log n |

D
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N Z log n

L log n z log2 n

D
en donde el denominador D es el determinante

N - Z log n

log n - I log p. log n

Realizando estas operaciones para los cuatros cen-

sos obtenemos:

Afio A c k = 1/¢c

1938 265191 0.915407032 1.092410223
1951 684261 " 1.05071251 0.9517351231
i964 1050712 1.13404563 0.881798733
1973 2306930 1.1156303006 0.89635u285

8. Daremos ahora una explicacién a la evolucidn es
tadistica de la distribucidn de tamafios interpre-
tdndola como un proceso estocdstico monotbnico y

estacicnario.

Sea U un colectivo o universo "virtual" o "subya
cente" de ciudades, del cual consideramos que las
ciudades colombianas constituyen una muestra sim-
ple y representativa; y llamaremos X a la variable
(aleatoria) definida por la poblacidn de cada ciu-

dad, que consideraremos continua.

Designamos con f(x,t) 1la funcidén de densidad de
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X en el universo U, en la feeha to Es deeir, que
tomando al azar una eludad de U en feeha t, la
probabilidad de que su poblaeion este eomprendida
en al intervalo x, x + dx), vale f (x,tHdx .

Decimos que X esta en estado Xo

A medida que transcurre el tiempo, cada eludad au-
menta su poblacions perc a un rgtmo que difiere
de una u otr8~ segun el tamafto que hayan alcanzado
y segUTI el momento que se -~onside~ec Consideramos
estos eambios de poblacioTl como transiciones de un
estado a o~-ro, o sea de un nivel a otro de 18 va-
riable X. La fUDcioTl de transicfon de X en fe-
eha t es C(X~t)9 es decirs que 18 probabilidad
de que una ciudad de poblaci6n x en fecha t,

pase a x * dx durante dat, vale ~(x9t)dto

Segbn esta nomenclaturas la probahilidad de que p-~
ra una ciudad eleg~da al dzar~ la variable X es-
te en el estado X + dx en t + dt~ es f(x + dx,
t + dt) d(x + dx)o En la feeha anterior~ t, X p~
drla haberse encontrado-~ bien en 1 estado Xy con
probabilidad f(x, t)dxg o bien en el estado

X ~ dx~ con probabilidad f(x + dx~ t)o Ademas,

la probabilidad de transicion de X del estado x al

eBtado x + dx durante dt as t<X9t)dt, y la probabi-
lidad de transicion del estado X + dx al mismo
estado X +dx durante dt~ es 1 - ~(x+tdx~ t)dt.
Entonees, por consideraeiones probabillsticas eo-

nocidas, podemos eseribir



