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TENDENCIAS ARMONICAS EN LA TEORIA

DE LOS NUMEROS

por

Carlos Julio Moreno

§ 1 Introduccidn.

En mi conferencia en el VI Coloquio Colombiano de
Matem&ticas, dictada en julio de 1976, presenté
brevemente, desde el punto de vista de la teoria
analitica de los nimeros, algunas ideas relaciona-
das con los productos de Euler que fueron introdu-
cidos y estudiados por Langlands. La tesis que
presenté daba a conocer con mds detalles la rela-
cidn existente entre las ecuaciones funcionales y
las simetrias que ya le eran conocidas a Riemann
en el caso de la funcidn [(s) presentes en las
férmulas explicitas que ocurren en el estudio de

:la distribucidn de niimeros primos.
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En la presente nota daremos una interpretacidn de
la simetria que existe en la férmula explicita de
Riemann [519 Esta limitacidn artificial nos per-
mite sin embargo, dar claramente la idea central
y evitar la®introduccidn de conceptos cuya defini

cidn exacta tomaria mds tiempo y espacio.

En el § 2 definiremos la funcidén zeta de Riemann
y daremos para ésta una demostracidn de la ecua-
cidén funcional basada en el estudic de las series
no analiticas de Eisenstein. La idea principal
que presentaremos alli es la de que la ecuacidn
funcional de la funcidén zeta de Riemann es en rea
lidad una consecuencia de la simetria del tipo de
Weil que satisface la serie de Eisenstein para el
grupe SL(2, R). En el § 3 daremos una prueba
sencilla, siguiendo las ideas de Weil [7]9 de 1la
férmula explicita de Riemann [5]; también exhibire
mos la simetria que &sta contiene y la relacicna-
remos con la ecuacidn funcional., Finalmente pre-
sentaremos una proposicidn sencilla de Weil, que
nos permite reformular, desde el punto de vista
del andlisis armdnico, la famosa hipStesis de Rie
mann acerca de los ceros de la funcidn zeta que

estdn localizados en la banda critica.
Quiero expresar aqui mi agradecimiento a los orga-

nizadores del VI Coloquio de Matemdticas por su

gentil invitacidn.
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§ 2 Las series de Eisenstein y la ecuacidon funcio-

nal.

La funcidn zeta de Riemann se define formalmente co

mo el producto infinito
ey < 7721 (%) TT ‘(a-p ™
p

Ry 1

i

%} t(s),

que, como se puede verificar flcilmente, representa
una funcidn holomorfa de la variable compleja s en
el semi-plano en el cual la parte real de s es es
trictamente mayor que 1; Riemann fué el primerc en
probar, por dos métodos enteramente diferentes,; que
la funcidn A{s) tiene una continuacidn meromorfa a
todo el plano de la variable compleja, con un polo
de orden 1 en el punto s = 1. Aunque muchas varia
ciones de las ideas de Riemann en relacidn con 1la
ecuacidn funcional se publicaron en los siguientes
cien afios después de la aparicidn de [5]9 todas és-
tas se basaban en una u otra forma en los métocdos
de Riemann, es decir, en la teoria de los residuos
de Cauchy y la férmula de sumacidén de Poisson. EI1
descubrimiento de un principio bastante general, de
tipo diferente a aquéllos utilizados por Riemann,
se debe a Selberg, quien, en su trabajo fundamental
de 1956 [6], introdujo y estudid las series de Ei-
senstein no analiticas asociadas al grupo G = SL(2).

Como hoy bien lo sabemos, estas series forman parte
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esencial del andlisis armbénico del espacio de fun-
. 2 2 s
ciones L (GR/GZ)’ y conducen a una generalizacidn

no abeliana de la fdrmula sumatoria de Poisson.

En lo que sigue, exponemos algunas de estas ideas,
siguiendo la presentacidn de Kubota [2], y utili-
zando una notacidn simplificada. Las notaciones
que usaremos son: R , denota el eje de los reales;
€C , a los complejos; Z , a los enteros racionales;
GR = SL(2,R), al grupo de matrices cuadradas de or
den 2 de coeficientes reales y determinante igual
al; yT = sL(2,Z), al grupo definido por las mis-
mas condiciones pero de coeficientes en Z; K deno
tarda al grupo compacto maximal de GR consistente

en todas las rotaciones

cos O - sen 6
con 0 £ 6 < 2m

sen 0O cos 6

A su vez, A denotarid al subgrupo de las matrices
diagonales y H representard al subespacio supe-

rior de Poincaré:
H* 1% =%x+% 1y 12, yeR. 'y > 0} "\

Fl dlgebra de los operadores diferenciales que ac-
tlan en el espacio de las funciones en H y que
son invariantes bajo la accién del grupo SL(2,R)

es el &dlgebra polinomial €[D] generada por el la-

placiano : 32 32
D = yiaA ege s rou ) .
ax dy
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El grupo SL(2,R) contiene un subgrupo distinguidoc

nilpotente, que denotaremos con

1 i
N:{(O?):ném}

Consideraremos también el subgrupo definido por

L. s X)L

oo

La correspondencia, bienlconocida9 entre las fun-
ciones en H y las funciones en el grupo SL(2,R)
que son invariantes bajo la accidn del grupo com-
pacto K, se basa en la descomposicidn de Iwasawa,
SL(2,R) = NAK, que a cada elemento 0 de SL(2,R)

asocia la descomposicidn paramétrica

o = (1 n(oi) <y(0);5 0.%9 (cos 8(o) -sen9(0)>

0 1 0 y(o) sen 6(0) cosb(0)/ ,

de tal manera queauwa funcidn f(o) definida en
el espacio homogéneo SL(2,R)/K 1le corresponde
una funcidn ¢f(z) definida en H vy dependiente
de la variable compleja 2z = n(o) + iy(o). E1 &1-
gebra compleja de Lie del grupo A se denotard
con a%, y la identificaremos, como es bien cono
cido en el estudio de las estructuras de las dlge-
bras de Lie, con los niimeros complejos €, de tal
manera que el élgebraadual Gec serd también C.
El grupo de Weil de CZQ, que en lo que sigue de-
notaremos con §, contiene sdlo dos elementos: la

identidad y la reflexidn simétrica w de centro en

el origen dada por w(s) = -s .
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K>
L}

a

°

izt

w(s)

Ladescomposicidn espectral del espacio de Hilbert de
las funciones L2(SL(2,R)/F) definidas en el grupo
SL(2,R) que son invariantes bajo .la accidn de T
contiene una suma continua y una suma discreta [2,
P- 62]. La parte discreta contiene funciones que
parecen tener gran importancia en teoria de niime-
ros. La parte continua, se conoce explicitamente,

y est@ basada en el estudio de las siguientes. K fun-
ciones:
Series de Eisenstein; s representa un elemento

del &dlgebra dual de Lie OZ¢, y también la podemos

considerar como una variable compleja: si

0 € SL(2,R) es la matriz

o = (a b)
c d
Yy 2z = x + iy es una variable en H, podemos po-
ner
az + b
o(z) m o

Es fdcil verificar que la parte imaginaria del nfi-

mero 0(z) estd dada por
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Imo(z) = _—_X——f
lcz+d|

De acuerdo con la teoria de las dlgebras de Lie,

podemos identificar esta expresidn con

Imo(z) = epH(cug)

e (1 x) (y;5 0 ) cos 0 -sen 6)
\o 1 0 y% sen 6 cos 6

donde

es la aplicacidn logaritmica H(g) = % log ¥y y
z = x + iy; £ es el elemento del dlgebra dual
é; que consiste en multiplicar por 1 : p(a) =a.
Utilizando estas igualdades, tenemos que la serie

de Eisenstein definida por Harish-Chandra [19puVI],

(s 83’y ) e(p+s)H(og)

eRTIT,]

es idéntica a la serie de Eisenstein definida por
Kubota ([2], p.11),

E(z,s) = ) Imo(z)1ts/s

gelils

Como es costumbre, los elementos 0O en ambas sumas
se toman sobre un conjunto completo de coclases
del grupo cociente TI/T_ . Las principales pro-
piedades de la funcidén E(z,s), inicialmente defi
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nida para valores de s con parte real mayor que
1 , son su continuacidn meromorfa a todo el plano

de la variable s, y la ecuacidn funcional

A(s)

A(s+1)

E(z,w(s)) = E(z,s)

(Kubota [2], p. 44). Vamos ahora a utilizar estas
propiedades para demostrar, siguiendo el mé&todo de
Selberg, le ecuacidén funcional para el producto de

Riemann A(s).

Teorema 1. E1 producto de Riemann satisface la e-

cuacion funcional
A(s) = A(1-8) .

Nota. Como se observard mds adelante, si w es el
elemento del grupo de Weil de &% , diferente de la
unidad, el teorema puede escribirse, mds apropia-
damente, en la forma A(s) = A(1+w(s)). Es en es
te sentido que la ecuacidn funcional se debe a la
invariancia por un elemento del grupo de Weil de
la serie de Eisenstein. Sin mucha duda, podria-
mos afirmar que las mismas leyes fundamentales
que gobiernan el comportamiento simétrico de las
particulas elementales, tambié&n determinan la na-
turaleza del producto de Riemann y, por consi-
guiente, aquellas propiedades de los niimeros en-

teros que se deducen de A(s).

Prueba del Teorema 1. Si utilizamos la notacidn
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ya introducida, podemos escribir el desarrollo en

serie de Fourier ([2], p.16) en la forma

. (w(s)+p)H(0O) % 1
E@© ,s) = NEQc(w,s)e + mﬁz L
o (Im|) )
. ISt O 2Ks/2(2-n|m'e20ﬂ(0))eOH(0)+2‘N1mn(O)9

|m]®/2

donde la primera suma se extiende a todos los ele-
mentos w del grupo de Weil Q de 65 y la segunda
suma Z* se extiende a todos los né%eros enteros m
diferentes de cero; para el elemento neutro de 0,
ponemos

c(1,s) = 1,

y para el elemento ®w de orden 2, ponemos

c(w,s) = _..A(_Sl__ :

A(s+1)

Ademds, Ks(z) es la funcidén modificada de Bessel:

I - I
K,y (2) = % _s(2) s(z) ,
sen T s
” L s+2m
I () = % (%z)
m=o m!I(m+s+1)

La importante relacidn
= Q J
Ks(z) Km(s)(Z) . wE 1)
es inmediata; también hemos puesto
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Us(lml) = z d 5

donde la suma contiene sdlo divisores positivos de
m. Igualmente se verifica que para un elemento W

del grupo de Weil Q, tenemos

Os(iml) & cw(s)(lmi) (2)
'mls/2 2 'miw(ST/Q

Observemos que las funciones c(w;s) satisfacen
trivialmente la ecuacién (Harish-Chandra[i], p.

VIII)
c(wv,v(s)) = clwss) e (v,v(s)), (3)

donde w y v son dos elementos arbitrarios de f; por
consiguiente, la ecuacidén funcional de la serie de

Eisenstein, la podemos escribir en la forma
E(o,s) = c(w,s) E(o,w(s)). (4)

Aplicando al desarrollo de Fourier de E(O0,s) las

ecuaciones funcionales (1)-(4), obtenemos:

E(0,s) = I c(w,s)e(v,w)) e(V.w(s)+p)H(o)
VEQ
(|m])
% c(w,s) Om(s)
s ’ 2Ky (s) /2

meZ A(w(s)+1) h|w(5T/2

(27 |m|e2PH(0) pH(0)+27imn(0)

1774,



= vEQ c(wv,s) e(mv(s)+p)H(o) +
juige c(w,s) cs(lml)
meZ A(w(s)+1)  |m|3/?

2pH(0) epH(c) + 2 imn(o)

2K 21 |m|e "
s/2( Im]

De esta identidad deducimos, utilizando teoremas
bien conocidos sobre los desarrolles en funciones
propias del operador laplaciano, que los coeficien
tes que aparecen en ambas series de Fourier de

E(g,s) dadas arriba deben ser iguales. Es decir,

1 soclw,8)
A(s+1) ~ A(wis)+15

_ A(s) J 1
T A(s+1) Alw(s)+1) ’

lo cual nos conduce a la ecuacidn

A(s) Al1+w(s))

A(i-s)

que era la que queria demostrar.
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§ 3 La formula explicita y la simetria de Weil,

Consideremos la clase & de funciones definidas
en el eje de los reales y que satisfacen las si-

guientes propiedades:

(a) Si h(x)eix , existe una constante real a > 0

tal que la funcidn

h(X) e(k+a)|x|

es integrable en el eje de los reales.

(b) La funcidn h(x) y su derivada son continuas
en R, excepto en un nfimero finito de puntos
{ai} , en donde h(x) y su derivada tienen
discontinuidades de primera especie que satis

facen
h(a;) = g(h(ai+o) + h(a;-0)).

(c) Existe un niimero real b > 0 tal que

1im h(x) e(;i"'b)le 0k o e
le+m
Yim | gy geBY | T T
|x|+w

Las propiedades que caracterizan la clase £ nos
permiten utilizar libremente, como lo haremos en
seguida, sin justificarlo, la transformacidn inver
sa de la transformacidn de Fourier. Utilizaremos
también algunas propiedades de las distribuciones
en el sentido de Schwartz [u] .
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Definimos la transformacidén de Melin de una fun-

cidn h por medio de la integral

WPLTRTELCRR ¢ Lo O R
-
donde h(s) se considera como funcidn de una va-
riable compleja, en lugar de considerarla, como se
ria mejor, como una funcidn en (% . Para simpli-
ficar un poco nuestras fdérmulas, gstudiaremos sola
mente la subclase

L sidh ¢ hlo) s B(1) = 0 }

le]

Consideremos ahora el contorno C, a Que consiste
9

del rectidngulo del plano complejo definido por las

acotaciones

-a £ Re(s) < 1+a y -T < Im(s) €T

s-plano

T

B iR gt f et P, | SN § G o g T gl N

Si T no es la parte imaginaria de un cero del
producto de Riemann A(s), entonces el teorema de

Cauchy nos da para una funcidn h€ Bfo

P ntey CARAE i s fowt) ] n(p) =
c A(s) -TSYST
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1+a+iT -a-iT
= J h(s)- Snfie) ds + [J e h(S)A'(S)
1+a-iT A(s) —atiT A(s)

ds+0(1),

donde 1la suma 5 recorre los ceros p = B+ iy de
A(s) = 0 cuyas partes imaginarias tienen un valor

absoluto acotado por T ; el simbolo 0(1), que resul
ta de una integracidn en las barras horizontales, re
presenta en lo que sigue una funcidn de T que tien
de hacia 0 cuando T tiende a o - De la defini-

cidén de A(s) y de la ecuacidn funcional se obtie-

ne que
A'(s) "
—IT?T ds = d log A(S)
-s/2 s
= dlog + d log F(§)+d log ¢(s)
= d log - 1-8/2, 4 log P(E%i) +

+ d log g(1-s).

Usando ahora la transformacidn inversa de 1la trans

formacidén de Fourier, se obtiene facilmente que

1+a+iT -a=-iT
s h(s)d log a1/ 2 s h(s)d log g (1-8)/2
1+a-1iT -a+iT
% 1+a+iT % -a-iT
= - log w* [ h(s)ds+log < [ h(s) ds
1+a-iT -a+iT

T s
log n% { / n(%+it)idt + J h(k+it)idt+0(1) }
-T -T

L]

27 h(0) log w% + 0(1) .

Del producto de Euler.
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t(s) = 1
p

obtenemos fidcilmente que

cia absoluta

en la regidn de convergen

(log p) p "°

donde la suma se hace sobre todas las potencias po

sitivas pn de todos los nlimeros primos. Si ob-
servamos que s = 1 + a + it y ds = idt, enton-
ces
i+a+iT z1(s) 1+a+iT
f h(s )7 ey ds = [ h(s)
14a=1iT 1+a=-1iT
(- Z (log p) p-ns)ds
n
p
. : -(i+a+it)n log p
= - [ h(1+a+it) I (log p)e idt.
-T n
P
(6)

Esta iltima expresidn se convierte,

definicidn
h(s) =
== 00
en
T
- J I (log ple
-T pn

e(!5+a+it)x

utilizando la

Py Ha-%)e hgy

-(1+a+it)n logp fwh(x)

= 00

dx idt =
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T © " _ .
= -f idt zn [ (log p)h(u)e(3+a+1t)u (1+a+1t)nlogpdu

-T P - 00

= - }dt b f°° i8R p h(u) e(k+a+it)(u-n 398 p)dua
-2 5 PR T2\ pB4?

Si efectuamos el cambio de variable u = U+n log p,

resulta que la Gltima integral es

© °

T
g oL {.B. bl (u) e**® du }dt ,
-T n - Pl
P
donde hemos hecho
H (u) = 1o8.R h(u+log p") e(¥+a)u
p,n pn/2

Como h(u) < io , entonces

'Hp n(u)' «p-n/2(log p)e(3§+a)u e-(3+b)(u+nlogp)
b
« logp e-u(a—b) ’
n(i+b)
P
donde hemos supuesto que el nfimero real a que apa-
rece en la definicidn del contorno CT o satisfa-
?

ce la desigualdad a < b ; similarmente se obtie-
ne, para la contribucidn que corresponde a la ban-
da vertical izquierda, que

f—a-iT £'(1-3)
h(s) (- *F(i=s) ) ds
-a+iT WA
T gl itu
m ok Ao B M (u) e du)dt , (7)
-T ph - psn
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donde

Hg,n(U) = i%%ﬁa h(u-log p") e°(%fa)u "

Utilizando de nuevo la transformacidn inversa de

Fourier para una funcidén H de i%,

- H(u) e t%au = 2mH(0) + 0(1) ,

- 00

resulta de (6) y (7) que

J h(s)d log z(s) =

CT,a

= - I pan/2(log p){h(log pn)+h(~log pn)}.
n
P
Los factores gama en A(s) contribuyen, después
de un simple cambio de variable, en la forma
/ h(s)d log T(%) =
C 2
T,s

i-s
2

= f¥+iT h(s) {d log F(%) - d log T(

k-iT

) }

i

i & .
i/ n(k+it) {;2.(k+it)+jg.(%-it)} dt
-T T T

Esta Giltima integral nos conduce a considerar 1la
siguiente integral
4 K+iT
== / fils) d log [(as+b)
Yo kedT

donde a es real y positivo y b es cualquier ni
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mero complejo. Del cambio de variable s = X idt,

ds = idt, resulta que &sta es
1 T o r- :
= —— [ h(k%+it). a = (a(%+it)+b) idt
2m1i -7 T
% -
= 2<<h ,1I > + 0(1)
2“- 5 a,b
donde

h¥(t) = hs+it) = L h(x) e ™X ax

o

Ia;b(t) (a/2 + b-iat),

T

<E,g> = I £lxd IR, b

Supongamos por un momento que b es real, y defi-

namos 2
- I” (a :
+Ia,b(t) = = (2 +b+iat),
e
I (t) = Iﬂ(i +b-iat)
-Ta,b ‘?2'2 ¢

Resulta entonces que

+Ia’b(t) = I (1)

También tenemos ([3], p.13)

+Ia,b(t) = ;i: +Ia,b,M(t) ’

donde

M=

I (t) = log M - 1
t a,b,M n=0 n+a/2+b+iat
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= log M + +gn(t) "

y donde

Moo=

1

g (t) = -
il 0 n+a/2+b+iat

n

La transformacidn de Fourier de *gn(t) es

o -ixt
! s dt
-® n+a/2+bt+iat

% M
g (x) = - L
+5n ey

y, por consiguiente,

2 M s eixt
+gM("X) s - Z f dt ©
n=0 =-° n+a/2+b+iat

Haciendo el cambio de variable T = at, dT = adt
en la iltima integral, se obtiene

ixt © i, x/a. T
fm o ‘ l el x/
a

- daT
=00 n+§+b+iat

I S

= n*%+b+iT

y, utilizando la férmula cldsica de distribuciones

(Magnus [3], p. 430), se obtiene finalmente que

© ix/a T 2m a
1 prnie 4T = | = e-(ntztb)x/a _. x
a A a a
=00 n+5+b+1T
. X
0 s1i E<0

(Esta férmula es v8lida sin ninguna hipdtesis sobre

la naturaleza de b). Finalmente, obtenemos

M
a "
% - -
g (_x) = z—: 3}; e (n+7+b)X/a si ?£>0
+n n=o a a
o + X
0 S1 §<0 :



y, por consiguiente,

0 si x>0

£l

+gé(x) _gl e(%+b)x/a 1-e(M+1)x/a
. ) 1 - ex/a

si x<0

De esto deducimos que

3 :
+Ia,b,M(X) = (27 60)1og M+

%
+8y (%X )ge

donde 60 es la distribucidn de Dirac concentrada

en el origen,

Similarmente se obtiene, para la funcidn

o b §
1 (t) = log M - % ——,
- a,b,M n=o n+%+b-iat

que su transfomacidén de Fourier es

%

*
-Ia,b,M(X) = (2339) log M + _g_ (x),
donde M
1
g (t)=- L —=
n+§+b-iat

Utilizando una vez mids la férmula clisica de las

distribuciones (Magnus [2], p.430), se obtiene

9 M 2 /
2r e—(n+2+b)x a

© ixt - si x>0
0 Sufoa. A 8 n=o
= n+%+b—iat
0 si x<0

Finalmente, de la identidad de Plancherel

<h Gy I, 4> =<h, I3 4
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deducimos la fdérmula

. %
<h I > = <h,1im I >
e > - a,b ’M"“’ b a,b,M

%
= 1%m <h, I >
M-+ W aabsM

oo a

T -(5 .
;2R3 (3+b)x/a
o

= 1im 27h(0)logM A

M-

e-(M+1)k/a
srngekia

ok
1

h(x) dx .

Hemos asi demostrado la siguiente proposicidn:

Proposicion: Si la funcidn h pertenece a la clase

£,> ¥ si definimos la distribucion W, , ,para a
9

real positivo y b complejo, por medio de la fdérmu

la
b a
W (h) = 1im [ T(TPIX/a
as M+ O
1 - e-(M+1)x/a
. +h(x)dx-ah(0)logM,
1 - ex/a
entonces
§ kK+iT L
Bm f h(s)d log T'(as+b)= —wa,b(h)' (8)

o o &
Especializando esta proposiclon, obtenemos

+iT.
L 5 fi(s)d log L(§) = - Wy (h(e) ),
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k-iT
2ii S h(s)d log F(lgs
LeiT

) = - w%’o(h(‘t))e

Para simplificar las expresiones que resultaran
mids adelante, adoptaremos la siguiente notacidn

L -(M+1)2x

W _(h)=1im { [/ 1ze 5 e-X/Qh(x)dx=%h(0)logli
-2x% ™
M->c0 o i-e

(9)

Si observamos que la expresidn (5) est@ incorpora

da en la definicidn (9), y si para un ntmero primo

finito ponemos

"no™8g

W (h) = -
>

n=1

lo N
;H%ER h(log P )

v para el primo infinito definimos Ww(h) como en
(9), podemos sumar todos los términos locales pa-
ra formar un objeto global que llamaremos la dis-

tribucidn zeta:

W(h) = - L W (h) - W_(h)
p P

Definamos ahora el importante concepto de trans-
formacién de Weil, que cuando se aplica a la dis-
tribucidn W, nos da una nueva distribucidn we

La definicidn es, simplemente

W2 (h(t)) = W (h(-t) ).

Si consideramos conjuntamente las contribuciones

a la integral
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1+a+iT,
ff h(s) d log A(s)
14a-1iT

Que provienen del lado derecho del contorno CT

b

9

-a-iT
i h(s) d log A(i-s)
-a+iT

que provienen del lado izquierdo, justificando
asi el intercambio formal de F(%) por T(E%E)

y de z(s) por ¢¢(i-s), resulta finalmente, cuan
do T + o, la siguiente fdérmula:

Teorema 1. Si h es una funcion de la clase i S

0,
W es la distribucién zeta y si w2 es su transfor
mada de Weil, resulta, para 1a transformacidén h

de Melin, 1a siguiente férmula:

* h(p) = (W + w2 )(h) ,
e
*

o ™M

donde la suma se hace sobre todos l1os ceros
del producto de Riemann A(p) = 0.

Nota. En la suma g‘ se sobrentiende que, al pasar
al limite’ T =+ ®, cada término h(p) aparece
con su conjugado complejo h(E)c

El interés del teorema 2 radica en la simetria
presente, que, si se nos permite el abuso de no-

tacidn, podemos escribir, siguiendo la notacidn
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ya introducida en la definicidn de la serie de

Eisenstein E(g,s), como

I
]
Ap)=0

donde ! es el grupo de Weil del algebra de LieCZc.

De algiin interés es también el siguiente lema, pa
ra cuya demostracidn referimos al lector al articu

lo original de Weil (7]:

Lemma (Weil). Si A(s) es el producto de Riemann y
W es la distribucidn zeta que aparece en el teore
ma 2, entonces, una condicidn necesaria y sufi-

ciente para que todos los ceros p de A(s) satisfa

gan
Parte real de p =%,

es que la distribucion

W+ wWe

en el espacio de funciones 1% sea positiva en el
sentido de L. Schwartz. '

Nota. La demostracidén de este lema fu& dada por
Weil para un tipo de distribucidn definida en el
espacio £ y que no contenia la simetria de Weil;
los cambios necesarios son triviales, y los deja-
mos para que sean verificados por el lector intere

sado.
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Como se sabe bien (L. Schwartz [4], p.130), las dis
tribuciones positivas tienen muchas propiedades in
teresantes, como la de tener car8cter hermitico
([u], p.131, Théoréme XVII), la cual es compara-
ble con la simetria de Weil que estd presente en
la férmula del teorema 2; por estas razones cree-
mos que es de interés estudiar mds a fondo la es-
tructura de la distribucién W + W2 y de distri-
buciones similares que pueden construirse a par-
tir del té&rmino constante de las series de Eisens
tein en las cuales figuren grupos de Weil que con-
tengan mds de dos elementos. Es también de inte-
rés estudiar estos resultados desde el punto de
vista del teorema de Bochner(£u], p.132, Théoréme
SVIII) acerca de las distribuciones de tipo posi-

tivo.
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