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Introduccidn. Durante los {iltimos afios se ha podi

do observar en Colombia un creciente interés por
la Teoria de Probabilidad. Este interés alcanza a
refleijarse a nivel de los planes de estudio de ma-
temdaticas, a través de cursos comoc Probabilidad,
Estadistica, Procesos Estocdsticos etc., que han
ido obteniendo una verdadera importancia dentro de

Su estructura curricular. No obstante 1o anterior,

”“ . )
Trabajo presentado en el VII .oloquio Colombiano

de Matematicas. Cali, 1977



ia v.sidn preponderante que existe de la Probabi-
1idad, en nuestro medio, es la de una rama aplica
da de la Matem&8tica, cuyos resultados y mé&todos
estin referidos Gnicamente a la formulacidn de mo
delos matemdticos para el estudio de problemas
(fendmencs) aleatorios, que se generan en disci-

plinas exteriores & la matemdtica como la demogra

fi{a, la biclogia, la fisica, etc., pero que no
tiene conexiones, ni aplicaciones de importancia
dentro del cuerpo tedrico mismo de la matem&tica.

Esta es,; sin duda, una visid

3

limitada, que co-

]

rresponde a una situacidn superada histdricamen-

o

w

ria de probabilidad.

(o}

te en el desarrcllo de la te
La probabiiidad es hoy, una rama legitima de la

mdtica, nc solc porque posee una problemitica,

4

m
métodos propios y una aplicabilidad que nadie di:

Ib

sute sino, tambi&n, porque el cuerpc de sus resul
tados ha alcanzado una adecuada fundamentacidn y
estructuracién con entronques claros con todo el

edificio de la matem8tica contempor&nea.

(=

propésito de este trabajo es contribuir a am-

(o TR v S

liar la visidn que se tiene, en nuestro medio,

e la Teoria de Probabilidad, dando una visién,
atin asi sea esquemdtica, de importantes interac-
ciones e intersecciones que se han generado entre
el an8lisis clé@sico y la probabilidad y que han

abierto las puertas a la aplicacidn de mé&todos



_probabilisticos al estudio de problemas analiticos.
El trabajo incluye:

1) Una visidén esquemdtica del desarrollo histdri-
co de la probabilidad, hasta ubicar los temas

que queremos tratar aquic

2) Una aplicacidn de la ley de los grandes niimeros
a la demostracidn de aprecximacidn de Weiers-

irass.

3) La definicidén del movimientoc Brownianoc como un

procesc de Markov.

4} La descripcién de algunos temas centrales de

la teoria clasica del potencial.

5) E1 andlisis de las conexiones estructurales en
tre el movimiento Browniano y la teoria del po-
tencial.

°

6) Finalmente, utilizando las analogias ccn el mo
vimiento Browniano, se extiende a una marcha
simétrica al azar en el espacio, la formulacidn
y solucidn del problema de Dirichlet. Se sigue,
en este caso, un ejercicioc propuesto por Dynkin
[12]9 asi como sus sugerencias generales para

resolverlo,

i. Perspectiva histdérica del desarrollo de la Pro-
babilidad.

La Probabilidad, como teoria matemdtica, tiene su




origen histdrico en el Siglo XVII en los trabajos
de B. Pascal y P. Fermat, quienes estudiaron y re
solvieron problemas de apuestas asociadas con jue
gos de azar que éran populares en la época. La
definicidn de probabilidad, que hoy se conoce con
el nombre de probabilidad cidsica, que describe
todo juego de azar en base a resultados simétri-
cos de igual probabilidad, précticamente ya exis-
tia antes de Pascal y Fermat, pero elios fuercn 1o0s
primeros en establecer los principios que permitie
ron desarrocllar una aritmé&tica probabilistica y re

solver problemas aplicados al respecto, ([4]).

Zn particular, ellos resolvieron el problema de
apuestas equitativas para diferentes tipos de jue
20S. Sin embargo, su trabajo no trasciende el mar

co de los juegos de azar.

EL primer gran desarrollo teérico de la probabili-
dad puede asociarse con 1as obras, casi contempo-
rdneas, de J. Bernoulli , De Moivre, Gauss, Poi-
sson y Laplace realizadas a finales del Siglo XVII
vy durante todo el Siglo XVIII, Estos autores, al
introducir el aparato matemitico de la época al
estudic de problemas relacionados con fendmenos de
azar, abrieron las puertas al gran desarrollo vy
aplicabilidad de la teoria de probabilidad, que
trascendid el marco de los juegos de azary vino,
posteriormente, a configurar la probabilidad como

una nueva rama de la matemdtica pura.
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En su libro el "Arte de la Conjetura”", J. Bernou-
11i presenta, por ejemplo, el antecedente histdri
co de la versidn moderna de 1la ley de lcs grandes
nimercs, hoy conocida como el Teorema de Bernoulli;
que constituye unc de los resultados centrales de
ia Teoria de Probabilidad. Este Teorema al dar el
fundamento matemdtico de la nocidn intuitiva de re
gularidad estadistica, permite ligar, los resulta-
dos de la teocria de probabilidad con una comproba-
cidn experimental estadistica que es causa princi-
pal de la gran aplicabilidad gque ha alcanzado 1la

teorfa de probabilidad ([2], [u4]).

Por su parte A. de Moivre, con su libro "La Doctri
na de las Probabilidades™, publicado en 1718, don-
de aparece por primera vez la regla de la multi-
plicacidén, da gran impulso y difusidn a la teoria
de la precbabilidad. En la segunda edicidn de es-
ta obra,; publicada en 1738, aparece (al parecer
por primera vez) la distribucidn normal y su uti-
lizacidén en una férmula de aproximacidn de la dis
tribucidn binomial. Esta fdérmula, mejorada poste
riormente por Laplace, conduce al teorema conocideo
hoy comec de De Moivre-Laplace, cuya generalizacidn
se conoce como Teorema Central del Limite, otro de
los resultados fundamentales de la teoria de pro-
babilidad. ([2], [3], [#]).

Esta primera etapa del desarrollc de la teoria de

probabilidad, tiene su punto culminante en el 1li-



bro de Laplace "Teoria Analitica de las Probabi-
Ltidades”, que aparece en 1812 y en el cual se reg
cogen y se sistematizan los resultados de autores
anteriores y se presentan numerocsas aplicaciones
de la tecria de prebabilidad., Laplace permanece,
sin embargo, atado a 1a definicidn clé@sica de pro
babilidad ([2]9 [4]), a pesar de que en distintas

icaciones de la probabilidad, diferentes de

1]
=

a
p
lcs juegos de azar, la concepcidn de los resulta-
dos simétricos de igual probabilidad era dificil-

licable y estaban planteando la necesidad

o

1
ar dicha definicidn.

La obra de Laplace marca una &poca de gran difu-
sién y utilizacidn de la teoria de probabiiidad.
Durante el Siglo XIX, la probabilidad es utiliza
da no s8lo en el andlisis estadistico de pobla-
ciones, que sivve de base para el desarrollo de
la matem8tica actuarial, sinc que se extiende a
la Fisica con la Mec&nica Estadistica desarrolla
da por Maxwell, Boltzman y Gibbs ([2]). El mis-
mo Laplace, paralelamente a Gauss9 aplicd métodos
probabilisticos al estudioc de errores provenien-
tes de mediciones fisicas, desarrcllando asf una
teoria de errores de gran importancia en las cien

cias experimentales,

Despu&s de Laplace, y a pesar de la difusibn men-
cicnada, la probabilidad sufre un largo receso

teérico que sdlc viene a ser superado a finales



del siglo, por la matemdtica Rusa, inicidndose, la
que podria llamarse, segunda gran etapa de su de-
sarrollo. Esta etapa estd asociada fundamentaimen
te a los nombres de Chebyshev y sus alumnos Lyapu-
nov y Markov, ([3]) quienes introducen el concepto
de variable aleatoria y extienden y demuestran,
en forma rigurosa, los tecremas scbre limites de
variables independientes, ley de los grandes nime
ros {(Chebyshev) y Teorema Central del Limite (Lya-
punov), mientras que Markov inicia el estudio de
lecs procesos de Markcv a principios del Sigioc. No
cbstante este gran resurgimiento tedrice de fina-
les del Siglo pasado y principios del presente, la
prcbabilidad segufa teniendo las caractevristicas de
un econjunto de resultados particulares aislados
sin una ordenada fundamentacin y sustentacidn.
Tal como dice Feller ([1]), "pocos matem&ticos fue
ra de la Unidn Soviéticaconsideraban la probabiii-

dad como una rama legitima de la matemdtica".

El trabajo de Kolmogorov, iniciado hacia 1920, en
el cual se alcanza una formulacidn axiom&tica de

la teoria de probabilidad utilizando conceptos ba-
sicos de la teoria de la medida y la variable real,
vy en la cual se superan las dificultades de la de-
finicidn cl&sica, le da a la probabilidad dicha ca
tegoria ubicindela, a nuestra manera de ver, como
una rama del an8lisis. El est.dic de la teoria de
los procesos de Markov, iniciado por é&ste a prin-

cipios del Siglo y cuya teoria general es desarro-



llada hacia 1930 por Kolmogorov, Feller, Levy y
ctros, pcne en evidencia conexiones importantes
entre la rama de los procesos de Markov de trayec
torias continuas y el estudic de los coperadcres
diferenciales de segundc orden, En 1923 Wiener,
al fundamentar en términos probabilisticos los
trabajos de Einstein sobre el movimiento Brownia-
no, da la primera construccidn rigurosa de un pro
cesc de Markov con trayectorias continuas. ([6]9
[8]). En 1945 Kakutani demuestra gque la solucidn
del problema cl&sico de Divichlet estd8 asociada
cen la esperanza matem8itica de variables aleato-
rias determinadas por el movimiento Brownianoc.
Posteriormente, en la década del 50, los trabajos
de Doob y Hunt desarrollan las conexiones estruc-
turales entre los procesos de Markov, particular-
mente, del movimiento Browniano, con la teoria
clisica del potencial, que permiten demostrar la

equivalencia matem&tica de ambas teorias.

Queremos destacar, finalmente, que aunque la pro-
babilidad ha desarrocllado sus m&todos y herramien
tas propias, la utilizacidn, en su momentc, de re
sultados y teorias de otras ramas de la matemati-
ca, principalmente del an8lisis, ha sido factor
fundamental en todoc su desarrocllo, muy especial-
mente en la configuracifn de las tres grandes eta
pas que hemos esquematizado anteriormente, Por
su parte, la teoria de probabilidad que tiene sus

origenes en problemas de azar, que no se plantea=-



ron inicialmente en la Fisica, fuente principal de
los problemas que han dado impulso al desarrolilo
del andlisis, ha ido evidenciando, cada dia, mayo_
res conexliones con el andliisis. Estas conexiones
se presentan, a veces, como &plicaciones de la
probabilidad a demostraciones de resultados cono-
cidos, pero en el caso de los prccesos de Markov
y la teoria del potencial llevan & las conexiones
estructurales gue son el tema central de este en-
sayo, ¥y que, como se ha dicho, han permitido uti-
lizar métodos probabilisticos en el estudic de

@

probliemas analiticos.

2. Una Demostracion Probabiifstica del Teorema de

Aproximaci6n de Weierstrass. ([5])

Sea f una funcidn real acotada superiormente por
M y definida en el intervalo [0,1]. Sean X,, X

s Biols Xn-ncq las variables aleatorias independiemn-

tes, que describen una sucesidn de observaciones

de Bernoulli, las cuales toman el valor 1 (é&xito)

con probabiiidad x y © (fracaso), con probabi_

iidad i - x. Sea Sn if§4 X, la suma de éxitos
o 2

en las n primeras observaciones. Recordando
gue "la probabiliidad de obtener k éxitos en las

primeras observaciones’”™ = PX(Sn = k), estd dada

£ o - - a K n-k
por la expresidn Px(on = k) (k) X (1=—x)’1 4

sepueden escribir las siguientes igualdades:

7y 9
“
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)

E (x) = E_[£(S /n)] £(k/n)P_(S_ = k) =

k=0

n n

Z f(k/n)(k) xk(l-x)n’k
k=0

Lc que permite ver que la esperanza matematica

En(x) es un polinomio en x , de grado n .

Queremos mostrar que, para n SsSuficlentemente

grande; sy |E_(x) - £(x)| se hace arbi-
Px e [091] | n !

trariamente pequeno. En efecto, se puede escri-

bir

|[£(x)-E_(x)| = |E [£(x)-£(s_/n)] | <
I I£(x)-£(k/n)|P(S_ = k) .

Si f es continua en [091]9 1o serd uniformemente,
y por lo tanto para € > 0, se puede escoger 6 > 0s
tal que |[f(y)-£f(z)| < €/2 , siempre que |y-z| < 3§,
lo que permite transformar la desigualdad anteriorx

de la siguiente manera:

|£(x)-E_(x)] < I [£G)-£(k/n)[P(S_=k) +
|x-k/n|s8
R Y P AN I T T
[x-k/n|>6 3
: 7 :
L €e/2 + 2M L P(S_=k)
!x=k/n|>6 B

< €/2 + 24 P(|x-S_/n)| > &) .
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev, se sabe

que en el casoc de observaciones independientes de
Bernoulli, P(lx-Sn/nl > 6) & 1/an62 , desigualdad
que no depende de x . Es decir que, para n Su-
ficientemente grande, se puede hacer 2M P(Imen/ni>6)
< €¢/2 1independientemente de x emn [091] ¥y, por

lo tanto, If(x)-En(x)i < € , para tocdo x en

[0,1] , Gue es exactamente 1o que se gueria probar.
En otras palabras, los polinomiocs En(x) 4Aproxi-

man a f uniformemente.

3., E1l Movimiento Browniano como un Proceso de

Markov.

3.1 Definicidn: Tal como se diic en la parte histo

rica, el estudio del movimiento Brownianc estd in
timamente ligado al surgimiento y desarrollc de
los procesos de Markov. Con el propdsito de dar
su descripcidn matem@tica consideremos el movimien
to de una particula en el espacio, gque sigue un
movimiento Browniano sin barreras, y gque inicia su
recorrido en un puntoc x . Al cabo del tiempoc t
gcea X(t) su posicidn en r3 y pt(x,E) la pro-
babilidad de que la particula esté en el conjunto

EQ

Considerando intervalos pequefios de tiempo y par-
tiendo deque en intervalos cc. secutivos [rss] V4
[s,t] los desplazamientos X{(tJ-X(s), X(s)=-X(r)
son fendmenos independientes, Einstein demostrd

que la funcidn de densidad n{(t,x) asociada con

11



la funcidén de probabilidad p(t,x,°) debia satisfa

cer a la ecuacidn de difusidn:
on{t,x)/9t = Dn(t,x) ,

siendo D una constante positiva ([9]). Tomando
(2me)~3/2

D = 1/2 , se puede concluir que n{t,x)

i 2 2 g q B & , )
exp [=fx| } , es dacir, la probabilidad de que, al
cabo del tiempo t, la particula esté en el conjun-

to E , estd dada por la expresidn

, ; 2
p{t,x,E) = —=——l§75 J exp (-|y-x|“/2t)dy
(27t) "’ E

Al variar t, la particula describird una trayecto-
ria tipica w . Puestc que la particula ha de se-
gulr una trayectoria continua, se puede tomar al
espacio de todas las curvas continuas, definidas
en [0;%} ¥y gue toman valores en RSQ comc el con-
junto de todas las trayectorias posibles en el mo
vimientc Browniano, es decir como su espacio mues
tral § . Considerando en este espacioc la o-8lge-
bra de eventos B{l}), generada pcr los eventcs del
tipe (X(t) € E), donde t varia en [0;”) ¥y E
es un conjunto arbitraric de Borel en Rs s para
un x fijo, la familia (p(t9x9°))?ao induce 1la
existencia de una funcidn de probabilidad Gnica

Px , definida scbre B(f2), Con este enfoque, los
vectores aleatorios X(t), que dan la posicidn de
una particula al cabo de un tiempo t, se pueden

considerar definidos sobre el espacio de probabili

12



dad (2,B(R), Px) tales que X(t)(w) = w(t). Esta
familia de variables aleatorias define, por lo tan
to, un procesc estocidstico, conocido como proceso
de Wiener, que se puede cavracterizar con las si-

guientes condiciones:

o) Px(Xtc:E) £ pltix,E) 3

i) P AXg(w) = x) = p(0,x,{x}) = 1 3
ii) Para 0 = t, < ty <ec0¢ t_, los vectores a-
leatorios X(tj) - X<ti=1)’ 1.8 Bowses B s
son mutuamente independientes ¥
3
7

. ] 5

. A v k Foy-x]°1.

P X(t,)-X(t, eE)=fom{t.-t. )] Jexp|-! L—tay
x\\ (‘i.j X1 3”1) E) L \‘tj jlllJ Eelxp[ t§=‘to J

r o
Denctaremos con EXL°] 1sa esperanza matem3tica res

pecto de P_ .
X

Si se considera que el movimiento no se origina en
un punto fijos sinc en un punto aleatorio con dis-
tribucidn de probabilidad M la probabilidad de cual_
quier evento A en {l se calcula segfin la r
PP(A) = f_ P_(A)p(dx). En particular, si

R3 X
Az (X(L)EE).

P (X(t) €E) = J p(t,xE)ulax) ([12])
E
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3.2 Propiedad Markoviana: En general, el movimien-

to se puede originar desde cualquier punto X en
R3 , per lo cual disponemos de una familia de dis-
tribuciones de probabilidad, de doble indice,

= X€ ! a
{p(t,x,');t\§ , que "controclan” los desplazamien-

tos X(t) de la particula, segfin sea el punto de

origen del movimiento y qQue se conocen con el nom-
bre de "probabilidades de transicién del movimien-
to'". Tenemos pues, el conjunto de todcs los movi-
mientos posibles de la particula, con origen dife-
rente, que matem3ticamente constituyen un conjuntoc
de procesos estccdsticos y que son, en definitiva,
¢l modelo matem&ticc probabiiistico que describe

el movimiento Browniano.

Una propiedad muy importaﬁte de este movimiento es
que el pasado no afecta el futurc. Es decir, la
posicién de la particula en el futuro t+s, estd de
terminada por su posicidn en el presente t y no
depende, para nada, de sus posiciones en el paéado
t-s . Esta propiedad, llamada Markcviaﬁa, se reco

ge matemdticamente, en la ecuacidn
pltes] R ,7E)-=") "pln, 'y, E) pl{t, x, d¥y)",
R3

que se conoce como "la ecuacidn de Chapman-Kolmogo
rov". En otras palabras, el procesc estocistico
¥Y(s) = X(t+s), es un proceso de Wiener con distri-

bucidn inicial p(t,x,°).

14



En realidad esta propiedad Markoviana es atin més
fuerte, en este caso, pues ella se conserva si el
tiempo t, que es un tiempo fijo, se reemplaza por
un tiempo aleatorio T. Por ejemplo, una particula
que inicia su movimiento en el origen 0, toma un
tiempo éleatorio fp en "visitar" o "tocar", por
primera vez, la superficie de una esfera B de ra
dio r, pero posteriormente a este tiempo de liega
da "a la superficie'" de la esfera, el movimiento

de la particula mantiene su caricter Browniano, in

-

[

dependiente de su pasado. En otras palabras, e
proceso Y(t) = X(t + TP) puede considerarse como
un procesc de Wiener con distribucidn inicial

Hr(-) definida por la expresidn HP(E) = P(X(Tr)EE)a
B C: 10 B

Digamos, finalmente, que el movimiento Browniano

es, matemd&ticamente, un proceso de Markov en cuan
to que esta definido. por una coleccidn de procesos
a0 + (-8R Pob g3 s

gatisfacen la propiedad Markoviana y que por cumplir

estoc8sticos {(X(t)) que
ademds, la propiedad Markoviana fuerte, y tener
trayectorias continuas, se llama tambi&n proceso

°o £

Markoviano fuerte & proceso de difusidn.,

3.3 Tiempo de Escape. Consideremos el movimiento

de una partfcula que se inicia en un punto x in-

terior a un conjunto D, abiertc., conexo y acotado.

Sea T el tiempo aleatorioc de su primera salida

(tiempo de escape) dgi“é?hjunfoﬂDv_T@m@i%&ese pue_
BUOTECA "i

(F2% Y
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de considerar como el tiempo de su primer "pasp"
o "visita" a 3D. Un resultado importante es que
la particula, eventualmente, sale de D , y que
en promedioc este tiempo es finito. Simbdlicamen
te, Px(r < ®) =1 y EX[T]<W . En particular
Px (X{(t)eE), EC3D , que

puede ser leida como "la probabilidad de que 1la

la expresidn I{x,E)

particula al golpear por primera vez a dD lo ha
ga en el subconjunto E de 9D", define una fun-
cidén de probabilidad (llamada distribucidn armd-

nica) sobre eventocs que scn subconjuntos de Borel

de la superficie 3D,

El que la particula, escape con probabilidad 1
dei conjuntc D , se puede demostrar de una mane-
ra simple ([i12]), reduciendo el problema al casoc
particular de una esfera con radio r y la par-
ticula iniciando su movimiento en el centro de la
isma. Si la particula permanece dentro de la es-
fera hasta el tiempo % = n , todos los desplaza-
mientos X(1) - X(0), X(2) - X(1),.0.., X(n) -
- X(n-1), que son independientes y tienen la mis-
ma distribucidn, ser&n menores a 2r, €n Su norma,

Consecuentemente,
Pol(t2n)€ Po{(|X(1)-X(0)|<2r,.. | X(n)=X{n-1)|<

< 2r)} € Po{(|X(1) - x(0)|<2r)}" = Q"

n ’
Donde « es necesarlamente menor que 1. Por 1lo

Gore B ;
tanto, P, (1 = ®) £ a , para todo n,; no negati-

16



vo; lo que implica Py(1= ®) = 0. O lo que es lo

mismo , P, (T < @) = 1,

Una observacidn interesante, por otra parte, es la
siguiente. Si el punto x¢5 y T se toma como el
tiempo de la primera visita a 9D, PX(T < ) < 1,
Es decir que, eventualmente, la particula no volve
rd a retornar a D. Se dice en estos casos que D
es transitorio o no-recurrente., En el caso del mo
vimiento Browniano en la recta o en el plano, con-

juntos abiertos y acotados son recurrentes.

L., Los Temas de la Teorfa del Potencial.

L.1 Ei Potencial de una carga. La teoria del poten

cial es un drea muy extensa del andlisis cl&sico
que tiene su origen en problemas de la fisica, que
tocan con el estudio de 1la Ley de Coulomb y la a-
traccidn de cargas eléctricas 8, en general, con
el estudio de fuerzas semejantes a las caracteri-
zadas por la Ley Newtoniana de la gravitacidn Uni-
versal. Segilin la Ley de Coulomb, por ejemplo, dos
cargas puntuales en el universo se atraen o se re-
pelen con una fuerza cuya direccién esti definida
por la linea que conecta ambas cargas y cuya magni
tud es inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia entre ellas. Si se considera una distri
bucidén de carga elé&ctrica en ."a regidn del espa-
cio, de suerte que el valor de la carga en cada
punto estd dada por una funcidn f , el potencial

en un punto x , debido a la distribucidn de carga
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definida por f , U(x,f), se define como el tra-
bajo necesario para traer una unidad de carga des

de el infinito al punto x .

Se demuestra que este trabajo estd dado por 1la

expresidn

U(x,f) = e f( L
2 g3 |x-y|

La tecria cifsica del potencial estd pues referi
da al estudio de las propiedades de los potencia
les, las relaciones potencial-carga y, en general,

de otras cantidades y conceptos definidos en tér

minos de ellos.

En la teoria del potencial; el estudio del opera
(32, 32 . 3@
\8x2 3y2 322

aplica a funciones que soun doblemente diferencia

N

i

A s que se

dor laplaciano

bles en alguna regidn, juega un papel central.

Por ejemplo, el cperador Laplaciano resulta ser
el cperador inverso del operador potencial en el
sentido que aplicado sobre un potencial dado nocs
permite recuperar la distribucidn de carga que

lo produce. En efecto, si la distribucidn de car
ga f es continua y acotada (Uf)(x) es doblemen-

te diferenciable y

ACUE)(x) = - 2f(x) ([13]) (Ec.de Poisson)
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Esta ecuacidn permite ver que el laplaciano del po
tencial se anula en las regiones del espacio sobre
las cuales no se distribuye la carga, vale decir

en los puntos del espacio libres de carga.

En general, una funcidn u , doblemente diferencia-
blie es un conjunto abierto D , tal que Au = 0 ,

se dice que es una funcidn armdnica. Seglin lo an-
terior los potenciales son funciones arménicas en

ios puntos del espacioc libres de carga.

4.2 Las Funciones Armonicas. E1 estudio de las fun

ciones armdnicas constituye prdcticamente el tema
central de la teoria cldsica del potencial. Tal co_
mo dice O0.D. Kellog ({10}) "A medida que se avanza
en la teoria del potencial resulta evidente que la
teoria del potencial puede ser considerada, matemé-
ticamente, como la teoria de una cierta ecuacidn di
ferencial conocida como ecuacidn de Laplace"

(Af

dades sorprendentes e interesantes. Una de ellas,

i

0). Las funcicnes armdnicas presentan propie

y que juega un papel muy importante en la teoria
del potencial, es el principio del mdximo. Una fun
cién u , definida scbre un conjunto conexo y abier-
to D , obedece el principio del md@ximo si ella no
puede alcanzar en D wun valor igual a su superior
[Sup (u(x)sz:D)] , a no ser que sea constante. De
manera semejante se define el ,rincipio del minimo.

Las funciones arménicas satisfacen ambos principics.

19



Mirando las propiedades anteriores desde otro &n-
gulo ellas nos dicen que si u es una funcidn ar
ménica en DUJD, siendo D un conjunto abierto
conexo y 8D su frontera, u debe alcanzar sus va
lores mdximo y minimo sobre 9D. Resultado que a
su vez nos lleva a ver que las funciones armdnicas
estdn completamente definidas por sus valores en

la frontera en el siguiente sentido. Si u y v
son dos funciones armdnicas definidas sobre DUJD,
tales que u = v sobre 9D entonces u = Vv So-

bre D .

El principio del médximo y del minimo, de las fun-
ciones armdnicas, se demuestra apoyandose en la
propiedad, igualmente sorprendente, de ser valora
das en forma promedio. En efecto, se demuestra
([13]), que si u es una funcidn arm8nica, defini
da en un conjunto abierto D y Br(X) es una esfera

centrada en x , de radio r y contenida en D,

entonces
u(x) = El— J u(y)das = 5 AR u(y)dv .
r am_ uled B

Es decir, que el valor de u en x es igual a
su valor promedio, cuando dicho promedio se toma
sobre la superficie o sobre todo el volumen de una

esfera centrada en x .

b=
@
0O
o}
=
®
b
tdo
O

n entre esta propiedad y la del mdximo

cil de ver. Suponga, pocr ejemplo, que

=
o
(0]
o
o
[RO
Hh
[N



una funcién u continua, es valorada en forma pro
medio en un conjunto D abierto y conexo en R3 y
que existe un punto x en D en el cual la fun-
cidn posee un maximo. Se puede determinar una es-
fera abierta S , de radio § alrededor de x , tal
que para todo ye€ S, ul(y) ¢ u(x). Puesto que la

funcidn es valorada en forma promedio

s [ ou(y)av = == f(u(x)-u(y))av = 0 ;
4llr S 4lir~ S

ulx) -

lo cual, debido a la no negatividad de u(x)-u(y),
solo puede ser si u(x)-u(y) = 0 sobre S. Se pue
de reiterar la argumentacidn con nuevas esferas
centradas en la frontera de la anterior utilizando
luego la conexidn de D para concluir que para to
do y en D, u(y) = u(x). Es decir que si la
funcidon wu tiene un maximo en D entonces es cons

tante.

4,3 E! problema de Dirichiet. Uno de los proble-

mas m&s antiguos y m&s estudiados, en la teoria
del potencial, que ha tenido gran influencia en la
teoria de las ecuaciones diferenciales en deriva-
das parciales de usc en la fisica, es el llamado
procblema de Dirichlet que se puede plantear de 1la
siguiente manera. Sea una funcidn real f , defi-
nida sobre la frontera 9R, de un conjunto abierto
R. ¢Existe una funcidn h continua sobre RUBIK
y tal que Ah = 0 sobre R y h = f sobre 3R ?

La existencia y unicidad de tal sclucidn ha sido
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demostrada para una gran variedad de dominios,; pe
ro una representacidn analitica explicita se cono
ce para muy pocos casos, Por ejemplo, el proble-
ma de Dirichlet tiene solucidn lnica para dominios
ilamados de Poincaré, con f continua. Un con-
junto R se dice que es un dominic de Poincaré
si es abiertc y conexo y para cada punto x de
su frontera es posible hallar un cono circular,

con vértice aplicado en x , que es disjunte de R.

Muy conocida es 1la solucidn al problema de Dirich

let para un dominio esférico, dado por la siguien

te formula, conocida como fdormula de Poisson
([13]».
2 2
T - - : ;
h(x) = — [ B “33( 1% £(2) a0(z)

4llp 3R | z-x]|

donde y es el centro de la esfera R y ¢ su

radio,

4.4 Funciones de Green. E1 problema de Dirichlet

puede ser considerado como un caso particular de
un problema m&s amplic respecto del cperador La-
placiano, y que se puede formular de la siguiente
manera. Sea R un conjunto abierto y f y g
funciones reales definidas sobre 9R y R res-
pectivamente. ¢{Existe una funcidn continua h

tal que Ah = g sobre R y h = f sobre 3R ?

al 3 3 c oL 2 °
Cuando h es una funcion C en una vecindad
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abierta de RUOR, R es acotada y OR wuna su-
perficie suave, es posible encontrar una represen
tacidn de h en términos de sus valores sobre dR
y de su Lapliaciano sobre R » Qque describimos a

continuacidn.
Para x ¢fijo en R se define la funcidn

Glx,y) = —— 2 & y(y)
4l iymxl

siendo WY{y) wuna funcidn armdnica sobre R .

G{(x,y)s como funcidn de y, es armdnica sobre R

excepto cuande y = x .

Denotaremos como DnG v an las derivadas de G
v Y en la direccidn del vector normal externo de
la superficie 3D. Utilizandc la segunda identi-
dad de Green se puede cbtener la siguiente repre-

sentacidn de h sobre R,

L]

n{x) [ (6(x,3y)D _h(y)-n{y)D G(x,y))doly)
D

3

[ 6{x,y) An(yldy
D

Esta férmula se conoce como tercera identidad de

Green.

Si se escoge ¥ tal que Y(y) = %“,4s0bre 9D, en-
[y-x|

tonces G(x.,y) = 0 sobre 9D. Si queremos ade-
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mds que h = f sobre 3D y Ah = g, la férmula
anterior puede transformarse para obtener la lla-
mada descomposicidn de Riesz en su versidn del

Cdlculo.

hix) = - [ £{y)D G(x,y)do(y) - [ G(x,y)g(y)dy
aD D

Y, en particular, si h es arménica se tiene que

h(x) = - f f(y)DnG(x,y)do(y)
oD

A pesar de que esta férmula supone que h es C2

sobre una vecindad abierta, ella puede ser utili
zada pafé resolver el problema propuesto al prin
cipio de esta seccidn., puesto que eﬁ ella s8lo in
tervienen los valores de h sobre 0D y el valor
de su laplaciano sobre D. Bastaria demostrar
que la funcidn h , asi definida, cumple las pro-
piedades exigidas. En la fdrmula anterior, sin
embargo, interviene la funcidn &G cuya existen-

cia se puede garantizar solc en la medida en que

existe la funcidn U tal que Ay = 0 sobre D
y ¢ = T——lT— sobre 3D, Es decir, en la medi-
1 y-x

da en que se puede resolver el problema de Divich
let para el conjunto D con condicidn de fronte-

ra definida por la funcién En este sen

ly-x| °
tido el problema propuesto y el problema de Di-

richlet son equivalentes y su solucidn se puede
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reducir a calcular la funcidn G, usualmente cono-
cida como funcidén de Green respecto a D. La exis
tencia de la funcidn de Green se ha demostrado pa
ra una amplia variedad de conjuntos pero, sSu re-
presentacidn explicita, s8lo se conoce para unos
pocos conjuntos. Se conoce, por ejemplo, la fun-
cidn de Green para esferas y es utilizada para
llegar a la fdérmula de Poisscn ya presentada al
hablar del problema de Dirichlet en la seccién an

terior. [7]°

5. Conexiones del Movimiento Browniano y Teoria

del Potencial.,

Las conexiones estructurales entre el andlisis y
los procesbs de Markov se hacen evidentes a tra-
vés del estudio de los conceptos "operador de
transicién®, "operador infinitesimal®” y “operador
caracteristico” de un proceso de Markov. Segui-
remos estas conexiones apcyadas fundamentalmente,
en el movimiento Browniano que hemos presentado
como un proceso de difusidn o proceso de Markov

fuerte,

5.1 Ei Semi-grupo de Operadores de Transicidn.Las

o o

probabilidades de transicién p{t,x,°) permiten
definir los operadores lineal-"s Pt , de transi-
cidn, de la siguiente manera:
(Ptf)(X)'2 IS f(y)p(t,x,dy) .para f acotada.
R
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Los operadores Pt , son operadores lineales que dg
jan invariante al conijunto CA de las funciones
continuas acotadas y constituyen un semi-grupo, que
es continuo. En efecto, utilizando las propieda-
des de las probabilidades de transicién, algunas
de las cuales hemos enunciado aqui, se puede de~-
mostrar ([11]), cue los operadores de transicidn

cumplen las siguientes propiedades.

0) P.1 =1 (1(x) = x) 3 Ptf 2 0, para f 2 0

1) P, # Co » Co. P operador iineal con norma
| <
AR

2) pP,f = f , P, es el operador idéntico I

3) Pth = Ptops (propiedad de semi-grupo)

4) (Pti)(x) + f(x) (continuidad del semi-grupo).

PS
t > 0

Fste semi-grupo de operadores determina univoca-
mente al movimiento Browniano en el sentido de que
a partir de &1l se pueden recuperar sus probabiii~-
dades de transicidn y por lo tanto su construccidn

completa.

R

El operador o generador infinitesimal, El1 ove-

2
rador ¢ generador infinitesimal del movimiento
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Browniano se define de la siguiente manera. Para

toda f€C, , para la cual (1/t)((Ptf)(x)-f(x))

converge uniformemente cuando t tiende a cero,

definimos

Af = 1im = [P - £|
t*o

i : 1 3 2 ,

Se demuestra ([lld) que si C, es el conjunto de

. y ; k 2
funciones en CA que son funciones de clase C°,
antonces CA estd contenido en el dominio de A.
M&s afin, en este casc Af = ¥ Af, es decir el ope

rador A coincide con el operador laplaciano de-

finido globalmente.

” 2
En particular, se puede demostrar que Ptf€(2

A
{en realidad es Cw) Yy, por lo tanto, Ptf esta
en el dominio del operador A. FEs decir, que
. i
ACP £) = 8 (P F)(x) = = A(P. f)(x).
: ot ¥ . !

Debe ser claro que la definicidn de operador o ge-
nerador infinitesimal, que hemos dado para el caso
particular del movimiento Browniano, puede exten-
derse a cualguier proceso de Markov. Fn particu-
tar para procesos de difusidn este generador inti-
nitesimal es un operador diferencial de segundo or

den del tipo

B F i w )
) a..(x) GRS +F5 00 ifm»—'c(x)f(x).
2 X, UK, BiBLICT %, .
1 -
i‘*& o ot o -‘;"3
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El punto fundamental es que el operador infinitesi
mal determina completamente al proceso de Markov
asociado con é€l, en cuanto que conociendo el ope-
rador infinitesimal se puede reconstruir el semi-
grupo de operadores de transicidn y, por lc tanto,
el proceso de Markov mismo. Este es el caso . del
movimiento Browniano para el cual se puede demos-
trar que P f = 180 ;E {Az(XI—A)aiélI]k 3

A=so XA=0 k!
([8]) ([11])° Se puedé establecer bajo qué condi-
ciones un operador lineal permite generar un semi-
grupo de probabilidades de transicidn y, por lo
tanto, ser el generador infinitesimal de un proce
so de Markov ([11]). Se conoce que la construc-
cidn de Wiener del movimiento Browniano, se puede
extender a cualquier operador elfpticb'L para el
cual se pueda construir una solucidn fundamental

aut y
ot Lut i

de la ecuacidn diferencial

5.3 La formulacién probabilfstica del potencial

Browniano. Utilizando la definicidn del opera
dor infinitesimal9 a través del concepto de opera-
dor de transicidn, descubrimos una primera conexidn
fundamental entre el Movimiento Browniano y el ope
rador Laplaciano. Sobre esta conexidn hemos de

insitir mas adelante.

Los operadores de transicidn pueden ser utilizados
también para dar la siguiente descripcidn probabi-
listica del potencial newtoniano de una funcidn.
28



St

El potencial de una funcidén f sobre R® , de so-
porte compacto, es la funcidn (Gf)(x), definida
de la siguiente manera

[+ o}

(eF (x4~ | (P £)(x)dt
0

siempre y cuando dicha integral exista.

Se puede ver que, trasladando la integracidn al
espacio de probabilidad del movimiento Browniano,
e intercambiando integrales se llega a la siguien

te igualdad

i - Of
(e#)tx) 2FE Y { [TE(x )]
X 0 t
Lassiguientes transformaciones demuestran que, en
realidad, Gf es el potencial newtoniano de f. To

me £ > 0 y suponga que (Gf)(x), estd definido pa

ra todo x .
(Gf)(x) = | gznt)’a/z[ J e"x'Yl/2t £(y)dy]dt
ol R3

Intercambiando integrales y efectuando el cambio

de variable definido por lx®y|2/t = u se tiene

® j=1 2
(e£)(x) = [ [ ] 2xeyl o7u7/2 qu)g(y)ay
30

A (2m)3/2

: £ A ‘ 2
g R o 255 [ 2 feemy % e747/% ]
r3 |x-y| 0
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2 e f flyldy
2l R3 [ x-y |

El operador G es en realidad un operador lineal,
que puede definirse en el rangoc del operador infi-
nitesimal y que.resulfa siendo su inverso. En efec
to,'se puede demostrar que A(Gf) = -f , 1lo cual

ne €3 otra cosa gque la ecuacidén de Poisson.

Como en el caso del operador infinitesimal, es po-
sible extender la definicién del cperador de Green
o petencial a los procescs de Markov fuertes y su
relaci8n con el operador infinitesimal seguird@ cum

pliéndose de la misma manera.

En general es posible extender el concepto de po-
tencial para procesos de Markov utilizando el con-
cepto de potencial de crden

oo

a >0, ([ e £)(x)dt ) ,
0

en este caso; a partir del operador potencial {ope
rador de Green), como del operador infinitesimal,
es posible recuperar el procesc de Markov asocia-

do con él.

5.4 La Versidén Probabiifstica (local) del Lapla-=

ciano. El operador caracteristico. Podemos

o

ahora dar una definicidn probabilistica del Lapla
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ciano, en el sentido local que cominmente se le d&
en el cdlculo y en el anidlisis. Sea f wuna fun-
cidn definida en algln subconjunto abierto de R3
vy x un punto en su dominio., Sea U(x) una ve-
cindad abierta de dicho punto y 7T(U) el tiempo
de escape de U. ©Se dice que f tiene Laplaciano

generalizado, en el punto x , si el limite

B, [ECx (TN ] -£(x)

‘lim - E: f f(i)nfxady)-f(X)
u(x)*x  E [t)] R? [rar_(t)
0 L

existe. Cuandoc este es el casc 1o denotaremos con
el simbolo A f(x). Las vecindades U(x) se pue-
den reemplazar por vecindades esféricas B(x) ,

con radio r tendiendc a cero, para obtener el
mismo l1imite, lo cual permite asimilar esta defi-
nicidén a la definicidn de laplacianc generalizado
([13]) quese conoce en la teoria clésica del poten
cial, y que deja ver en forma inmediata, que si f es

de clase CQ, entonces A f(x) = % Af(x).

En efecto, en el caso de una vecindad esférica
B(x), de radio r y centrada en x ; la simetria

del movimiento Browniano implica que para

EC?3B(x), NM(x,E) = 49 £ decir_ que T(x,E)
ylp?

da el &rea de la superficie d¢ E, normalizada res
pecto del &rea de la superficie total de B(x) .
Se calcula, ademas, ([12]) que em este caso el

BIVEBQIN Y 3 o T 2 9
tiempo promedio de es@ape de la particula‘es r’/3.
:.::_ ‘, 1 o :'_ - 3 1;"_‘;
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o]
2
Es decir, EX[T] = f td FT(t) = r /3., Resultados
0
que permiten escribir las siguientes igualdades:

fs f(y)I(x,dy)-f(x)

1
e p _g[unrQ BB{ i):(Y)do(Y)-f(X)]
[ td F_(¢) . *
0

Cuando f es 02 y r tiende a cero, el limite
de la expresidn de la derecha existe y es un re-
sultado que se estudia con frecuencia en el c8lcu
lo avanzado y en cuya demostracidn interviene la
segunda identidad de Green. El limite, como ya
se dijo para la expresidn probabilistica de la de

recha, es igual, en este caso, a (X%)Af(x).

Se puede demostrar, igualmente, que cuando el 13-

o g 2 P f(x)’f(x) ° 0 o
mite 1im t existe, tambi&n existe
t+o t

A,f(x) y ambos valores coinciden, con lo cual A,

puede ser considerado como un operador lineal que
extiende el generador infinitesimal A . Se puede
hablar, entonces, del cperador caracteristico del
movimiento Browniano o generador local, definicidn
que puede extenderse a todos los procesos de Mar-

kov.

5.5 Version Probabiifstica del Probiema de Dirich-

let. funciones de Green. Utilizando la defi

nicidn anterior podemos trasladar, al lenguaje pro

babilistico del movimiento Brownianc, la defini-
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cidén de funciones armdnicas. Una funcidn f serd
armdénica en alglin subconjunto abierto de su domi-
nio de definicidn si A f(x) existe y es igual a

cero para cada x en el conjunto.

Un ejemplo de funcidn arménica, y a travéds del cual
se llega a la solucidn probabilistica del problema
de Dirichlet es el siguiente. Sea D wun conjunto
abierto (acotado) y conexo y f wuna funcidn conti
nua y acotada. Sea T el tiempo (aleatorio) de es-

cape del conjunto D . La funcidn

u(x) = E_ [£(x(1))] = af £(y)N(x,dy)
D

definida sobre D, es armdnica sobre D, y coinci-

decon f sobre 9D.

(La 1igualdad de u con f sobre 23D, es inme-

diata puesto que Px(X(T) = x) = 1 para todo x€ 9D.

Para demostrar que es arm8nica se puede probar sim
plemente que u es valorada en forma promedia.
Utilizando la propiedad Markoviana fuerte se puede

escribir que para A, subconjunto de Borel de 3D,

H(x,A) = / N(y,A)(x,dy), para x€D y
ycBSp

Sr(X) esfera centrada en x y contenida en D. Es
ta igualdad permite escribir las siguientes igual-
dades:
ulx) = Ex[u(XTr)] = EX[BXT [£(x )] ]
T
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gt Pl d f fly)(z,dy)(x,dz) =
y€aD chSr

J £(y)I(x,dy) = u(x) ,
y€3D

que prueban que u es valorada en forma promedio.

La solucién del problema de Dirichlet exige que

1fm u(x) = f(y}, es decir, que u(x) sea continua.
xX+y€D
Esta condicidn se cumple cuando 3D sea suficien

temente suave (dominiec de Poincaré)., Es importan-
te comentar que la formulacidn probabilistica ha
permitido ahondar en el estudio del problema de

Dirichlet.,

Siguiendo los lineamientos anteriores, es posible
dar una versidn probabilistica de la férmula de
representacidén dada en 4.4 de una funcidn C2 v
que permite resolver para h la ecuacidn diferen

~ial Ah = g con condicibén de frontera h = f,.

Hasta el momente hemos considerado el movimiento
Brownianc de una particula, sin ningln tipo de res
tricciones con el parémetro- t variando en el in-
tervalo [0,»). Se puede considerar el caso més ge
neral de un movimiento tal que su pardmetro t
tiene un limite de variacidn aleatorio. Por ejem-
ple, se puede considerar el movimiento de una par-
ticula que se inicia en el interior de un conjunto

abierto D hasta que golpea la superficie 9D en
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cuyo momento el movimiento para. En este caso, el
pardmetro t esta limitado por el tiempo aleato-
rio T que invierte la particula en escapar, por
primera vez de D. Respecto de este movimiento,
que puede usarse para dar una definicidn mds ge-
neral del proceso de Markov de la que hemos dado,
anteriormente se puede hablar de probabilidades
de transicidn (?t(xaA) = Px(X(min(t ~ T))CAY) ¥y,
consecuentemente, de operador infinitesimal, ope-
rador caracteristico, potencial. En particular
su potencial GRg s llamado potencial de Green de
g respecto del conjuntc R , esti dado por la ex-

. § G = d X t] .
presidn ¢ E, [ g g(x(t))dt]

rE

Se demuestra que la representacidn dada en L.k,

toma la forma

h = B, [£(x(e))] + E_[J g(x(t))dt]
X X 0

Conexiones entre la teorfa del potencial y el

movimiento Browniano.

RESUMEN
Potencial. VYersidn cldsica:

fly) ay

WMl e —— [iuhES
2 g3 [x=yl
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Version probabilistica:

[}

(G£)(x) = E_ [f £(x(e))at] = [ (P £)(x)de
0 0

taplaciano como operador global.

Versidn cidasica:

i
5 Af =

Versidén probabilistica:

Pif-f

Af = 1im
t=+0 t

Laplaciano como operador local.

Versidon cldsica:

92e(x) | 928(x) . 3%£(x)
+ -
2 2 322

(3A£) (x)
ax ay

Versidon probabiifstica:

B, [£(x(1))]-£(x)

(Aof)(x) = 1im
U(x)+{x} Ex[r]
[ £yl (x,dy)-£(x)
= 1im U
U(x)+{x} fwt 4F ('t}
0 T
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Problema de Dirichlet.

D dominio de Poincaré, f funcidn definida sobre 9D.
Existe funcidn continua h definida socbre D tal
que Ah = 0 y h = f sobre 9D.

Version clédsica:

2 ¢ 2
h(x) = [ L =l¥=Xl  £(z)d0(2)
~ 4lIp 9B | z-x|

(Férmula de Poisson para una esfera BP)

Versidon probabilistica:

hi(x) = Ex[f(X(T(D))] {caso general)
hix) = E_[£(x(t.)] = [ £(y)N(x,dy)
X r 2B
r
(Para una esfera Br )
Descomposicidn de Riesz.
Versidn cidsica:
h(x) = - f f(y)DnG(xgy)do(y)- f Gix,y)gl(y)dy
aD D

Versidon probabilistica:

(D)
h(x) = E_[£(x(x(0))] + E [ ] g(x(t))dt] ,
0
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6. El problema de Dirichlet para una caminata al

azar en el Espacio.

Apovados en la formulacidn probabilistica de 1la
teoria del potencial, que hemos esbozado anterior
mente, tiene sentido plantearse la posibilidad de
una teorfa potencial para cadenas de Markov. E1
problema que se plantea en este caso es el de en-
contray versiones discretas, para el potencial y
el operador infinitesimal u operadcr inverso del
potencial, en t&rminos de los cuales se puedan es
tudiar los problemas inherentes a la teoria clisi
ca del potencial. La realidad es que existe una
amplia literatura al respecto ([8})9 que incluye
tanto el caso de cadenas recurrentes como no re-
currentes. A manera de ejemplo , y siguiendo los
lineamientocs de un problema propuesto por Dynkin
en (ii?]), ilustraremcs parcialmente el casoc para
una cadena nc recurrente definida por una caminata
sim&trica al azar sobre la red espacial Zz s que
puede ser considerada como la versidn discreta
del movimiento Browniano. En efectoc, se puede de
mostrar ([8],[12]), que el movimiente Browniano
puede ser definido comoc el limite de caminatas si
métricas al azar en redes espaciales y que la teoc
ria potencial asociada con este tipc de cadenas
de Markov, conserva fundamentalmente 1las propiedg
des emnunciadas para la teorfia clisica correspon-

diente al movimiente Browniano.
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Sea {X(n) , n=0,1,2,...} la cadena de Markov
definida por una caminata simé€trica al azar en la
red espacial Zl . Es decir, la cadena tiene como
espacio de estados al conjunto constituido por vec

tores del ti X saEE X s -
ore po + xiez donde e,

X, e
G
cos €9 constituyen una base ortonormal de un es-

a O 0

2‘?
co Xy SOR enteros arbitrarios. En cada paso, la

pacio de dimensibén £ y las coordenadas x,,X
&

particula tiene igual probabilidad 1/2%2 de al-

canzar uno de los estados vecinos x + e,
= o

cess X oy independicntemente de 1a posicidn x

que ocupe en el instante precsdente.

Denotaremos con p{(n,x,y) las probabilidades de
transicidn, o sea la probabilidad que tiene la par
ticula de alcanzar el punto "“y" saliendo de "x"
después de n pasos., En general, la probabilidad
de alg@in evento A asociada con la caminata, de-
pende del punte x en el cual ella se inicia. De-
signaremos con PX(A) esta probabilidad y con
Ex{°j "la esperanza matem&tica respecto de esta

funcidn de probabilidad.

Teniendo en cuenta que p{(n,x,°) es la versidn dis
creta de la probabilidad de transicidn p(t,x,*)
del movimiento Brownianoc, resulta natural obtener
las siguientes definicicnes d« Pn y G, que cons
tituyen las versiones correspondientes del opera-
dor de transicidn y del potencial definidos para
el movimiento Browniano.
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(P_£)(x) = E_[£(X(n))] = [ , £f(y)p(n,x,y)
n X y(zz
(e£)(x) == [ J fx(a)] = ] (P £)(x)
g n=0 n=o

donde f es una funcidn definida sobre Z .

Se demuestra ([12]) que cuando |x-y| + = ,

(6£)(x) » Cp ] Sl Ao

~—2
v |x-y|

La definicidn equivalente al operador infinitesi-
mal, laplacianc en este caso, puede no ser tan ob
via pues, en el caso del movimiento Browniano o
procesos de difusidn, su definicidn supone un paso
al limite cuando el par&@metro tiempo t, tiende a
cero. Se observa, sin embargo, que el operador Pi’
denotdndolo simplemente como P , al aplicarlo a

(Gf)(x), permite obtener la siguiente igualdad

(PGf)(x) = (GFf)(x) - f(x)

[(P—I)G]f = - f (Ecuacidn de Poisson).

Lo que lleva a identificar a P-I como la versidn

discreta del operador %A .

Es pertinente observar que si la base ortonormal,
qQue genera la red sobre la cual se da la caminata

al azary; fuera de la forma he19 hezgauoshez s pa-
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ra h > 0, (Pf)(x) tomaria la forma

Zf(x+hek) "

Nf
Py

Pf(x) = 3o Tely Il e e
|y—x =h

Asumiendo la diferenciabilidad del caso para f y
suponiendo que f estd definida en Rz s Se pue-

de probar que

(J£(x+hey )-22£(x)) 20 [(P-1)£(x)]

lim - lim
h+o h2 h-*o h2
= Af(x) .

Es decir, que el operador laplaciano puede ser ob-
tenido a partir del operador P-I pasando al 13-

mite cuando la abertura de la red tiende a cero.

([12]):

Estamos ahora en capacidad de completar las defini-
ciones y conceptos necesarios para formular y re-
solver el problema de Dirichlet para una caminata

A . " 2
simé@trica al azar en el espacio Z .

- Sea f wuna funcidon definida sobre ZQ‘° Diremos
que f es arm8nica sobre un conjunto D si
(P-I)(f(x)) = 0 para todo x€D. Es importante
observar que (Pf)(x) promedia el valor.de 1la
funcidn sobre los puntos que rodean X §y que
son accesibles, en la caminata, en un solo paso

desde dicho punto. Por 1o tantoy’si- f ~es armd
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nica, segiin esta definicidn, como en el casc de

i
la definicidn cl8sica, f es valorada en forma

promedia.

. . A y
- Sea B un subconjunto de Z . Diremos que B es

L 3 : A
conexo en Z , si para dos puntos arbitrarios x,

y en B, existe una sucesidn de puntos, Xy = %,

Xpseees X = ¥y 5, que llamaremos cadena en B

tales que, para cada par consecutivo de ellos,

o °

la diferencia X; = % coincide con alguno

i-1

de los vectores unitariocs * e °

Definiremos, finalmente, como frontera de B, y la
denctaremos con 0B, al conjunto de puntos X ta-

les que x£B y para algln e s X > e € B

6.1 Propesicidn 1. (Principio del minimoc para fun

ciones armdnicas)., Si B es un subconjunto co-
nexo de Zl y f es una funcidn armdnica sobre
B que toma su valor minime sobre BUOB, en al-
gidn punto x de B, entonces f es constante
sobre BUU9JB. La misma proposicidn es v&lida para

su valor maximo.

Demostracién: Sea f{(x) el minimo aludidc en el

teorema, se quiere probar que para 2z arbitrario
en BUOAB, f(z) .= f(x). Si 2€B, existir§ una
cadena x = Xys XpsosesX = 2 en B Puesto que

n
f es armdnica sobre B , se puede escribir:

£(x)-PF(x) = )) Py (x,y)(£(x)-£(y)) = 0
y:ly-x|=1
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Puesto que f(x) es valor minimo, los términos
en la sumatoria anterior serdn no-positivos, por
lo cual f(x) - Pf(x) = 0 sii £f(x) - f(y) = 0
para todo y tal que iy—xl = 1. En particular X,
satisface esta iltima condicidn y consecuentemen-

te f(x2) = “Fx) .

Repitiendo el argumento n veces, se obtiene que
f(x) = f(xi) = f(x2) z uee = £(2z),

Si z €9B, existird ye€B en la vecindad de 1z,
tal que |y-z] = 1. Puesto que f es armdnica so
bre B , f(y) - Pf(y) = 0 como ademds f(y) = f(x)
Zminimo de f =sobre BUOJB, la argumentacidn an-
terior puede repetirse para obtener que f{x) =

= f(y) = f(v) , para todo v tal que |v-y| = 1,
que en particular, implica f(x) = f(z).

6.2 Corolario i: Una funcién Arménica en z* no
tiene ni minimo, ni mdximo, a no ser que sea cons
tante. En particular, una funcidn arménica no-ne

gativa en zz s, que se anula en algdn punto, es i-
dénticamente nula.

6.3 Corolario 2: Sea B un conjunto finito en Zl y
f y g dos funciones armdnicas sobre B, Si f y g
son iguales sobre 3B, entonces también 1o seran

sobre B.

Demostracidn: Supongamos inicialmente que B es
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conexo. Si f y g son armdnicas sobre B, tam-
bién lo serd f-g y por ser BUJB finito tomard

valor minimo y m8ximo sobre BUDJB.

Si f-g toma su valor minimo o mdximo en B, f-g
serd constante sobre BUD3B y puesto que f-g = 0
sobre 9B dicha constante serd 0. Consecuentemen

te f = g sobre B,

Si f-g toma su minimo y su mdximo en 9B, puesto
que f-g = 0 en este conjunto, ello conduce inme-

diatamente al resultado f-g = 0 sobre todo BU9JB.

En el caso general, no es dificil ver que todo x
en B es elemento de una componente conexa de B
(m&ximo subconjunto conexo de B que contiene a
x) cuya frontera estd contenida en 9B, lo cual per
mite extender inmediatamente el resultado anterior
al caso cuando B es finito y no necesariamente

conexo,

6.4 Lema: Sea B un subconjunto propio de z2 y T el
tiempo (aleatorio) del primer paso por 3B . Sea ¥
una funcidn definida sobre 3B. Si Ta funcidn

£(x) = E_[F(X(T)), T < «] , existe para todo x en
B, entonces f es arminica sobre B y coincide con ¥
sobre 9B. En particular, este es el caso cuando
P es acotada sobre 3B,

Demostracidédn: Puesto que B es un subconjunto pro
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pio de Zz, B#@#. Sean x e y en 3B, Si x =y
entences PX(X(T) i P TR RER BN o Y Uy PX(X(T)

= y) = 0. Lo gue permite concluir que f(x) =¥(x)

sobre 9B.

Se quiere prcbar ahora que f es armdénica en B.

Se puede escribir

CPey(xy = ° ¥ f(y)P(x,y) =
x—yi=1 L

£ 1S dplx @) T PCOZIPEX(T) = g, T ¢ w)] ‘‘x€B
Ix-y|=1 z€9B y

2. a) )
M

P(x.y )P A%02) = 2y T .<..P), XE B
Z€JB lx— y

=1

Reordenamientos que pueden hacerse gracias a la
convergencia absoluta de las sumas involucradas.
Utilizando la propiedad Markoviana del movimiento,
la igualdad anterior se puede transformar de la si

guiente manera:

(PF)(x)

) P(z)P_(X(T) = z) =
z€93B

1]

g [FixtT))] = £(x)
Lo que prueba la "armonicidad” de f sobre B.

Si |¥ | es acotada sobre 3B por M,.

Ex[i?(X(T))l ; T < »] £ M, para todo x en B.
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por lo que f estard definida para todo x en B.

6.5 Teorema. (Sclucidn del problema de Dirichlet).
Sea B un subconjunto propio de zl y ¥ una funcidn
definida y acotada sobre 3B . Sea T el tiempo alea
torio del primer paso por 9B. La funcidn f(x) =

= EX[?(X(T)) ; T < =] es solucién al problema de
Dirichlet respecto de By ¥ . Esto es, f es armd
nica sobre B y es igual a ¥ sobre 3B. Mas aiin, si

B es finito o 3B es recurrente, f es la dnica fun
c16n acotada que cumpie dichas condiciones.

Demostracidn: La existencia de la sclucidn ha sido

demostrada en 21 Lema. La unicidad para B fini-

to se desprende del Coroclario 2 a la Proposicidn 1.

Sélo basta demostrar la unicidad en el caso cuando

3B es recurrente.

Sea g una funcidn acotada armdnica sobre B que
es igual a ¥ sobre ©9B. Sea x un punto arbitra-
rio de B. Se quiere probar que f(x) = g(x).
Consideremos un cubo C{(p) en Z'Q'9 de lado p cen-
trado en x . Denotemos con T(p) el tiempo (a-
leatorio),; del primer paso por 3(C(p)MB). Puesto
que C(p)MNB es finito, de la parte ya demostrada
de este teorema, se puede concluir que g(x) =
Ex[g(X(T(p))] , siendo la expresidn v&lida para

cualquier 0 < p < o, Es importante observar que
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en el tiempo T(p) la particula que inicia su movi

miento en x estard en puntos de 3C(p) & de 9B.

Debe ser claro que 1im P_ (T < N) = P (T < ®) | vy
N-+oo x X

cocmo Px(T < ) = 1 , por ser 9B fecurrente, es

posible seleccionar N dependiendo de €, tal que

P (T < N) >abtdonse s donde € es un niimero posi-
X 2M

tivo arbitrario y M es una cota superior para
] [] 1
iy el.

Puesto que la caminata al azar que estudiamos es
simétrica y debe proceder paso por paso, podemos
escoger N, dependiendo de €, de tal manera que
inicidndose en x el movimiento de la particula
el tiempo (aleatorio) de su primer paso por 3C(n)
sea siempre mayor que N. Consecuentemente para
el evento (T < N), la particula que inicia su mo-
vimiento en x, en el tiempo T{(n) estid, por de-
finicidn, en puntos de 3(C{(n)MB) que tienen que
ser puntos de 9B. Es decir que en estos casos

T(n) = T y por lo tanto g(X(T(n)) = ¥(x(T))

letx) - £(x)| = | [g(x(T(n))] - Ex["j’(x('r))ji
< (e [g(x(T(n)) - F(x(T)); T < N] |
+ |E [8(X(T(n)) - F(X(T))5 T » N]|
<0+ 24 P (T > N) < 2HE - ¢
21 oe i o
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Puestc que € es arbitrario, se puede concluir que

[g(x) - £(x)] = 0. Esto es g(x) = f(x).
xnk
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