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EL LENGUAJE CATEGORICO Y SUS APLICACIONES+

RAUL ROJAS

1. Introdueei6n.

La teoria de eategorias y funto-

res fue inventada en el ana 1940 por los matematieos

norteamericanos Eilenberg y Mac Lane. El proposito origi-

nal fue presentar un lenguaje con el eual se uniformizaban,

generalizaban y relacionaban las distintas definiciones y

teoremas importantes que existian en las Matematicas •

Quizas 10 mas importante de eate intento fue la de

finicion de innumerables objetoB algebrAicos y topologicos

en terminos de propiedades universales en lugar de usar r~

laciones entre elementos de eaos objetoa de eatudio. Asi

mismo el oonoepto de dualidad permiti6 simplificar muchas

ideas , haoiendo -lBO solamente de diagramas conmutativos.

Hoy en dia la teoria de oategoriae est' bastante

bien formalizada , y cualquiera de lOB textos (1) 6



(2) es exoelente para un e.tudio m!s 0 menos profundo •

Existen muohas aplioaoiones en oa.i toda la matem!tioa ,

especialmente en el Algebra Homo16gioa , Oeometria Alge-

braica , Topologia Algebraioa , eto. Inolusive hay oon-

ceptoB bastante aofisticados oomo limite de una funoi6n

real , integral de Lebesque,que se pueden formular en ter

minos de categorias , ver por ejemplo . (3) •

En el trabajo que presento dare una breve introduo

ci6n al estudio de las oategorias y funtores , asi oomo

aplicaoiones senoillas y fundamentales , que inexplioabl~

mente no aparecen en los textos mas oonocidos •

Una oategoria sera toda terna = (abC ,HomC' ~C) ,

donde abC es una clase (objetos de C), HomC es una

familia da oonjuntos denotados por Hom(X,Y) , uno para

oada paraja (X,Y) de abC (los morfismoB de C) , Y
por ultimo ~C es una familia de aplicaoiones de la for-

~C a Homc(X,y) x HomC(Y'Z) ~ HomC(X,Z) , una paraTX,Y,Z
cada tripleta X,Y,Z de objetos de C.

rna

Es oostumbre denotar oon una flaoha faX ~ Y un

elemanto del oonjunto HomC (X,Y) ~ Tambien, si ga Y ~ Z

as otro morfiamo denotada a Ct X Y Z(f,g) •, ,
Dioho 10 anterior se imponen las siguientes oondioiones a

1). eate "produoto" ea asooiativo , as decir ,
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ai ademas h: Y ~ Z, entonces h(gf) = (hg)f •

Y E ObC , existe un elemento ly E HomC(Y'Y)

cada f E HomC(Y'Z) y cada g E HomC(X,y) ,

tal que para

f.ly ...f Y
ly.g ...g. Es decir existen "unidades" a izquierda y a

derecha respeoto del produoto •

Para simplifioar pondremos Hom(X, Y) - HomC (X,Y) ,

t = tx,Y,Z • Es claro que 8i C es una categorla , enton

ces C· definida por ObC· .. GbC , HomC·(X,Y) - Homc(Y'X),
C·
(r ,g) • tC(g,f) es tambien una categorla , llamadat ,

la categorla dual de C. Sa tiene (C·)· = C •

Tambien ai C y C' son categorlas , el producto

c x C' se define por Ob(C xC') = GbC x ObC' , Y si

X,Y E ObC , X' , Y' E GbC' tenemos Home x c,«x,X') ,

(Y , Y')) - Homc(X,y) x Homc,(X',Y') •

Si ade mas (f,g): (x.x-) ~ (Y,Y') Y (h,j):

(Y,Y') -. (Z,Z') entonces (h,j) • (f,g) = (hf,jg) •

Ejemplos de Categorlas

1). Conj: La oategoria cuyos objetos son los con-

juntos y cuyoa morfiamoa son las aplicaciones entre oon-

juntos •

2). Grl La oategoria en la que los grupos aon 108

objetoa y los homomorfismoB hacen el papal de morfiamos •

3). Top: La oategorla en la que



po16gioos son lOB objetos y las funoiones oontinuas son

lOB morfism08 •

4). Anol La oategoria en la que los anillos oonmu

tativos unitarios son los objetos y los homomorfismos ,

que llevan elemento unitario en elemento unitario , son

los morfismos •

5). Veo(K)1 La categoria formada por los espaoios

veotorialas sobra al cuerpo K oomo objatos , y , oomo

morfismos , las aplicaciones lineales •

Un funtor F I C ~ C' da la categoria C en la

categoria C' as un par (Fa' FH) , donde Fa: abC ~

abC' es una aplicaci6n y FH as una familia de aplica-

ciones FX,Y: HomC(X,Y) ~ Homc,(F(X) ,F(Y» una por

cada pareja X,Y de abC, de tal manera que 1). si

X ! Y ~ Z en C entonces FX,Z(gf). Fy,z(g)FX,y(f) •

2). Si X E abC entoncas FX,X(lX)· IF(X) • Pondremos

F = F' Y F = FX Y sin riesgo a confusiones .a ,
Si C,C' ,C" son categor1a.s y F I C ~ C' , F' I

e' ~ C" son funtores , entonces se define F'F , C ...c"

componiendo las a.plica.cionesque definen a F y F' •

Asi se obtiene una categoria Cat que tiene oomo objetos

las oategorias y oomo morfismos los funtores •

81 F. e ... 0' ee un funtor , se denota F· :
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C• ~ c'· 1 f t d~ a un or que coinoi e con F en los objetos ,

y en los morfismos se define por la formula F·X y •,
Fy x. olaramente (F·)·. F •,

Es evidente la definicion del funtor producto en la

forma F x F' I C X C' .....D x D' ; para funtores F I

C .....C' , F' I C' .....D' •

Ejemplos de Funtores

1). Si C es una categorla, las aplicaoiones i-

denticas de ObC s HomC(X,y) definen al funtor identi

dad 1C I C .....C
•

2). Si C es una categorla tal que cada objeto es

un conjunto con una estructura adicional y cada morfismo

es una aplicacion que cumple oiertas propiedades (por ~

jemplo C podrfa ser Gr, Ano, etc) , entonoes el fun-

tor 0 I C .....Conj. (funtor "olvido") haoe oorresponder

a oada objeto su conjunto Bubyaoente , y a oada morfismo

su aplicacion Bubyacente •

3). F lAne .....Conj definido por F(A). oonjunto

de ideales de A; F(f)(J) • ideal generado por f(J) (se

entiende que A es un anillo oonmutativo y unitario , J

un ideal de A) •

4). Sea Veof(K) la oategoria de espacios vectoria

les de 'dimension finita y F. Veof(K) ~ Veof(K)·
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definido oomo F(V) = V+ • Hom(V,K). Si f s V ~ W,F(f)=

f+ s F(W) ~ F(V) as tal que F(f)(u) = uf para todo fun

oional lineal U I W ~ K •

Sean C ,C' oategorias F , F':C ~ C' funtores.

Una transformaci6n natural 0 morfismo funtorial

a I F ~ F' de F en F' es una familia de morfismos

ax I FX ~ F'X , uno para cada objeto X de C, tal

que si f I X ~ Y es un morfismo de C, el diagrama si-

guiente es oonmutativo I

Ff
FX FY

1'''f
F'Y

Si F" s C ~ C' es un tercer funtor , s b s F' ...F"

otra tranaformaci6n natural , se define b.a I F ...F" por

la formula (b.a)X = bX·aX , si X E abC •

De este modo se obtiene una nueva categoria

Hom (C,C') , ouyos objetos son los funtores de C en C'
Y ouyos morfismoB las transformaoiones naturales •

Un ejemplo de transformaci6n natural. 6 I a ~ F an-

tre 91 funtor olvido a I Ano.~ Conj y 91 funtor F I

Ano ...Conj , del que se hab16 anteriormente , podrla sar



definido asi I si A es un anillo y a E A entoncas

6A (a) .. aA .
En general un morfismo f I X ....y de La categoria

C se dice que as un iBomorfismo si existe un morfismo

g I Y .... X tal que gf: lX' fg ly

Dos categoriaa C y C' se dicen equivalentes si

existen funtores F I C ....C' y G : C' ....C e isomorfis-
-mos funtoriales 6 : lC ....GF , P : lC ....FG •

Si C es cualquier categoria y A E ObC , entonces

es claro que si se define hA, C ....Conj ,

(A,X) , sobre los objetos , y para X! Y

hA(y) hA(f)(g) = fg hA es un funtor

Acomo h (X)= Hom

, hA(f) I hA(X)....

llamado fun-

tor de representacion covariante. Analogamente, se de

fine hA: C· ....Conj como hA(X) = Hom (X,A) , Y para

f : X ....Y , definimos hA(f) : hA(Y) ....hA(X) , hA(f)(g) ::

gf ; hA se llama funtor de representacion contravariante •

Un funtor C ~ Conj (respeotivamente C· ~ Conj)

es representable si existe un isomorfismo funtorial \ I

F ~ hA (respeotivamente \ I F ~ hA) es deoir s1 para

todo X E ObC tenemos que \X es una biyeocion y si para

cada fleoha f I X ....Y (respectivamente fly ....X) el

siguiente diagrama es conmutativo (respectivamente)
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F(r) F(r)
F(X) ... F(Y) F(X) ... F(Y)
AX t t\ AX t t Ay

hA(f) hA (r)
Hom(A,X) ... Hom(A,Y) Hom(X,A) ..., Hom(Y,A)

(A,A) se llama un par de representacion de F.

Sea F: C ~ Conj un funtor constante en el senti

do de que para todo X E ObC , F(X) es un conjunto con

un elemento. Si un tal funter es representable y (A,).)

es su par de representaci Sn , decirnosque A es un obj~

to inicial de C. En tal caso - AX : F ~ h J luego , pa

ra todo X E ObC , t.enemos una bLyeccLon )..X:F (x) ~

hA(X) • Hom(A,X) • Ee decir rera todo objeto X existe

un unieo morfiarno A ~ X. SimiJarmente se define obje-

to final •

En 10 que sigue daremoB con todo detalle algunos ~

jemplos senoillos e importantes los cuales se ubican den

tro del ooncepto de runtor representable •



1. LOS NUMEROS NATURALES

En 1& teorla no formal de conjuntoB sabemas qua "el"

conjunto de los numeroa naturales es cualquier oonjunto

N no vaclo , el oual tiene asooiada una funoion s t

N -+ N tal que se cumple los eiguientes axiomas de Peano.

i). Existe un elemento de N, denotado 0 , tal

que 0 ¢ s(N) ,

ii). Axioma de Induecion t Si MeN as tal que

OEM y. sCM) c M entonces M - N J

iii). La funci6n a es inyectiva •

Es costumbre llamar a sex) el sueesor de x, y se

puede identificar a1 elernento 0 can al cero usual de los

anteros de tal forma que 0 seria el manor elemanto de

N , sex) E x+l y N e1 conjunto formado por 0 , 1 , 2

De hecho hay infinidad de conjuntoB N can una es-

tructura dafinida por una funcion s que satisfaga estos

axiomas , perc todoB entre 81 , son iaomorf08 •

En 10 que eigue , demostraremos eeta unioidad del

oonjunto N, a la vez que daremos una caracterizacion u-

niversal de N la cual a eu turno permite dar una defini

oi6n oateg6rioa del oonjunto de 108 numeros naturales •
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He aqu! la propiedad universal que debe cumplir N.

Proposici6n 1

Sea N cualquier conjunto no vaclo

que satisface 108 axiomas de Peano enunciados anterior-

mente , sean A cualquier con junto no vacio y a un alemen

to de A. Entonces para oualquier funcien f I A ~ A

existe una unica funcien giN ~ A tal que g(O). a

y gs. fg es decir que el diagrama siguiente es conmu

tativo

A ! A

Demoetraoien

a)• Unicidad de g I SupongamoB que

haya otra funcien h I N ~ A que tambien cumpla h(O)-~

y bs. fb. Designemos por M el oonjunto de los x E N

para los cuales g(x). b(x) • Y demostraremo8 que

M • J, 'sto equivale a que g- h. Como g(O) - a -

h(O) entonces 0 E M supongamos que x E M luego

g(x) • hex) , y , por consiguiente, g(s(x». f(g(x) •

f(g(x» • f(h(x» • h(s(x», esto 8S sex) eM, as!

sCM) c M I por el axioma de induooi6n S8 oonoluye que
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M = N •
b). Existenoia de g I A una relacion R de N

en A

R es

1& llamaremos regular si oump1e

N abreviadamente D(R). N ,
1) Dominio de

2) (0, a) E R ,

3) (x, r) E R ==> (s (x) , f (r)) E R •

E1 oonjunto de las relaoiones regu1ares de N en

A no es vaeio ya que N x A es una de elIas, denotemos

por F 1a interseceion de todas esas relaciones, es

claro que F es una relaeion regular de N en A en

efeeto (O,a) E F porque (Ofa) E R para todo R regu-

lar , as! pues ° E D(F) , si x E D(F) existe rEA

tal que (x,r) E F, luego (x,r) E R , para to'do R

10 eual implioa que (s(x) , f(r))E R y as! (s(x) ,

fer)) E F, es deeir sex) E D (F) • EI az ioma de induo

oion impliea que D(F) - N •

Veamos ahora que en efeeto F es una funcian. Su-

pongamos que (x,r) E F Y (x,r') E F • Demostraremos

que r - r' . LlamemoB Itt al oonjunto definido por loa

puntos x de N para los que se oumple

(x,r) E F Y (x,r') E F c=> r ..r'

Debemos probar que M. N. Lo haoemos usando e1 axioma

de induooi6n I para ver que ° E N basta con probar que

ai (O,r) E F entono8S r" a. Definamoa R oomo 1&
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reunion da 1a re Lac i Sn (N - 0) x A y 1a relacion puntua1

(0,a) . R as regular , ya que obviamante (O,a) E R Y

nCR) - N J ahora 8i (x,r) E R por e1 axioma i) 88

tiene que sex) .f a , luego (s(x) , fer)) E (N - 0) x A

entonces (s(x) , fer)) E R. Par definicion de F debe

suceder que FeR y en consecuencia (O,r) E R pero

oomo (O,r) ~ (N - 0) x A necesariamente (O,r). (O,a)

y as! r = a •

Supongamos finalmente que x EM, luego existe un

unico rEA tal que (x,r) E F. Para ver que sex) E M

basta con probar que ai (s(x), t) E F entonces t -fer).

A 1a relacion (N - sex)) x A se agrega la re1acion pun-

tual (s(x) , fer)) y se traza entonces can F. Esta

relacion se nota R. Es claro que (O,a) E R, 1uego

a E D(R) • Supongamos que x' E D(R) , luego existe

r' E A tal que (x', r') E R , hay dos posibi1idades t

Que x' = x, luego (x,r') E F , entonces r D

r' as1 (s(x'), fer')) • (s(x) , fer)) E F y (s(x') ,

fer')) E R, es decir sex') E D(R) •

Que x'.f x, 1uego por e1 axioma iii) tenemos

sex') .f 8(X) , entonces (s(x') , fer')) E (M - sex)) x A

y tambi~n (x',r') E F , luego (s(x') , fer')) E F , es-
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decir (s(x') , fer')) E R asi sex') E D(R) •

Conclusion I D(R). N Y R es regular. Por de-

finicion de F tendremos FeR, luego (s(x),t) E R

Y necesariamente t = fer) • Remos demostrado as! que F

es funcion. gIN ~ A estaria definida como r - g(x)

si y solo si (x,r) E F As! (O,a) E F ==> a • g(O)

y para todo x E N se cumple (x,g(x)) E F. De all!

(s(x) , f(g(x))) E F y f(g(x)) - g(s(x)) • En conclu-

sian fg = gs .

Ahara veremos como esta propiedad permite definir

a los Naturales •

Proposici6n 2
Sea N un conjunto no vacio para al

qua existe un e1emento 0 E N y una funcion BIN ~ N

tal que para todo conjunto no vacio A, todo a E A Y

toda funci6n f I A ~ A existe una unica gl N ~ A qua

cump1e g(O) = a y fg. gs. Entoncas N cumple los

axiomas de Peano i) ii) Y iii) •

Demostraoi6n

i) 0 i s(N) • Supongamos 10 contr~

riOI que 0 - sex) , para algUn x EN. TomemoB A· N,fl

A ~ A 1a funcion oonstante de valor 0 y a - x exis-

te una funci6n gIN ~ A tal que g(O) - x y 008-
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mis tg. ge, en partioular 0 = f(g(x)) • g(8(X)) •

g(O) • x , as! pues s(O) - 0 • Consideremos ahora A ..
If Y f - s , oomo la funoi6n g • s oUllp1e g(O) • a

y fg • g8 Y tambien la funci6n g .. lw oumple 1N(0) -
o y tg. gs , entonces , por unioidad , debe ser s-

Sea ahara fIN ~ N 1a funci6n constante de valor

f • IW' luego

fs = sf y f(O) O.

N • lW(N) a feN) ..0 •
Par unicidado Claramente

Esto no puede

ser porque tomemos A un con junto con dos elementos

a ~ b ,sea f I A ~ A definida comb f(a). b y f(b)",

a existe una funci6n gIN ~ A tal que g(O). a y

fg • gs, aSl f(g(O)) - g(s(O)) as decir f(a) '"g(O)

es decir b - a •

ii) (Axioma de induccion) Si MeN tal que

OEM, sCM) c M entonces M ..N. Considaremos A ..M,
tomamos f ..s' ..slM I M ~ M, existe una unioa funoi6n

gIN ~ M tal que g(O) - 0 y S'g - gs. S1 pOl' otra

parte i I MeN , denota la inclusion can6nica , la

funct6n g' - ig satisface e' (0) • 0 y ag' - g'a as!

oomo tambien IN satisface IN(O) '"0 y slN - INs .
POl' unicidad debe ser ig '"IN' en partioular lJ •

\. I
&4



IN(N) • i(g(N)) C i(M) = M en conseouencia M. N •

iii) La funoion a es inyeotiva
.
Probemoa an-

tes e1 siguiente I

Lema

El unioo elemento que no es aueesor de eual-

quier otro es o.
Demostraci6n

Sea M el conjunto seN) agregado

del punto o. Como evidantemente sCM) eM, por el

axioma de inducoi6n probado anteriormente ae conc1uye que

M = N •

Ahora probemos qua a es inyectiva. Para ello

tomemoa A infinito (en la teoria axiomatiea de con

juntos, ae postula la exiatencia de un conjunto infini

to en el Axioma del Infinito) , luego existe un subcon-

junto B de A tal que B I A Y una biyeccion

f I A -+B . 'Componiendo f con la inclusion podamos su

poner que f esta definida de A en A y as inye ot i.va ,

Sea ,a E A - B I par la hip6tesis existe una funcion

giN -+ A tal que g(O) - a y gs· fg. Si probamos

que g es Lnye ctLva se deduce facilmente que s es tam

bien inyectiva. Para ella formemoa el siguiente Buboan

junto M de N I X esta en M a1 no exists en N otro


